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Vorwort

Das Ziel dieses Buches ist es, in die Begriffe und Methoden der Algebra einzufiihren
und wesentliche Ergebnisse darzustellen. Es enthilt den inzwischen klassischen Kanon, der
von Begriffsbildungen wie Gruppe und Ring ausgeht und hin zu den Kérpererweiterungen
und der Galoistheorie fithrt. Dariiber hinaus gestattet das Buch Einblicke in verschiedene
Entwicklungen innerhalb der Algebra, die mit anderen Gebieten der Mathematik stark
verflochten sind.

Der oben genannte Kanon wird in den ersten sechs Kapiteln des Buches dargestellt.
Die folgenden vier Kapitel behandeln zentrale Teile der Theorie der Moduln, Algebren und
Ringe. In ergdnzenden Abschnitten werden Ausblicke auf weiterfithrende Themen gegeben.

Algebraische Begriffe spielen eine tragende Rolle in ganz unterschiedlichen Bereichen der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Im Rahmen dieses Buches ist es nicht moglich, alle
Aspekte zu behandeln. Das (im folgenden skizzierte) Ergebnis unserer Auswahl ist sicher
von subjektiven Gesichtspunkten und persénlichen Erfahrungen geprégt worden.

Historisch gesehen sind grofe Teile der Algebra in engem Zusammenspiel mit der Zah-
lentheorie und der algebraischen Geometrie entwickelt worden. Wir betonen hier den Zu-
sammenhang mit arithmetischen Fragestellungen und benutzen oft Beispiele aus diesem
Umfeld, um allgemeine Begriffe der Algebra zu erldautern. Zentrale Begriffe der algebrai-
schen Zahlentheorie sind der Gegenstand des Kapitels X iiber ganze Ringerweiterungen
und Dedekindringe, in dem auch die Zerlegungsgesetze behandelt werden. Auch die im vor-
angehenden Kapitel IX entwickelte Theorie der endlich dimensionalen Divisionsalgebren
iiber einem Korper gehort zu den Kindern der Zahlentheorie. Hier waren Fragen in der
Klassenkorpertheorie der Ausgangspunkt fiir einen bedeutenden Aufschwung in der Theo-
rie der hyperkomplexen Systeme, wie Algebren damals genannt wurden.

Dem gegeniiber rdumen wir den aus der algebraischen Geometrie hervorgegangenen Be-
reichen der kommutativen Algebra wenig Platz ein und gehen nicht iiber den Hilbertschen
Basissatz hinaus. Wir halten es fiir angemessen, daf diese Theorie in engem Zusammenhang
mit der algebraischen Geometrie entwickelt wird. Eine solche Aufgabe wiirde jedoch den
Rahmen dieses Buches sprengen.

Dagegen betonen wir hier nichtkommutative Aspekte stirker als in vielen Lehrbiichern
der Algebra. Hierzu gehéren neben der bereits erwdhnten Theorie der Divisionsalgebren
die Abschnitte iiber artinsche Ringe in Kapitel VIII und dessen Supplemente sowie die
Beschreibung von Schiefpolynomringen, die eine zentrale Rolle in der Theorie der noether-
schen, nicht artinschen Ringe spielen.

Im Rahmen der Gruppentheorie gehen wir iiber das Ubliche hinaus, indem wir Gruppen
mit Erzeugenden und Relationen diskutieren und dann die allgemeinen linearen Gruppen
iiber Korpern néher untersuchen. Letzteres wird dann wieder vom arithmetischen Blick-
winkel aufgenommen, wenn diese Gruppen iiber Zahlringen behandelt werden.

Einige erginzende Abschnitte sind durch die Darstellungstheorie von endlichen Gruppen
und, allgemeiner, von endlich dimensionalen Algebren motiviert. Dabei verzichten wir auf
die Charaktertheorie, bei der wir auf gute Monographien verweisen konnen. Statt dessen
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legen wir Gewicht auf modultheoretische Aspekte wie projektive Moduln und Erweiterun-
gen. Deren allgemeine Diskussion in den Supplementen zu Kapitel VII weist auch in die
Richtung der homologischen Algebra. Im Anschluff an Kapitel VIII geben wir Ausblicke
auf die Theorie von Frobenius-Algebren und die Darstellungstheorie von Kochern. Dabei
geht es um Klassen von Algebren, die eine besondere Rolle in der Darstellungstheorie von
endlichen Gruppen und von Lie-Algebren spielen, die fundamental in der allgemeinen Dar-
stellungstheorie von endlich dimensionalen Algebren sind und die interessante geometrische
Anwendungen haben.

Am Schlufs des Buches haben wir fiir die Supplemente eine Liste mit weiterfithrender
Literatur zusammengestellt, die ein vertieftes Studium der betrachteten Gebiete gestattet.

In diesem Buch wird geniigend Material fiir eine zweisemestrige Vorlesung bereitgestellt.
Auch wird den Studierenden Stoff zum Selbststudium angeboten. Zahlreiche Beispiele und
Ubungsaufgaben sollen das Versténdnis fordern.

Aarhus und Wien, April 2005
Jens Carsten Jantzen
Joachim Schwermer
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Voraussetzungen

Dieses Buch setzt die Vertrautheit mit der Sprache der Mengen voraus. Es benutzt das
Symbol C in einer Bedeutung, bei der die Gleichheit zugelassen ist; wir beniitzen C, wenn
wir die Gleichheit ausschliefsen wollen.

Die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen werden
als bekannt vorausgesetzt, ebenso die Notationen N, Z, Q, R, C fiir diese Mengen. Wir
beniitzen die Konvention, daff 0 € N. Die Primfaktorzerlegung in Z und Begriffe wie
,grofiter gemeinsamer Teiler sollten bekannt sein. Der grofite gemeinsame Teiler von m
und n wird mit (m,n) oder mit ggT (m,n) bezeichnet.

Weiter wird der zentrale Stoff einer Anfangervorlesung {iber Lineare Algebra vorausge-
setzt: Vektorraume tiber beliebigen Korpern, Basen, Dimensionen, lineare Abbildungen und
ihre Matrizen, Determinanten, Cramersche Regel.

Schlieflich sollte man mit Begriffen wie Ordnungsrelation und Aquivalenzrelation ver-
traut sein. An einigen Stellen wird das Lemma von Zorn beniitzt. Dabei geht es um folgen-
des: Es sei X eine teilweise geordnete Menge, d.h. eine Menge versehen mit einer Relation
z < y, die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. (Antisymmetrisch bedeutet, daf
2 <yund y <x =z =y.) Eine Teilmenge Z von X heift eine Kette, falls < y oder
y < z fiir jedes Paar z,y in Z. Man sagt, daf eine Kette Z in X eine obere Schranke in X
hat, falls es ein x € X gibt, so dal z < z fiir alle z € Z gilt. Die Aussage des Lemmas von
Zorn ist dann die folgende: Hat jede Kette Z in X eine obere Schranke in X, so besitzt
X ein maximales Element.






I Gruppen : Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe der Gruppentheorie eingefiihrt und
erste Eigenschaften und Beispiele von Gruppen gegeben. Wir betrachten Gruppenerweite-
rungen, insbesondere semi-direkte Produkte, und Gruppenoperationen.

§ 1 Gruppen, Untergruppen und Nebenklassen

1.1. Eine Verkniipfung (oder eine binidre Verkniipfung) auf einer nichtleeren Menge M ist
eine Abbildung M x M — M ; diese ordnet jedem geordneten Paar (a,b) mit a,b € M ein
Element aob in M zu.

Eine Gruppe G ist eine nichtleere Menge G versehen mit einer Verkniipfung o : GXG — G,
so dafs gilt:

(1) Die Verkniipfung o ist assoziativ, d.h., (xoy)oz=zo0 (yoz) fir alle z,y,z € G.

(2) Es gibt ein Element e € G, so dal eog=goe =g fiir alle g € G gilt.
[Dieses Element ist eindeutig festgelegt, denn fiir jedes andere Element ¢’ in G mit
€og=goe =g firalle g € G gilt ¢ = ¢ oe =e. Man nennt e das neutrale
Element von G'.]

(3) Zu jedem g € G gibt es ein h, so dal hog=goh =e gilt.
[Zu vorgegebenem g € G ist dieses Element eindeutig bestimmt, denn ist &’ irgendein
Element in G mit h'og =e, so gilt ¥’ =h oe="ho(goh) = (k' og)oh=eoh = h.
Man nennt h das inverse Element von g in G.]

Ist in einer Gruppe G fiir alle Elemente x,y € G die Bedingung

oYy = yowr

erfiillt, so heift G kommutativ oder abelsch.

Die Ordnung einer Gruppe G ist definiert als die Méchtigkeit |G| der Menge G.

Beispiele 1.2. (1) Auf den Mengen Z,Q,R, C der ganzen bzw. rationalen, reellen, kom-
plexen Zahlen ist die gewdhnliche Addition eine Verkniipfung. Beziiglich dieser bilden die
Mengen kommutative Gruppen; die Zahl 0 ist das neutrale Element und —g das Inverse
Zug.

Auf den Mengen Q* := Q\ {0}, R* := R\ {0},C* := C\ {0} ist die gewoShnliche
Multiplikation eine Verkniipfung, unter der diese Mengen kommutative Gruppen sind.
(2) Ist M eine nichtleere Menge, so ist die Menge Sys der bijektiven Abbildungen M —
M eine Gruppe unter der Hintereinanderschaltung (Komposition) von Abbildungen. Sie
heifst die symmetrische Gruppe von M ; ihre Elemente werden auch Permutationen von M
genannt. Die identische Abbildung ist das neutrale Element. Ist M = {1,...,n}, so schreibt
man S, anstelle von Sy; und nennt S,, die symmetrische Gruppe vom Grad n. Die Ordnung
von S, ist gleich n!.
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(3) Sei V ein Vektorraum iiber einem Koérper k. Dann ist die Menge GL(V') der k-linearen
bijektiven Abbildungen V' — V| versehen mit der Hintereinanderschaltung von Abbildun-
gen als Verkniipfung, eine Gruppe. Die identische Abbildung ist das neutrale Element.

(4) Sei k ein Korper. Auf der Menge M, (k) der (n x n)-Matrizen mit Eingéngen in k ist
durch die Multiplikation von Matrizen eine Verkniipfung gegeben. Die Teilmenge GL,, (k) :=
{A € M, (k) | det(A) # 0} der invertierbaren Matrizen ist beziiglich dieser Verkniipfung
eine Gruppe. Sie heift die allgemeine lineare Gruppe vom Grad n dber k. Fiir n > 1 ist sie
nicht kommutativ. [Man kann dieses Beispiel verallgemeinern und an Stelle des Korpers k
einen beliebigen Ring R (mit Einselement, siche Kapitel I1T) nehmen. Dann ist die Menge
GL,(R) der invertierbaren Matrizen in M, (R) jedoch nicht mehr durch die Bedingung
det(A) # 0 beschrieben; ist R kommutativ, so lautet die Bedingung: det(A) ist invertierbar
in R\

(5) Sei M eine nichtleere Menge und sei G eine Gruppe. Dann ist die Menge Abb(M, G)
der Abbildungen f : M — G eine Gruppe, wenn wir das Produkt zweier Abbildungen
frg: M — G, durch (f g)(m) = f(m)g(m) fir alle m € M definieren.

(6) Eine Halbgruppe ist eine nichtleere Menge H versehen mit einer assoziativen Verkniip-
fung. Ein Monoid ist eine Halbgruppe mit einem neutralen Element. Zum Beispiel bilden
die natiirlichen Zahlen ein Monoid unter der Addition; das neutrale Element ist 0. Ist M
eine nichtleere Menge, so ist die Menge aller Abbildungen M — M ein Monoid unter der
Komposition von Abbildungen. Fiir jedes n > 1 ist die Menge M, (k) der (nxn)-Matrizen
iber einem Koérper k ein Monoid unter der Multiplikation von Matrizen.

1.3. Der folgende Satz stellt fest, daff man die Bedingungen in der Definition einer Gruppe
abschwiéchen kann. Ist G eine Menge mit einer Verkniipfung o, so heifst ein Element e € G
linksneutral, wenn eog = g fiir alle g € G gilt. Ist ein solches Element e gegeben, so nennt
man h € G linksinvers zu g € G, wenn hog = e. Man definiert analog rechtsneutrale und
rechtsinverse Elemente.

Satz 1.4. Sei G eine nichtleere Menge mit einer Verknipfung o: G x G — G, so
daf gilt:

(1) Die Verkniipfung o ist assoziativ.
(2) Es gibt ein linksneutrales Element e € G.

(3) Jedes Element in G hat beziiglich e ein linksinverses Element.

Dann ist (G,0) eine Gruppe. Das linksneutrale Element e ist auch rechtsneutral, und
linksinverse Elemente sind auch rechtsinvers.

Beweis: Zu a € G existiert b € G mit boa = e, und zu diesem b existiert ein ¢ € G mit
cob=e.Dann gilt a =eoa = (cob)oa=co(boa)=coe. Ersetzt man jetzt e in dieser
Identitdt durch eoe und benutzt sie ein zweites Mal, so folgt @ = co(eoe) = (coe)oe = aoe.
Also ist e rechtsneutral in G.

Ist b € G linksinvers zu einem vorgegebenem a € G, und ist ¢ € G linksinvers zu b, so
wurde oben a = coe gezeigt. Da e auch rechtsneutral ist, folgt ¢ = coe = a. Deshalb gilt
aob=cob=e, dh. bistauch rechtsinvers zu a. Der Satz folgt. ]
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1.5. Das Produkt von n > 3 Elementen g¢i,¢go,...,g, in einer Gruppe G wird rekursiv
definiert:
g10g20-0g, =(g10g20 - 0gn_1)© gn- (1)

Dann gilt fiir alle r <n

(gro---0g—1)o(gro---0gy) =g10gao---0gn. (2)

Das ist fiir 7 = n gerade die Definition (1); fiir » < n beniitzt man Induktion iiber n:

(gro---ogr—1)o(gro---0ogn) = (gro---0gr_1)0 ((groWoynfl)Ogn)

((glo“'ogrfl)O(gro"'ognfl)) © gn
= (910"'°gn71)09n=910920"'09n-

Aus (2) folgt, wieder mit Induktion iiber n, daf in jedem durch die Elemente ¢1, ..., g, in
der gegebenen Anordnung durch Klammerung gebildeten Ausdruck die Klammern wegge-
lassen werden kénnen. Zum Beispiel ist (g1 0 (g2 0 (g3094))) © (g5 © (g6 © g7)) zunéchst nach
Induktion gleich (g1 0 g2 0930 g4) o (g5 © g6 © g7) und dann nach (2) gleich gy o--- 0 g7.

1.6. Es gibt zwei verschiedene gebréuchliche Arten, die Verkniipfung einer Gruppe G zu
schreiben. In additiver Schreibweise notiert man die Verkniipfung z oy durch z + y und
schreibt 0 fiir das neutrale Element und —z fiir das zu « inverse Element; diese Schreibweise
ist nur bei kommutativen Gruppen {iblich. Multiplikativ notiert man zy anstelle von z oy
und schreibt 1 fiir das neutrale Element und z~! fiir das zu = inverse Element.

Wenn wir mehrere Gruppen gleichzeitig betrachten, schreiben wir oft eq fiir das neutrale
Element in G, um die verschiedenen neutralen Elemente unterscheiden zu kénnen.

Lemma 1.7. In einer (multiplikativ geschriebenen) Gruppe G gilt:

(a) Ist zg=h, so ist x = hg~'. Ist gy =h, soist y =g 'h.

(b) Es gilt (zy)™' =y a7t und (=)t =z fiir beliebige z,y € G.

Beweis: (a) © =zl = xgg~" = hg™'; analog fiir die zweite Aussage.

1 1

(b) Es gilt 1 = zy(xy)~!, also y(zy)™t = 27!, und es folgt (vy)~' = y~lz~!. Unter
Verwendung von (a) folgt aus zz~! =1 die zweite Aussage (z71)~! = 2. ]

1.8. In einer (multiplikativ geschriebenen) Gruppe G definiert man zu einer gegebenen
ganzen Zahl n die n—te Potenz eines Elementes g € G rekursiv durch

@ =1, gt =g, " =g" g falls n >0, g" = (g™ 7! falls n < 0.

Man erhélt dann fiir alle g € G und m,n € Z die Regeln

Die Formeln fiir g™ sind im Fall m,n > 0 Spezialfiille von 1.5(2) und folgen sonst unter
Verwendung von Lemma 1.7. Man zeigt (¢™)" = ¢™" mittels vollstdndiger Induktion
iber n, falls n > 0, und wendet Lemma 1.7 an, falls n < 0.

Fiir Elemente a,b € G mit ab = ba gilt (ab)” = a™b" fiir alle n € Z.



10 Gruppen : Grundlagen

Definition. Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H von G heifst Untergruppe von G,
geschrieben: H < G, falls (H,o) eine Gruppe mit der durch Restriktion von G auf H
erhaltenen Verkniipfung o ist. Das bedeutet: Es ist e € H; fiir h € H ist auch h~! € H,
und fir hy,he € H gilt hy o hg € H. Eine unmittelbare Folgerung der Definition ist das
folgende Kriterium:

Lemma 1.9. FEine Teilmenge H einer Gruppe G ist genau dann eine Untergruppe,
wenn H # 0 und wenn ab™' € H fiir alle a,b € H gilt.

Beweis: Diese Bedingungen sind hinreichend, denn: Es gibt ein h € H, also e = hh ™! € H.
Sind a,b € H, so gilt b~! = eb~! € H, also auch a(b~!)"! = ab € H. Die Notwendigkeit
ist klar. -

Beispiele 1.10. (1) Jedem Element A € GL,(k) der allgemeinen linearen Gruppe
vom Grad n iiber einem Korper k ist seine Determinante det(A) zugeordnet. Die Men-
ge SLu(k) := {A € GLn(k) | det(A) = 1} ist eine Untergruppe, da det(AB~!) =
det(A) det(B)™Y, A, B € GL,(k), gilt, und SL,(k) die Einheitsmatrix enthilt. Die Gruppe
SLy,(k) heift die spezielle lineare Gruppe vom Grad n tber k.

(2) In der Gruppe GL, (k) bildet die Menge T := {t = diag (¢1,...,t,) | t; € k*} der Dia-
gonalmatrizen eine kommutative Untergruppe. Hier bezeichnet diag (¢1,...,t,) die Matrix
t = (t;;) mit Eintragen t;; = 0 fiir ¢ # j und t; = t;.

(3) In der speziellen linearen Gruppe SLy(k) vom Grad 2 bildet die Menge

B:{(é tﬁl)eSLQ(k)uekﬁuek}

der oberen Dreiecksmatrizen eine Untergruppe.

(4) In jeder Gruppe G sind G selbst und {ec} Untergruppen. Eine Untergruppe H < G
heifst echte Untergruppe von G, wenn H # G. Eine mazimale Untergruppe von G ist eine
Untergruppe, die maximal unter den echten Untergruppen von G ist.

1.11. Sind Hi, Hy zwei Untergruppen von G, so bildet auch ihr Durchschnitt eine Unter-
gruppe. Allgemeiner gilt: Ist (H;);jcs eine durch eine Indexmenge J # () indizierte Familie
von Untergruppen H; < G, so ist der Durchschnitt

H:= () H
jeJ
eine Untergruppe von G. Man hat ndmlich e € H; sind a,b € H, so gilt a,b € H;, also
auch ab~' € H ; fiir alle j € J, und damit ab~lc H.

Sei M eine Teilmenge einer Gruppe G. Dann heifst der Durchschnitt aller M umfassen-
den Untergruppen von G — einschlieflich G — die von M erzeugte Untergruppe von G

wir setzen
(M) = () H
MCH<G
Die Menge M wird ein Erzeugendensystem einer Untergruppe H < G genannt, falls
H = (M) gilt; man sagt auch: M erzeugt H. Nach Konstruktion ist die von M er-
zeugte Untergruppe die kleinste M enthaltende Untergruppe von G; jede M enthaltende
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Untergruppe von G umfaft auch (M). Ist M # 0, so besteht (M) aus allen endlichen
Produkten, die man aus Elementen von M und deren Inversen bilden kann, d.h.

(M) = {mf'...mi* | &g ==%1, mye M, k>0}.

[Ist k=0, so wird das Produkt als das neutrale Element interpretiert.|

Man nennt G endlich erzeugbar, wenn es eine endliche Teilmenge M von G mit G =
(M) gibt.

Besteht M = {g} nur aus einem Element g von G, so ist

(9):={g'|i=0,41,%+2,...}

die von {g} erzeugte Untergruppe von G; sie wird die von g erzeugte zyklische Untergruppe
von G genannt.

Ein Gruppenelement g hat endliche Ordnung n, falls die zyklische Untergruppe (g) Ord-
nung n hat. Ist (g) unendlich, so sagt man, daR g unendliche Ordnung hat. Die Ordnung
eines Gruppenelementes g wird mit ord(g) notiert. Wir halten fest:

Satz 1.12. Sei g ein Element der Gruppe G'.

(a) Hat g endliche Ordnung, so gibt es eine kleinste positive Zahl n mit g" = e.
Dann gilt ord(g) =n und (9) ={¢" |i=0,...,n—1}. Auferdem gilt g™ = e dann
und nur dann, wenn m ein Vielfaches von n ist.

(b) Das Element g hat genau dann unendliche Ordnung, wenn alle Potenzen von g
verschieden sind.

(¢) Hat g endliche Ordnung n, so hat g° mit s € Z die Ordnung n/(n,s).

Beweis: (a), (b) Sind zwei Potenzen g* und ¢/, mit i < j, von g gleich, so gilt ¢/ ~* = e,
und man wihle die kleinste positive Zahl n, so dafs ¢g" = e gilt. Eine beliebige ganze Zahl m
kann, unter Benutzung des euklidischen Algorithmus, in der Form m = kn+r mit k,r € Z
und 0 < 7 < n geschrieben werden. Dann gilt g™ = gF"*" = (¢")kg" = ¢". Dies zeigt, daf
{(9) ={¢’|i=0,1,...,n—1} und daf g endliche Ordnung hat. Weiterhin gilt oben genau
dann ¢™ = e, wenn r = 0; aber das heift n | m, da n minimal mit ¢g" = e gewéhlt war.
Es folgt, dak ¢’ = ¢’ genau dann, wenn i = j (mod n). Insbesondere sind die Elemente
e, g, g% ..,9" 1 paarweise verschieden. Damit erhalten wir, daf n = |(g)| = ord(g).
Wir sehen insbesondere: Ist (g) unendlich, so sind die Potenzen von ¢ paarweise ver-
schieden. Die Umkehrung ist offensichtlich.
(c) Setze m :=ord(¢®). Aus (¢°)"™ = e und n = ord(g) folgt, dak n das Produkt sm teilt;
also wird ord(¢g®) = m von n/(n,s) geteilt. Andererseits gilt (g°)™/ () = (g7)s/(3) = ¢;
deshalb wird n/(n,s) von ord(g®) geteilt. Es folgt die Gleichheit: ord(¢®) =n/(n,s). =

Ist eine gegebene Gruppe G von der Form G = (g) fiir irgendein Element g € G, so
heilt G zyklische Gruppe.

Satz 1.13. Sei G = (g) eine zyklische Gruppe. Jede Untergruppe H < G ist zy-
klisch. Hat G endliche Ordnung n, so gibt es zu jedem Teiler d von n genau eine
Untergruppe H von G der Ordnung d; man hat H = (g"/d). Man erhdlt so alle
Untergruppen von G.
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Beweis: Sei H < G = (g). Ist H = {e}, so ist H offensichtlich zyklisch. Sei nun H # {e};
dann enthélt H ein Element g° # e. Da dann auch ¢g=¢ = (¢©)~! € H, kénnen wir £ > 0
annehmen und & := min{¢ > 0 | g* € H} setzen. Wir behaupten, daf nun H = (g*). Ist
a = ¢’ ein beliebiges Element von G, so schreibe man j = ¢k 4+ r mit 0 < r < k. Ist
a € H,so auch ¢" = (¢*)"%a € H, also r = 0 wegen der Minimalitdt von k. Es folgt, daR
H = (¢*) zyklisch ist.

Wenn ord(g) = n endlich ist, so wenden wir dieses Argument auf a = g" = e € H an;
wir erhalten dann & | n und |H| = n/k. Andererseits folgt aus Satz 1.12.c fiir jeden Teiler
d von n, daR (¢"/*) Ordnung d hat. [ ]

Bemerkung: Die Eulersche ¢—Funktion ordnet jeder ganzen Zahl n > 0 die Anzahl p(n)
der Zahlen s mit 1 < s <n und (n,s) =1 zu. Die beiden vorangehenden Sétze zeigen, daf
eine zyklische Gruppe G = (g) der Ordnung n genau ¢(n) Elemente h mit ord(h) = n
enthilt, ndmlich gerade die g° mit 1 < s <n und (n,s) = 1. Die Ordnung eines beliebigen
Elements in G teilt n, siehe Satz 1.12.c oder 1.16 unten. Fiir jeden Teiler d von n erzeugt
jedes h € G mit ord(h) = d die einzige Untergruppe H von G mit |H| = d; also enthilt
G genau ¢(d) Elemente der Ordnung d. Insbesondere folgt die Identitét Zd\n w(d) =n.

1.14. Ist H < G eine Untergruppe einer Gruppe G, so ist eine Relation ~g auf G wie folgt
definiert: Fiir ein geordnetes Paar (x,y) von Elementen z,y € G gilt « ~p y dann und nur
dann, wenn x = yh fiir irgendein h € H. Man iiberpriift, daf ~p eine Aquivalenzrelation
auf G ist und daf die Aquivalenzklasse eines gegebenen Elementes = € G die Menge

zH = {zh | he H}

ist. Es gilt z € *H da e € H; man nennt *H die x enthaltende Linksnebenklasse von
H in G. Man bemerkt, daff *H = yH fiir jedes y € xH gilt. Denn ist y € «H, so
y = zh' fiir ein K’ € H. Also gilt fiir jedes h € H, dak yh = zh'h € xH. Andererseits
ist xh = y(h')"'h € yH fiir jedes h € H, d.h. zH = yH. Es folgt, dak H NyH #
die Gleichheit *H = yH impliziert, oder, dquivalent, daf verschiedene Linksnebenklassen
disjunkt sind. Alle Linksnebenklassen von H in G haben die Kardinalitdt von H, da die
Abbildung h — xh eine Bijektion von H auf xH ist. Die Menge aller Linksnebenklassen
von H in G wird mit G/H bezeichnet.

Wihlt man in jeder Linksnebenklasse von H in G ein Element aus, so wird die ent-
stehende Menge T eine (Links-) Transversale von H in G genannt. Dann ist G disjunkte

Vereinigung
G = U tH;
teT

jedes Element g € G besitzt eine eindeutige Darstellung der Form ¢ = th mit ¢t € T" und
heH.

Analog fiihrt man die Aquivalenzrelation p ~ auf G ein, so dak x gy ~ y genau dann,
wenn © = hy fiir irgendein h € H. Die zugehorigen Aquivalenzklassen sind dann die
Rechtsnebenklassen

Hzx = {hx | he H}.

Der Begriff einer (Rechts-) Transversalen von H in G ergibt sich dann analog. Die Menge
aller Rechtsnebenklassen von H in G wird mit H\G bezeichnet.
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Ist T cine (Links-) Transversale von H in G, d.h. G = {J;cp tH als disjunkte Vereini-
gung, so erhilt man durch die Abbildung g +— ¢~! auf G die disjunkte Vereinigung

G=aG"'=JH",

teT

d.h. die Menge T—! = {t~1 | t € T} ist eine (Rechts-) Transversale von H in G.

Die Méchtigkeit der Menge der Linksnebenklassen (bzw. der Rechtsnebenklassen) von
H in G wird der Index von H in G genannt; man schreibt [G : H] fiir diese Grofe.

Satz 1.15. Seien M < N Untergruppen von G, sei S eine (Links-) Transversale
von N in G, und sei T eine (Links-) Transversale von M in N ; dann ist ST :=
{st|seS,teT} eine (Links-) Transversale von M in G. Es gilt

[G:M] = [G: NJ[N : M].

Beweis: Man hat die disjunkten Vereinigungen G = J,cgsN und N = {J,optM , also die
Zerlegung
G= |J stm (1)

sSES, teT

Gilt stM = s't' M fiir irgendwelche s,s' € S, t,t' € T, so folgt s™'s' € N, also sN = s'N.
Da S eine Transversale von N in G ist, folgt s = s’. Dies zieht tM = ¢ M und damit
t =t/ nach sich. Deshalb ist die Vereinigung (1) disjunkt. [ ]

Korollar 1.16. Ist H eine Untergruppe von G, so gilt |G| =[G : H|- |H]|.
Beweis: Setze M = {e} in obigem Satz. [

Bemerkung: Ist G endlich, so folgt fiir jede Untergruppe H von G, daf |H| ein Teiler
von |G| ist. Insbesondere wird |G| von jedem ord(g) mit g € G geteilt.

§ 2 Normale Untergruppen und Homomorphismen

Eine wichtige Klasse von Untergruppen einer Gruppe G sind die normalen Untergruppen;
diese sind charakterisiert durch eine der folgenden dquivalenten Eigenschaften.

Lemma/Definition 2.1. Ist H eine Untergruppe einer Gruppe G, so sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Esgilt gH = Hg fiir alle g € G.
(i) Esgilt g-'Hg= H fiir alle g € G.
(iii) Es gilt g~'hg € H fiir alle g € G,h € H.
Sind diese Aussagen erfillt, so heifft H eine normale Untergruppe von G (oder ein
Normalteiler von G). Man schreibt H QG.
Beweis: Es ist einzig die Implikation (iii) = (i) zu begriinden; die anderen sind klar. Seien
h € H und g € G gegeben; dann gilt gh = (¢7')"'hg~'g € Hg und hg = g(g~'hg) € gH .
[
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Beispiele 2.2. (1) Die triviale Untergruppe {e} und G selbst sind normale Untergruppen
von G. Sind dies die einzigen normalen Untergruppen von G # {e}, so heift G einfach.

(2) Ist G kommutativ, so ist jede Untergruppe von G normal.

(3) Sei k ein Korper. Die Untergruppe SL, (k) von GL,(k) ist normal. Die Untergruppe
T aller Diagonalmatrizen in GLy(k) ist fir n > 1 nicht normal.

2.3. Sei G eine Gruppe. Ist N eine normale Untergruppe von G, so sind die Linksneben-
klassen von N in G dasselbe wie die Rechtsnebenklassen von N in G; man spricht deshalb
kurz von den Nebenklassen von N in G.

Der Durchschnitt eine Familie von normalen Untergruppen von G ist wieder normal
in G.Ist M eine nichtleere Teilmenge von G, so definiert man die normale Hiille NC (M)
von M in G als den Durchschnitt aller normalen Untergruppen von G, die M enthalten.
Dies ist die kleinste normale Untergruppe von G, die M enthélt, und es gilt

NC(M) = (g7'Mg|g€G).

Gilt g~'Mg = M fiir alle g € G, so ist NC(M) = (M); insbesondere ist (M) in diesem
Fall eine normale Untergruppe von G.

2.4. Seien G und G’ zwei Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — G’ heift Homomorphismus,
falls

w(gh) = ¢(g)p(h)

fiir alle g,h € G gilt. Die Menge aller Homomorphismen, bezeichnet mit Hom(G, G’), von
G nach G’ ist nicht leer, da sie den trivialen Homomorphismus O : G — G, g — eq
enthélt. Fiir jeden Homomorphismus ¢ : G — G’ gilt ¢(eq) = plegea) = pleq) plea),
also p(eg) = eqr wegen 1.7. AuRerdem folgt fiir alle g € G, daB e = ¢(eg) = p(g-g~1) =
0(g) - (g™1), also ¢(g)~! = (g7!). Damit sieht man unmittelbar, daR das Bild von ¢,
also

imp := {p(g) | g€ G},

eine Untergruppe von G’ ist und daf der Kern von ¢, definiert als

kero = {g€G | p(g) =eq },

eine Untergruppe von G ist. Ist h ein beliebiges Element in G und g € ker ¢, so hat
man @(h~lgh) = p(h)"to(g)p(h) = ¢(h)tecrp(h) = eqr, also ist ker ¢ sogar normale
Untergruppe von G. Wir fassen zusammen:

Satz 2.5. Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus von Gruppen.
(a) Es gilt o(g™) = p(g9)™ fir alle ganzen Zahlen n und alle g € G ; insbesondere hat
man p(eq) = eqr und (g)~" = p(g™").

(b) Das Bild im ¢ ist eine Untergruppe von G', und ker ¢ ist eine normale Unter-
gruppe von G.
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2.6. Ein Homomorphismus G — G wird auch Endomorphismus von G genannt. Ein in-
jektiver Homomorphismus ¢ : G — G’ heifit auch Monomorphismus, und ¢ ist genau dann
injektiv, wenn ker p = {eg} die triviale Untergruppe ist. Ein surjektiver Homomorphismus
1 G — G’ heilt auch Epimorphismus; diese Eigenschaft ist dquivalent zu im ¢ = G’. Ein
bijektiver Homomorphismus wird Isomorphismus genannt. Ein Isomorphismus ¢ : G — G
von einer Gruppe G auf sich heiftt Automorphismus.

Sind ¢ : G — G', ¥ : G — G"” Homomorphismen von Gruppen, so ist auch die
Komposition ¢ o ¢ : G — G” ein Homomorphismus. Ist ¢ ein Isomorphismus, so ist die
Umkehrabbildung ¢! : G’ — G von ¢ ein Homomorphismus [sogar ein Isomorphismus|.
Denn zu gegebenen Elementen z,y € G’ existieren eindeutig bestimmte a,b € G mit

(a) =z und ¢(b) = y. Dann gilt @(ab) = zy, also ™ (zy) = ab= o (z)p " (y).

Ist G eine Gruppe, so ist die Menge Aut(G) der Automorphismen von G, versehen mit
der Komposition von Abbildungen als Verkniipfung, eine Gruppe. Das neutrale Element ist
durch die identische Abbildung Idg : G — G gegeben.

Fiir g € G definiert man die Abbildung i, : G — G,z — grg~'. Es ist ig(zy) =
(9297 (gyg™") = ig(®)ig(y), und iy-1 0 iy = Idg, also iy € Aut(G). Die Abbildung i,
heifit Konjugation mit g. Elemente z,y € G heifien konjugiert, wenn es g € G mit y = i4(x)
gibt.

Die Zuordnung g — 144 definiert einen Homomorphismus Int : G — Aut(G), da
igigs(T) = g1022g5 197" = gy (igy(2)) gilt. Der Kern von Int heift Zentrum von G und
wird mit Z(G) bezeichnet. Offensichtlich gilt

Z(G)={g € G| gh=hg firalle he G }.

Ist ¢ ein beliebiger Automorphismus von G, so gilt ¢ oy o P iy fiir alle g € G.
Daher ist das Bild Int(G) von Int eine normale Untergruppe von Aut(G). Die Elemente von
Int(G) heifen innere Automorphismen von G. Ein Element ¢ € Aut(G) mit ¢ ¢ Int(G)
heift dguferer Automorphismus von G.

Beispiele: (1) Sei G = (g) eine zyklische Gruppe. Fiir alle m € Z ist die Abbildung
©m : G — G mit o, (h) =A™ fiir alle h € G eine Endomorphismus von G, da G kommu-
tativ ist. Ein beliebiger Endomorphismus ¢ von G ist eindeutig durch ¢(g) bestimmt, da
w(g") = ¢(g)" fiir jedes r € Z gilt. Es gibt ein m € Z mit p(g) = g™; dann folgt ¢ = ¢, .

Die Automorphismen von G sind genau die Endomorphismen ¢ von G, fiir die ¢(g) ein
erzeugendes Element von G ist, also genau die ¢y, mit G = (g™). Wegen ¢, 00m/ = @mm
ist die Gruppe Aut(G) kommutativ.

Hat G unendliche Ordnung, so besteht Aut(G) aus der Identitidt und dem Automor-
phismus mit A+ A~ fiir alle h € G; also ist Aut(G) zyklisch von der Ordnung 2.

Hat G die endliche Ordnung n, also ord(g) = n, so gilt ord(¢™) = n nach Satz 1.12.c
genau dann, wenn (m,n) = 1. Also besteht Aut(G) aus den Elementen ¢, mit 1 <m <n
und (n,m) =1.

(2) Sei k ein Korper. Im k—Vektorraum k™ sei ey,...,e, die Standardbasis. Fir jede
Permutation o € S, sei (o) : k" — k™ die lineare Abbildung mit 7(c)(e;) = eq(; fiir
alle . Dann ist 7 : S, — GL(k™) ein injektiver Homomorphismus.
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§ 3 Die symmetrische Gruppe

Die Kenntnis der symmetrischen Gruppe Sy; einer nichtleeren Menge M , insbesondere der
symmetrischen Gruppe vom Grade n, spielt auch historisch gesehen eine wichtige Rolle in
der Theorie der Gruppen; es gilt:

Satz 3.1. Jede Gruppe G ist zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sg
von G isomorph.

Beweis: Man ordne jedem Element g € G die Permutation m; : G — G, h — gh, zu.
Dadurch wird ein Homomorphismus G — Sg definiert, denn 7y o wy(h) = my(g'h) =
g9(g'h) = (99')h = mgg (h) fiir alle h,g,¢" € G impliziert, daR 74 o Ty = w4y gilt. Dieser
Homomorphismus ist injektiv; denn ist my = Idg, so folgt g = geg = m4(eq) = eq. |

Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = n, so ist deshalb G zu einer Untergruppe
der S,, isomorph.

3.2. Ist m € Sy eine Permutation der Menge M, so ist der Trdger von 7 definiert als
supp(m) := {m € M | m(m) # m}. Haben o,7 € Sy disjunkte Tréger, so gilt o7 = 70.
Ein Element 7 € Sy heift Zyklus der Linge k, wenn [supp(w)| = k und wenn man
supp(m) = {ma,...,my} so numerieren kann, daff 7(m;) = m;yq fiir i =1,...k—1, sowie
w(mg) = my gilt. Dieser Zyklus wird auch mit (mj; ms ... my) bezeichnet. Ein Zyklus der
Lénge 2 heifst Transposition.

Ist m € Sp, ™ # Id, eine Permutation der Menge M = {1,...,n}, so kann man = als
Produkt von Zyklen mit disjunkten Trégern schreiben, die alle Teilmengen von supp(rw)
sind. Hierzu betrachte man die zyklische Gruppe (7). Man nennt zwei Elemente m,m’
dquivalent unter (r), falls 77(m) = m/ fiir irgendein j. Dies definiert eine Aquivalenz-
relation auf M. Sind K,..., K, die zugehdrigen Aquivalenzklassen, so ist M disjunkte
Vereinigung der K;,i = 1,...,s. Man definiere Permutationen o; € S,, falls |K;| > 2,
durch die Vorschrift o;(z) = 2 fiir x ¢ K; und o4(z) = 7w(z) fir z € K;. Ist a Ele-
ment einer Aquivalenzklasse K, und ist r die kleinste positive Zahl, fiir die 7"(a) = a
gilt, so ist K = {a,7(a),...,7 " 1(a)}. Setzt man a; := 7/(a) fiir j = 1,...,r, dann ist
K ={ai,...,a,}; es gilt w(a;) = aj4 fir j <r und 7(a,) = a1, also stimmt 7 auf der
Aquivalenzklasse K mit dem Zyklus (aj ...a,) iiberein. Es folgt, daf die Permutationen
o; Zyklen der Lange |K;| sind und daf = das Produkt aller o; mit |K;| > 2 ist.

Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf die Reihenfolge. Ist @ = 7 ... 7, eine andere Zer-
legung als Produkt von Zyklen mit disjunkten Trégern, so wirkt = auf supp(7;) wie 75,
also ist supp(7;) eine der Aquivalenzklassen K; mit |K;| > 2. Es folgt, dak o; und 7; auf
supp(7;) = K; = supp(o;) tiberstimmen, also gleich sind. Zusammengefait ergibt sich die
folgende erste Aussage:

Satz 3.3. (a) Jede Permutation ™ € Sy, m # Id, kann als Produkt von Zyklen mit
disjunkten Trigern geschrieben werden; diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge
der Faktoren eindeutiq.
(b) Ist (mq...my) ein Zyklus der Linge k und ist m ein beliebiges Element in S,
so gilt

m(my...mp)r = (x(mq) ... 7 (my)).

(¢) Die symmetrische Gruppe wird von den Transpositionen erzeugt.
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(d) Die Teilmengen
A={(12),(13),...,(1n)}

und
B = {(12)7(23)7(34)7“~ 7(”7 ln)}
bilden jeweils ein Erzeugendensystem von Sy, .
Beweis. (b) Bezeichne den Zyklus in (b) mit o . Die Behauptung gilt, da (ror 1) (7(m;)) =
no(mi) = m(mir1),i=1,...,k— 1, und (mor =) (nr(mg)) = 7(my) ist.
(¢) Jeder Zyklus kann als Produkt von Transpositionen geschrieben werden, (mq...my) =
(m1ma)(mams)...(mg—1my). Also gilt dies auch fiir jede Permutation 7 € S,,, d.h., die
Transpositionen erzeugen S, .
(d) Wegen (c) geniigt es zu zeigen, daf jede Transposition sich als Produkt von solchen
in A bzw. in B schreiben la£t.
Sind 1,5 # 1, so gilt (ij) = (14)(15)(14), und man hat (j1) = (1j5). Also folgt die
Behauptung fiir A.
Eine Transposition (j k) mit k > j+ 1 1aRt sich als

GR)=0Ji+D0+1E)(GI+1)

zerlegen. Induktion iiber k — j zeigt dann, daf (j k) ein Produkt von Elementen in B ist.
]

3.4. Das Signum einer Permutation © € S, ist definiert als sgn(m) := (—1)*, wobei w
die Anzahl der Paare (4,7) mit 4,5 € {1,...,n},i < j und w(i) > n(j) bezeichnet. Man

sieht leicht, daf
(i) —7(
sen(m) = [ [ (@) ~mld),
-~ 1=
1<g
Ist sgn(w) = 1, also w gerade, so heift die Permutation 7 gerade, im anderen Fall heift 7
ungerade. Die Abbildung sgn : S, — {£1} ist ein Homomorphismus, d.h.: Fiir 7, 7' € S,
gilt
sgn(r) sgn(n’) = sgn(nn').
Dies folgt aus

sgn(rr') = H ' (i) — 77’ (4) _ H an' (i) — w7’ (§) H 7' (i) — 7' (j)

— TETE, —
R R OB €) R A

und

san(r) = H ' (i) — 7' (5)

L ==G)

da 7' die Indizes permutiert und (7 (i) — 7(5))(i — 7)~' = (7 (j) — 7(i))(5 — )" gilt.

Fiir alle o, 7 € S, folgt nun sgn(rom ') = sgn(7)sgn(o)sgn(r) ™! = sgn(o). Also haben
konjugierte Elemente in S,, dasselbe Signum. Jede Transposition ist zu (12) konjugiert, also
ist sie ungerade. Fiir einen Zyklus o = (my...mg) = (mi1ma)...(mg_1my) der Linge k
gilt deshalb sgn(o) = (—1)*+!.
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Der Kern des Homomorphismus sgn : S, — {£1} ist eine normale Untergruppe; sie
besteht aus den geraden Permutationen. Diese Gruppe wird die alternierende Gruppe ge-
nannt und mit A, bezeichnet. Die Ordnung von A, ist (%)n' Die Zyklen der Linge 3
erzeugen A,,n > 3, denn: Jedes m € A, kann als Produkt einer geraden Anzahl von
Transpositionen geschrieben werden. Also reicht es, ein Produkt (ab)(cd) zweier Transpo-
sitionen als Produkt von 3-Zyklen zu schreiben. Gilt dabei {a,b} N {c,d} =0, so hat man
(ab)(cd) = (acb)(acd). In den anderen Fillen beniitzt man (ab) = (ba) und (ab)? =1
und (ab)(ac) = (ach) falls b # c.

§ 4 Faktorgruppen und Isomorphiesitze

4.1. Sei G eine Gruppe, und sei N <G eine normale Untergruppe. Definiert man fiir zwei
Teilmengen X,Y von G die Teilmenge XY := {ay | z € X,y € Y}, so erhélt man fiir das
Produkt zweier Nebenklassen von N in G

(aN)(bN) = a(Nb)N = a(bN)N = abN.

Dies ist also wieder eine Nebenklasse von N in G. Versiecht man die Menge {gN | g € G}
aller Nebenklassen von N in G mit dieser Verkniipfung, so bildet sie eine Gruppe G/N,
genannt Faktorgruppe von N in G. Das neutrale Element von G/N ist die Nebenklasse
ecN = N, und das Inverse der Nebenklasse aN ist die Nebenklasse a~'N. Die Assoziati-
vitit der so definierten Verkniipfung ist klar. Man nennt die Abbildung 7 : G — G/N mit
m(a) = aN fir alle a € G die natirliche Projektion von G auf G/N. Wegen (aN)(bN) =
(ab)N ist 7 ein Homomorphismus, der offensichtlich surjektiv ist. Es gilt

kerm = N, (1)

da m(g) = eq/n, also gN = N zu g € N &quivalent ist.

Bemerkung: Ist N <G normale Untergruppe einer Gruppe G, so sind die Zuordnungen
H +—— H/N und H' + 7~ Y(H') zueinander inverse, inklusionserhaltende Bijektionen
zwischen der Menge Ui[N] der Untergruppen H von G, die N enthalten, und der Menge
Ugn der Untergruppen von G/N . Dabei gehen jeweils normale Untergruppen in normale
Untergruppen iiber.

Die Faktorgruppen haben die folgende universelle Eigenschaft:

Satz 4.2. Seien ¢ : G — G’ ein Homomorphismus von Gruppen, N ein Normalteiler
von G und 7 : G — G/N die natiirliche Projektion. Ist N < ker ¢, so gibt es genau
einen Homomorphismus ¢ : G/N — G' mit o = .

Beweis: Ist a € N, so gilt p(a) = e, also ¢(ga) = p(g)p(a) = ¢(g) fir alle g € G.
Daher ist durch @(gN) = ¢(g) eine Abbildung ¢ : G/N — G’ wohldefiniert. Sie erfiillt
offensichtlich gor . Wegen $(gN-hN) = 3(ghN) = w(gh) = p(g)¢(h) = P(gN)@(hN)
ist @ ein Homomorphismus. Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus der Surjektivitdt von 7. m

Korollar 4.3. Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus von Gruppen. Dann gibt es
einen Isomorphismus von Gruppen @ : G/ker o — ime mit @(g ker ) = ¢(g) fir
alle g € G.
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Beweis: Weil ker ¢ eine normale Untergruppe von G ist, gibt es nach Satz 4.2 einen Homo-
morphismus ¢ : G/ker ¢ — G’ mit @(g ker p) = (g) fiir alle g € G. Das Bild von ¢ ist
offensichtlich gerade im ¢. Den Kern von @ bilden alle gker ¢ mit e = @(g ker ¢) = ¢(g),
also mit g € ker . Also besteht ker ¢ nur aus dem neutralen Element, und @ ist injektiv.

|

Beispiel: Sei G = (g) eine zyklische Gruppe. Dann ist die Zuordnung r — ¢" ein surjekti-
ver Homomorphismus p : Z — G. Ist ker p = {0}, so ist G zur zyklischen Gruppe Z = (1)
isomorph. Ist H := kerp # {0}, so gibt es eine kleinste positive Zahl n € Z, die in H
liegt. Ist m € H, so existieren ¢,r € Z, 0 <r <n, mit m =qgn+r. Da m,n € H gilt, ist
auch r € H. Aus der Minimalitét von n folgt r =0, d.h. m = gn € nZ, und ker p = nZ.
Damit ist in diesem Fall G isomorph zur Gruppe Z/nZ der Restklassen modulo n mit
einer eindeutig bestimmten positiven ganzen Zahl n.

Satz 4.4. (Erster Isomorphiesatz) Ist H eine Untergruppe einer Gruppe G und
ist N eine normale Untergruppe von G, so sind NH eine Untergruppe von G und
N N H eine normale Untergruppe von H ; die Zuordnung h(N N H) — hN st ein
Isomorphismus
H/(NNH) = NH/N.
Beweis: Da N normal in G ist, gilt fiir n;,ny € N und hy,hg € H
nihy (7L2h2)_1 = nlhlhglngl = n1(hlhgln;thhfl)hlhgl € NH.

Also ist NH Untergruppe von G, und N ist normal in NH. Die Zuordnung h +— hN ist
ein Epimorphismus von H nach NH/N; dessen Kern ist NN H, und die Behauptung folgt
mit Korollar 4.3. ]

Bemerkung: Man nennt NH im Satz das Produkt der Untergruppen N und H . Sind
sowohl IV als auch H normal in G, so ist auch das Produkt NH normal in G.

Satz 4.5. (Zweiter Isomorphiesatz) Sind M und N normale Untergruppen einer
Gruppe G, und ist N < M, dann ist M/N eine normale Untergruppe von G/N und

(G/N) / (M/N) = G/M.

Beweis: Die Zuordnung gN +— gM ist ein Homomorphismus ¢ : G/N — G/M . Dieser ist
offenbar surjektiv und hat als Kern M /N . Korollar 4.3 sichert die Behauptung. |

4.6. Gegeben seien Homomorphismen ¢ : G’ — G und ¢ : G — G” von Gruppen
G,G',G". Die Folge
¢ 6L
heift ezakt (bei G), falls im ¢ = ker ¢ gilt.
Die Injektivitét eines Gruppenhomomorphismus « : G — H kann deshalb auch durch

die Bedingung, dafs die Folge

{eg} — G2 H
bei G exakt ist, ausgedriickt werden. Analog ist ein Homomorphismus 8 : G — H surjektiv,
falls die Folge

G219 ey
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(Op der triviale Homomorphismus) exakt bei H ist.
Allgemeiner sagt man, dafR Homomorphismen ¢ : G — G und ¢ : G — G” von
Gruppen G,G’,G" eine kurze exakte Folge

1— G 5656 —1

bilden, falls im ¢ = ker ¢ gilt, falls ¢ injektiv ist und v surjektiv. Ist zum Beispiel N eine
normale Untergruppe in einer Gruppe G, so erhalten wir eine kurze exakte Folge

1—N-%G-5G/N—1,

wobei ¢ die Inklusion bezeichnet und 7 die natiirliche Projektion ist.
In additiver Schreibweise wird eine kurze exakte Folge von Gruppenhomomorphismen
durch

0—G@ —G—G" —0

notiert.

§ 5 Direkte und semidirekte Produkte, Gruppenerweiterungen

Mit Hilfe der direkten und semidirekten Produkte kann man aus gegebenen Gruppen neue
Gruppen konstruieren. Der Begriff der Gruppenerweiterung gibt den formalen Rahmen fiir
diese und andere Methoden. Er ist ein wichtiges Hilfsmittel, um den inneren Aufbau einer
Gruppe (aus seinen Unter- und Faktorgruppen) zu verstehen.

5.1. Fiir eine gegebene Familie (G))xea von Gruppen ist das (duRere) direkte Produkt

11 &

AEA

diejenige Gruppe, deren zugrundeliegende Menge das mengentheoretische Produkt der Men-
gen G ist, und deren Verkniipfung durch die komponentenweise Multiplikation gegeben
ist, d.h.

(93)aen - (Ma)ren = (gaha)ren

Das neutrale Element im direkten Produkt ist (eq,)aea, und das inverse Element zu
(ga)ren st (g;l) AcA - Man verifiziert unmittelbar die Giiltigkeit der eine Gruppe defi-
nierenden Bedingungen.

In vielen Féllen wird die Indexmenge A endlich sein. Gilt etwa A = {1,...,n}, so
schreibt man auch [[ycp Gy = G1 xG2x---X Gy, Sind die Gruppen G; additiv geschrieben,
so notiert man das direkte Produkt als direkte Summe G1 & Go @ --- & G, .

Sei A eine endliche Indexmenge. Fiir jedes A € A erhélt man einen injektiven Homo-
morphismus

invG= [ G o (L Lgn1. ),
BEA

der g, dasjenige Element zuordnet, dessen A—Komponente gy ist und dessen andere Kom-
ponenten 1 sind.
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Das Bild j5(G)) von Gy unter jy ist eine normale Untergruppe von [] G, ; man hat
offenbar j\(Gy) +— Gy . Das Erzeugnis (Uxea 32 (Gr)) = TTxen G ist das direkte Produkt.
Weiterhin gilt

G N( 5uG) = {e}

2
HEA

fir alle A € A.

5.2. Ist umgekehrt in einer Gruppe H eine endliche Familie (H))xep normaler Untergrup-
pen H) gegeben, die den Bedingungen

H=(JH) wd Hn{J H) = {
AEA nA

gentigen, so heilt H das (innere) direkte Produkt der Gruppen Hy. Da die Gruppen Hy, H,
normal sind, gilt fiir Elemente h, € H,,hy € Hy mit A # p, dab huh/\hljlhgl =
hu(hahthy ") = (huhabhp ' € Hy 0 Hy = {e}, dh. hyhy = hyh,. Es gibt daher
einen Homomorphismus 1 : [[ycy Hx — H von dem #uferen direkten Produkt []ycp Ha
nach H, der einer Familie (hy)xea das Produkt der hy (in beliebiger Reihenfolge) zuord-
net. Weil H von den H) erzeugt wird, ist v surjektiv. Eine Familie (h))xea im Kern
von ¢ erfiillt Ay =[],y h;l € HyxN (U, zn Hy) = {e} fiir alle A, ist also das neutrale
Element in [],cx Hx. Daher ist ¢ auch injektiv, also ein Isomorphismus.

Umgekehrt stimmt in 5.1 fiir endliches A das dufiere direkte Produkt ]y, Ga mit
dem inneren Produkt der Familie (j(Gx))aea tiberein. In der Regel werden deshalb diese
Begriffe nicht mehr unterschieden, und man identifiziert jedes G mit jx(G)).

Das folgende Kriterium erlaubt es, eine Gruppe G als direktes Produkt einer Familie nor-
maler Untergruppen zu erkennen.

Satz 5.3. Eine Gruppe G ist genau dann direktes Produkt einer endlichen Familie
(Ga)aea von normalen Untergruppen Gy, wenn die beiden folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(1) Jedes g € G hat eine eindeutige Darstellung g = gy, ... gy, als Produkt von
Elementen gx, € Gy, (1 =1,...,n) mit N\; # \j fir i #j.

(2) Fir hy € Gy, hy € Gy, mit p# X gilt hyh, = huhy.

Beweis: Ist G das (innere) Produkt der G, so haben wir, wie oben geschen, einen Iso-
morphismus 9 : [Tycp Ga — G, der einer Familie (gx)aea das Produkt der gy zuordnet.
Weil (1) und (2) offensichtlich in [],c5 G gelten, folgen sie auch fiir G

Umgekehrt sichert die Bedingung der Eindeutigkeit der Darstellung eines Elementes als
9= gxn - Gr,»> dal GA N (U0 G) = {e} ist. L

5.4. Sind N und H Gruppen, so ist eine Gruppenerweiterung von N durch H eine kurze
exakte Folge von Gruppen nebst Homomorphismen

1 NG~ H—1
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d.h., 7 ist injektiver Homomorphismus, 7 ist surjektiv, und es gilt im ¢ = ker 7. Also kénnen
wir NV mit der normalen Untergruppe im¢ von G identifizieren; dann gilt G/N = H. Es ist
im allgemeinen nicht einfach, alle Erweiterungen (bis auf Isomorphie) zu bestimmen. Man
kann als G immer das direkte Produkt G = N x H mit i(n) = (n,em) und 7w(g,h) = h
nehmen, aber es gibt meistens noch andere Moglichkeiten.

5.5. Eine Verallgemeinerung des direkten Produktes zweier Gruppen ist die Konstruktion
des semidirekten Produktes.

Sei N < G normale Untergruppe einer Gruppe G, und sei H eine Untergruppe von G,
sodak G=NH und HNN = {eg} gelten. Dann heift G das semidirekte Produkt von N
und H , geschrieben G = N x H . Jedes Element ¢ in G kann eindeutig in der Form g = nh
mit n € N, h € H geschrieben werden, d.h., die Abbildung N x H — G, (n,h) — nh
ist bijektiv. Es gilt namlich fiir alle ny,n9 € N, hy,ho € H: Die Gleichheit ny hy = ng hy
impliziert n;lm = thfl =e,da HNN = {e}, also hy = hy und ny = ny. Bei gegebenem
h € H definiert die Zuordnung n +— hnh™! einen Automorphismus v, : N — N von N,
und die Abbildung v : H — Aut (N), h — 3, ist ein Homomorphismus, da vypp(n) =
hh'nkh " h=l = V(v (n)) fiir alle n € N gilt. Die Identitdt nihq nohg = ny -y, (n2) - hihg
zeigt, daf G durch N, H und den Homomorphismus « bestimmt ist. Die Gruppe G stimmt
genau dann mit dem direkten Produkt N x H iiberein, wenn v, = Id fiir alle h € H gilt.

Sind umgekehrt zwei Gruppen N und H sowie ein Homomorphismus 7 : H — Aut(N),
h +— ~p, gegeben, so ist die Menge aller Paare (n,h) mit n € N und h € H, versehen mit
der Verkniipfung
(n1,h1) (n2, he) == (n1 - v, (n2), h1h2),
eine Gruppe G; deren neutrales Element ist (en,ep), und das inverse Element zu (n, h)
ist ('y,:l(nfl),hfl). Wegen 7, = Idy und y,(en) = ey fiir alle h € H gilt stets

(n1,en) (2, eg) = (ning, em) und (en,h1) (en,h2) = (en, hihs).

Daher sind N* := {(n,ey) | n € N} und H* := {(en,h) | h € H} Untergruppen
in G mit offensichtlichen Isomorphismen N* = N und H* = N. Genauer ist N* eine
normale Untergruppe in G als Kern von 7 : G — H mit (n,h) — h. Es ist klar, daf
N*N H* = {eg}, und es gilt G = N*H*, da stets (n,h) = (n,en) (en,h). Deshalb ist
G das semidirekte Produkt von N* und H*. Es erweist sich als sinnvoll, nicht zwischen

N und N* bzw. H und H* zu unterscheiden; man spricht von dem semidirekten Produkt
G=Nx H von N und H.

Ein semidirektes Produkt G = N x H gibt Anlaf zu einer kurzen exakten Folge von
Gruppen nebst Homomorphismen

1—N-“G=NxH " H 1

wobei i : N — G durch n — (n,ep) definiert ist. Der Homomorphismus j : H — G erfiillt
moj= Idy. Dies fiihrt nun zu einer anderen Charakterisierung semidirekter Produkte.

Sind N und H Gruppen, und ist G eine Gruppenerweiterung von N durch H,
1—N-5G¢ 5 H-—1,

so sagt man, dafs diese spaltet, falls ein Homomorphismus s : H — G mit mos = Idy
existiert; man nennt dann s einen Schnitt von .
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Satz 5.6. Ist 1 - N —— G - H — 1 eine Gruppenerweiterung von, N durch H , die mit
einem Schnitt s : H — G spaltet, so ist G zu dem semidirekten Produkt N x H isomorph,
definiert durch den Homomorphismus v : H — Aut(N), h +— vy, wobei v, : N — N durch
die Zuordnung i(yy(n)) = s(h)i(n)s(h)~! gegeben ist.

Beweis: Die Zuordnung (n,h) — i(n)s(h) ist ein Homomorphismus p: N x H — G. Ist
(n,h) € kerp, d.h. i(n)s(h) = eq, so gilt ey = w(eq) = em - w(s(h)) = h, da imi = ker 7
und 7o s =1Idgy. Also folgt i(n) = eq, somit n = ey, und p ist injektiv.

Der Homomorphismus p ist surjektiv, denn ist g € G, so liegt das Element d := g -
s(m(g))~! in kerm = im1, da w(d) = n(g)n(g)"! = ey ist. Also existiert ein n € N mit
i(n) = d. Es folgt p(n,7(g)) =i(n) - s(n(g)) = ds(n(g)) = g. L]

Beispiele 5.7. (1) Ist N eine abelsche Gruppe, so ist die wverallgemeinerte Dieder-
gruppe zu N definiert als Dy := {(n,h) | n € N,h = £1} versehen mit der Verkniip-
fung (n, hp)(m, hy) = (nm” hyh,,). Das Einselement in Dy ist (ey,1), und das in-
verse Element zu (n,h) ist (n~", k). Identifiziert man N mit dem Bild der Zuordnung
n+— (n,1), N — Dy, soist N eine normale Untergruppe von Dy ; man hat [Dy : N] = 2.
Setzt man H = ({£1},-), so ist Dy das semidirekte Produkt N x H, definiert durch
v H — Aut(N), yu(m) = m" fir m € N.

Ist N = Z/kZ die Gruppe der Restklassen modulo k, so ist Dy = Dzuz die Die-
dergruppe, bezeichnet Doy, von der Ordnung 2k. Eine Gruppe G ist genau dann zu Dy
isomorph, wenn G von Elementen n, h € G mit ord(n) = k, ord(h) = 2 und h~lnh = n~1
erzeugt werden kann.

(2) Fiir die symmetrische Gruppe S, wird durch die Signum-Abbildung die kurze exakte
Folge

1= A, — S, B {41} =7/2Z — 1
definiert. Ist 7 € S,, eine Transposition, so ist durch s(1) = Id,s(—1) = 7 ein Schnitt zu
sgn gegeben d.h., S, = A, x Z/2Z. Diese Darstellung als semidirektes Produkt ist nicht
direkt.
(3) Im Falle der allgemeinen linearen Gruppe GL, (k) iber einem Korper k liefert die
Determinantenabbildung die kurze exakte Folge

det

1 — SLy(k) — GLn(k) 25 k* = £\ {0} — 1.

Durch a + diag(l,...,1,a),a € k*, wird ein Schnitt s : k* — GL, (k) zu det definiert.
(4) Sei G = {g) zyklisch von der Ordnung 4. Setze N = (g?); dann sind sowohl N und
G/N zyklisch von der Ordnung 2. Die offensichtliche exakte Folge 1 - N — G — G/N —
1 spaltet nicht, weil ein Schnitt das Element gN € G/N auf g oder g> abbilden miisste.
Das ist aber unmdglich, weil g und ¢ Ordnung 4 haben, aber gN Ordnung 2.

§ 6 Operationen von Gruppen auf Mengen

6.1. Eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X ist eine Abbildung G x X —
X, (g,x) — g -z mit folgenden Eigenschaften (fiir alle ¢1,92 € G,z € X):

(1) (g192) z =91 (92 ),
(2) ecx==z.
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Eine Menge X versehen mit einer Operation einer Gruppe G heifit auch G-Menge. Wir
schreiben oft g« an Stelle von g - x.

Fiir jedes g € G ist die Abbildung 74 : X — X,z +— g -, eine Bijektion, denn
(Tg-1 07g) () = g W g-2)=(¢7'g) -z =e-z =2z, also Tg-1 0Ty = Idx = 75 074-1. Dem
Produkt zweier Elemente aus G entspricht die Komposition der zugeordneten Abbildungen.
Deshalb ist die Zuordnung g + 74 ein Homomorphismus 7 : G — Sx von G in die
symmetrische Gruppe Sx von X. Umgekehrt definiert jeder Homomorphismus G' — Sx
eine Operation von G auf X.

Fir « € X heift die Menge Gz := {gz | g € G} die Bahn oder Aquivalenzklasse
von z unter der Operation von G. Die Bahnen bilden eine Partition von X, d.h. X ist die
disjunkte Vereinigung der Bahnen, denn: Ist m € Gax N Gy, also m = g1x = gay, so gilt
Gm = Ggrx = Gx und Gm = Ggox = Gy, also Gm = Gz = Gy. Ist X selbst eine Bahn,
so heifst die Operation von G auf X transitiv.

Die Operation von G auf X heifst ¢reu, falls der Homomorphismus 7 : G — Sx injektiv
ist.

Eine Abbildung « : X — Y zwischen G-Mengen X und Y heifst G—Morphismus, falls
alg-z) =g-az) fir alle z € X, g € G gilt.

Beispiele 6.2. (1) Eine Gruppe G operiert auf sich selbst (d.h., wir betrachten X = G)
durch Linkstranslation, definiert durch (g,z) — gz. Aus den Gruppenaxiomen folgt, daf
die Bedingungen in 6.1 gelten. Der zugehérige Homomorphismus G — S¢ heifst die links-
reguldre Permutationsdarstellung von G. Diese Operation ist treu. Deshalb ist G zu einer
Untergruppe einer symmetrischen Gruppe isomorph, vergleiche Satz 3.1. Analog definieren
die Rechtstranslationen, gegeben als (g,z) + zg~', die rechtsrequlire Permutationsdar-
stellung.

(2) Sei G eine Gruppe. Fiir g € G definiert man die Abbildung iy : G — G,z —
grgt. Es ist ig(vy) = (929 1) (gyg™") = ig(2)ig(y), und ig—1 0y = Idg, also iy €
Aut (G). Die Zuordnung g +— i, definiert einen Homomorphismus G — Aut (G), da
iggs(T) = 9199795 97" = gy (igy(2)) gilt. (Vergleiche auch 2.6.) Die Abbildung i, heifit
Konjugation mit g; die Bahnen dieser Operation von G auf sich heifen Konjugations-
Klassen oder Konjugiertenklassen; die Menge {gxg™' | g € G} ist die Konjugationsklasse
von .

Mit Hilfe der Konjugation erhalten wir auch eine Operation von G auf der Menge Ug

aller Untergruppen von G. Man definiert G x Ug — U durch (g, H) — ig(H) = gHg™ L.
Die Bahnen dieser Operation heifsen Konjugationsklassen von Untergruppen in G.
(3) Ist H Untergruppe einer Gruppe G, so operiert G auf der Menge der Nebenklassen
X :=G/H ={zH |z € G} durch (9,2H) — gzH . Diese Operation wird Linkstranslation
genannt und ist transitiv. Betrachtet man die zugehorige Permutationsdarstellung p: G —
Sx, so ist deren Kern gerade

K={geG|ggH=xHfirallez€G} = {g€G |z gz € H firalle z € G },

also K = (\,eq zHa™'. Insbesondere gilt K < H. Als Kern von p ist K normal in G.
Genauer ist K die grofste normale Untergruppe von G, die in H enthalten ist. Denn jeder
Normalteiler N von G mit N < H erfiillt 27 'Nz = N < H, also N < zHz~! fiir alle
z € G. Daraus folgt N < K. |
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6.3. Ist X eine G-Menge, so nennt man ein Element z € X einen Fizpunkt der Operation
von G, wenn g -z =z fiir alle g € G gilt. Wir bezeichnen die Menge der Fixpunkte mit

XC¢={zeX|g-z=uxfirale geG}.

Fiir jedes z € X ist G, := {9 € G | g+« = z} eine Untergruppe von G, genannt die
Isotropiegruppe von x € X . Die Fixpunkte sind also gerade die x € X mit G, = G. Fiir
beliebige 2 € X und g € G gilt Gy, = gGog~ 1. Alle Elemente in der Bahn Gz haben
deshalb zueinander konjugierte Isotropiegruppen.

Wenn G wie in Beispiel 6.2(2) auf sich selbst durch Konjugation operiert, so nennt man
die Isotropiegruppe G, von x € G den Zentralisator Cg(z) := {g € G | g = zg} von x
in G. Die Menge der Fixpunkte ist in diesem Fall das Zentrum Z(G) = {z € G | gz =
xg fiir alle g € G}, das in 2.6 definiert wurde.

Betrachtet man die Operation von G durch Konjugation auf der Menge Ug der Un-
tergruppen von G, so nennt man die Isotropiegruppe von H < G den Normalisator
Ng(H) := {g € G | gHg™! = H} von H in G. Die Fixpunkte dieser Operation sind
gerade die normalen Untergruppen von G.

Satz 6.4. Ist X eine G—-Menge, so gibt es fir jedes x € X einen G —Isomorphismus
p: G/Gy — G-z mit gGy — g -x. Die Machtigkeit der Bahn Gz ist gleich dem
Indez |G : Gg).
Beweis: Fiir alle g1,92 € G gilt g1 - ¢ = g2 -  genau dann, wenn g;lgl € G, also genau
dann, wenn ¢1G; = g2G,.. Deshalb ist p wohldefiniert und bijektiv. Wegen p(g1(g2Gz)) =
p(192G2) = (9192) - x = g1 - (g2 - ©) = g1 - p(92G2) ist p ein G-Isomorphismus. [

6.5. Ist (z;)icr ein Reprasentantensystem fiir die Bahnen von X unter der Operation der
Gruppe G, so gilt, da X disjunkte Vereinigung der Bahnen ist,

1X| =) [G:Gy,l. 1)

el

Jeder Fixpunkt @ € X© ist eine Bahn unter der Operation von G, muf also zum Repri-
sentantensystem gehéren. Daher folgt aus (1), daf

X = 1X+ ) [G:Ga) (2)

;¢ XGC

Analysiert man diese Identitét fiir das Beispiel, in dem G auf sich durch Konjugation
operiert, so erhélt man die sogenannte Klassengleichung:

Satz 6.6. Ist (v;)ic; ein Reprisentantensystem fiir die Konjugationsklassen von G,
so gilt
Gl = [2@G) + Y [G:Cola)).
€ Z(G)
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UBUNGEN

§ 1 Gruppen, Untergruppen und Nebenklassen

1.

7.

10.

11.

. SeiGdievong:(

Seien (G, ) eine Gruppe und a € G. Definiere eine Verkniipfung e auf G durch zey := zay
fiir alle z,y € G. Zeige, da (G, e) eine Gruppe ist.

. Seien A, B zwei Untergruppen einer Gruppe G. Zeige: Die Vereinigung AU B ist dann und

nur dann eine Untergruppe von G, wenn A C B oder B C A. Folgere, daf eine Gruppe G
niemals Vereinigung zweier echter Untergruppen sein kann.

. Sei G eine Gruppe, die von zwei Elementen g und h erzeugt wird. Es gebe positive ganze

Zahlen r und s mit ¢" = e und hg = gh®. Zeige, daf
G={g"n" |mneZ 0<m<r}.
Zeige: Ist s > 1, so hat h endliche Ordnung.

10 1
Ordnungen von g, h und gh. Zeige, dak |G| = 12.

0 1) und h = (} _U> erzeugte Untergruppe von GL2(R). Bestimme die

. Sei G eine Gruppe. Zeige fiir alle g, h € G, dak ord (gh) = ord (hg).

. Es bezeichne M>(S) den Ring aller 2 x 2-Matrizen mit Koeffizienten aus einem Ring S'. Sei

0(2) := {A € My(R) | A’!A = 1} die Gruppe der orthogonalen Matrizen. Zeige:
(a) Der Durchschnitt G := O(2) N M2(Z) ist eine Gruppe der Ordnung 8.

(b) G besitzt genau eine zyklische Untergruppe Gy der Ordnung 4.

(c) Fiir alle d € Go und s € G\ Gy gilt sd = d~'s.

Sei G eine Gruppe, und seien g, h Elemente in G mit ord(g) = m, ord(h) = n. Zeige: Sind
g und h vertauschbar und ist (m,n) =1, so gilt ord(gh) =m - n.

. Sel GLy(Z) := {A € M>(Z) | det(A) = £1} die Menge der invertierbaren 2 x 2-Matrizen

mit ganzzahligen Eingéngen.

(a) Zeige: Beziiglich der Matrizenmultiplikation als Verkniipfung ist GL2(Z) eine Unter-
gruppe der allgemeinen linearen Gruppe GLs(C).

(b) Welche komplexen Zahlen konnen als Eigenwerte einer Matrix A € GL2(C) auftreten,
die endliche Ordnung hat?

(¢) Zeige: Ein Element endlicher Ordnung in GLy(Z) hat die Ordnung 1, 2, 3, 4 oder 6.
[Bemerke, daf das charakteristische Polynom x4 von A ganze Koeffizienten hat.|

(d) Gib Elemente der Ordnung 1, 2, 3, 4 und 6 in GL2(Z) an.

. Seien H; und Hy Untergruppen einer Gruppe G. Fiir jedes ¢ € G nennt man HigHs :=

{h1ghs2 | h1 € Hy, he € Ho} die Doppelnebenklasse von g beziiglich Hy und Hs. Zeige fiir
beliebige g,¢’ € G, dak entweder HigHs = Hy1g'Ho> oder HigHo N H1g'Hy = (). Zeige fiir
endliche H1 und }127 daf& |H1gH2‘ = |H1| ‘H2|/|g_1H1gﬁ H2|

Sei G eine Gruppe, seien A, B Untergruppen von G. Zeige:

(a) Fir z,y € G ist Az N By entweder leer oder Rechtsnebenklasse von AN B.

(b) Esgilt [G: ANB]|<[G:A]-|G: B].

(¢) Sind A und B von endlichem Index in G, so daf [G : A] und [G : B] prim zueinander
sind, so hat man [G: ANB] =[G : A]-[G: B].

Ist Hy,..., Hj eine endliche Familie von Untergruppen einer Gruppe G von endlichem Index,
so ist der Durchschnitt ﬂf:l H; eine Untergruppe von endlichem Index.
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12

§2
13
14

15.
16.
17.

18.

19.

§3
20

21.

. (a) Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung m. Ist m = p- ¢ mit positiven ganzen Zahlen
p,q, so existiert genau eine Untergruppe U von G mit ord U =p und [G: U] =g.

(b) Sei H eine Gruppe ungleich {e}. Zeige, daf H genau dann zyklisch von Primzahlordnung
ist, wenn H und {e} die einzigen Untergruppen von H sind.

Normale Untergruppen und Homomorphismen

. Zeige: Eine Untergruppe vom Index 2 in einer Gruppe G ist ein Normalteiler.

. Sei H eine normale Untergruppe einer Gruppe G. Zeige: Ist H zyklisch, so ist jede Unter-
gruppe von H normal in G.

Zeige, daR jeder Gruppenhomomorphismus (Q,+) — (Z,+) die Nullabbildung ist.
Bestimme Bild und Kern des Homomorphismus z +— €2™* von (R, +) nach (C*,-).

Sei G = {e,a1,az,a3} eine nicht-zyklische Gruppe der Ordnung 4. Zeige, daf a? = e fiir
alle @ und dak a;a; = ay fiir jede Permutation ¢, j, k& von 1, 2, 3. Zeige, daf die Gruppe
Aut G aller Automorphismen von G zur symmetrischen Gruppe S3 isomorph ist. (Man nennt
G eine Kleinsche Vierergruppe. Alle Kleinsche Vierergruppen sind zu einander isomorph.)

Sei n € Z, n > 1. Zeige, dah die Abbildung, die jeder Matrix A € GL,(C) das Inverse (A*)~!
ihrer transponierten A? zuordnet, ein duferer Automorphismus von GL,(C) ist. (Kann man
hier C durch einen beliebigen Korper ersetzen?)

(a) Die orthogonale Gruppe O(2) besteht aus allen
_ [ cos(p)  —sin(p) _ [cos(p)  sin(p)
o= (Sin(tp) cos(¢p) und 5o 1= sin(p)  — cos(y)
mit ¢ € R. Zeige fiir alle ¢,9 € R, daf
Ty = Tty SpSyy = Tp—1p, STy = Sp—ps TSy = Sptap-

(b) Sei n € Z, n > 0. Setze a = ry/, und b = s9. Zeige, daR die von a und b erzeugte
Untergruppe von GLy(R) die Ordnung 2n hat. Man nennt diese Gruppe die Diedergruppe
der Ordnung 2n und bezeichnet sie mit Do, .

(c) Bezeichne die von a erzeugte Untergruppe mit C,,; diese Gruppe ist zyklisch von der
Ordnung n. Zeige fiir jede Untergruppe H von C), und jeden Automorphismus ¢ von Da,,,
dal p(H) = H, auer wenn n = 2.

(d) Zeige fiir jeden Teiler d > 0 von n, dal Dy eine Untergruppe von Da, ist. Ist Doy
normal in Dsg, 7

Die symmetrische Gruppe

. Finde in der symmetrischen Gruppe S; eine Untergruppe H , die eine Kleinsche Vierergruppe
(siehe Aufgabe 17) ist. Kann man H als normale Untergruppe von Sy wéhlen?

Die Kommutatoruntergruppe D(G) = [G, G] einer Gruppe G ist definiert als die von allen
Kommutatoren aba~'b~! mit a,b € G erzeugte Gruppe.

(a) Man bestimme die Kommutatoruntergruppe von Ss.
(b) Essei G die Untergruppe der Sy, die von den folgenden Permutationen erzeugt wird:

a=(1234), B=(24).
Zeige, daR die Beziehungen o* = Id = % und aff = fa® gelten, daR G aus den Elementen
pra™ mit0<m<3,0<n<1

besteht und daR |G| = 8. Ist G abelsch? Bestimme das Zentrum von G, und zeige, daf die
Kommutatoruntergruppe [G, G] von G mit dem Zentrum iibereinstimmt.
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22.

23.

Gruppen : Grundlagen

Seine€Z,n>2. Jedes m €5, ikt sich als Produkt m = 105...0, von disjunkten Zykeln
schreiben. Sei dann m; die Lange von o;. Man kann annehmen, daf my > mgo > -+ > m, > 2
und nennt dann (my,ma, ..., m,) den Zykeltyp von m. Zeige: Zwei Permutationen m, 7" € S,
sind genau dann konjugiert, wenn sie denselben Zykeltyp haben.

Sei ¢ ein Automorphismus einer symmetrischen Gruppe S,,. Zeige: Ist ¢(7) eine Transpo-
sition fiir jede Transposition 7 € Sy, so ist ¢ ein innerer Automorphismus. (Hinweis: Fiir
1 <4 < n betrachte die Transposition 7; = (i ¢ + 1). Zeige induktiv fiir alle k, 1 < k < n,
daf es ein o € S, gibt, so daf o p(r;) o~ = 7; fiir alle i < k gilt.)

§ 4 Faktorgruppen und Isomorphiesétze

24.

25.

26.

27.

28.

Eine Gruppe G besitze eine Untergruppe vom Index 2. Zeige: Die Elemente ungerader Ord-
nung von G erzeugen eine echte Untergruppe von G.

Gegeben seien ein Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ und ein surjektiver Gruppenho-
momorphismus 7 : G — H. Zeige: Ist kerm C kero, dann gibt es einen und nur einen
Homomorphismus 7: H — G’, so dak o = 7 o7 gilt (d.h. das Diagramm

G—~

| A

H

ist kommutativ). Ist o surjektiv, so ist auch 7 surjektiv. Gilt ker 7 = ker o, so ist 7 injektiv.

Es sei F ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen, F* seine multiplikative Gruppe. Auf der
Menge G = F* x F ist durch (s,u)-(t,v) := (st,sv+u) eine assoziative Verkniipfung erklért.
Zeige:

(a) Falls ¢ > 2, so bildet G versehen mit dieser Verkniipfung eine nicht abelsche Gruppe.
(b) Die Menge U = {(1,u) | v € F} ist eine normale Untergruppe von G, und es gilt
G/U = TF*.

(¢) Die einzige Untergruppe der Ordnung ¢ in G ist U.

Sei n > 0 eine ganze Zahl. Bestimme das Zentrum Z(Ds,) der Diedergruppe Ds, von
Aufgabe 19. Zeige: Ist n > 4 gerade, so gibt es einen Isomorphismus Dy, /Z(Ds,) = D,,.
Zeige, dak Int(Ds) = Dy und Aut(Ds) = Dg. (Hinweis: Betrachte Ds als Untergruppe

von Dsg.)

Die Kommutatoruntergruppe D(G) = [G, G] einer Gruppe G (siche Aufgabe 21) ist invariant
unter allen Automorphismen von G; insbesondere gilt also, daR [G, G] normale Untergruppe
von G ist. Zeige: Ist N eine normale Untergruppe von G, so ist die Faktorgruppe G/N
genau dann abelsch, falls [G,G] C N gilt.

§ 5 Direkte und semidirekte Produkte, Gruppenerweiterungen

29.

30.

31.

Gegeben seien positive ganze Zahlen nq,no,...,ng, die durch 3 teilbar sind. Bestimme fiir
die abelsche Gruppe G :=Z/mZ X Z/nsZ x -+ X L/nyZ

(a) die Anzahl der Elemente von G der Ordnung 3,

(b) die Anzahl der Untergruppen von G der Ordnung 3.

Sind Z; und Z5 endliche zyklische Gruppen mit teilerfremden Ordnungen, so ist auch Z; X Z
zyklisch.

Zeige, daf die in 5.7(1) definierte Diedergruppe zu der in Aufgabe 19 definierten Diedergruppe
isomorph ist.
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32

33.

§6

34

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

. Welche der folgenden kurzen exakten Folgen von Gruppen spalten?
(a) 1—2Z/10Z — Z/10Z — Z/27 — 1
(b) 1—2Z/122Z — ZJ12Z — /27 — 1

(Die Verkniipfung ist jeweils die Addition, die Abbildungen bilden jeweils Restklassen x4+ nZ
auf © +n'Z ab.)

Sei G die Menge aller Folgen (a1, a2, as,...) von ganzen Zahlen mit a, # 0 nur fiir endlich
viele n. Beziiglich der komponentenweisen Addition ist G eine Gruppe. Die Abbildung o :
G — Q mit (a1,az,...) — > oo % ist ein surjektiver Homomorphismus nach (Q,+). Mit
N :=kero ist also

1—N—GL-Q—1

eine kurze exakte Folge. Entscheide, ob sie spaltet.
Operationen von Gruppen auf Mengen

. Seien G eine Gruppe und X eine Menge mit einer Operation von G. Zeige, dak die Operation
von G auf X genau dann treu ist, wenn (), .y G, = {e} gilt.

Operiert eine endliche kommutative Gruppe G treu und transitiv auf einer Menge M, so
haben die Mengen G und M die gleiche Kardinalitét.

Sei F = {0,1} ein Korper aus zwei Elementen. Zeige, daf die Gruppe GLo(F') der inver-
tierbaren 2 x 2—Matrizen mit Koeffizienten aus dem Kérper F' isomorph zur symmetrischen
Gruppe S3 ist. (Hinweis: Betrachte die Wirkung auf den von 0 verschiedenen Vektoren des
F2)

Betrachte die Diedergruppe G = Dy, wie in Aufgabe 19. Bestimme fiir alle ¢ € G den Zen-

tralisator C(g) von g in G. Zeige, dak G fiir gerades n genau (n+6)/2 Konjugationsklassen
enthalt, fiir ungerades n genau (n + 3)/2 Konjugationsklassen.

Sei C' eine Konjugationsklasse in einer Gruppe G'. Zeige fiir jeden Automorphismus ¢ von G,
dak ¢(C) eine Konjugationsklasse von G ist; gilt p(C) # C, so ist ¢ ein dulerer Automor-
phismus von G.

Sei n € Z,n > 2. Fiir alle ganzen Zahlen k£ mit 1 < k < n/2 sei Cj die Menge aller
Permutationen in S,,, die als Produkt von & disjunkten Transpositionen geschrieben werden
konnen.

(a) Zeige, dak jedes Cj eine Konjugationsklasse in S, ist und daff |J,~, Ci die Menge aller
Elemente der Ordnung 2 in S, ist. a

(b) Bestimme alle |Cy| und zeige fiir k > 1, daf |C| # |C4], auker wenn n =6 und k = 3.
(c) Zeige fir n # 6, daf alle Automorphismen von S,, inner sind. (Hinweis: Aufgabe 23)
Zeige, daf [Aut(Se) : Int(Se)] < 2.

(a) Seien G eine Gruppe und Z(G) das Zentrum von G. Zeige: Ist die Faktorgruppe G/Z(G)
zyklisch, so ist G abelsch.

(b) Ist H eine nicht—abelsche Gruppe, so kann die Gruppe Int(H) der inneren Automor-
phismen von H nicht zyklisch sein.

Zeige: Der Index des Zentrums Z(G) einer endlichen Gruppe G ist niemals eine Primzahl.

Eine Gruppe der Ordnung 55 operiere auf einer Menge M von 39 Elementen. Zeige, dafs die
Operation einen Fixpunkt besitzt.
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43. Setze G = SLy(R) und H :={ze€ C|Imz>0}. Zeige:

(a) Es gibt eine Operation von G auf H, so daf§

a b az+b .. a b
<c d>.2_cz+d furdlle(c d)EGundzeH.

(b) Fiir die Operation in (a) ist die Isotropiegruppe von i gleich der speziellen orthogonalen
Gruppe SO(2) = O(2) N SLy(R).

(c) Die Operation in (a) ist transitiv.
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In diesem Kapitel wird die Gruppentheorie von Kapitel I fortgefiithrt. Die klassischen Satze
von Sylow werden bewiesen. Wir betrachten spezielle Klassen von Gruppen (auflosbare,
nilpotente). Insbesondere werden alle endlichen abelschen Gruppen beschrieben.

§ 1 Die Sitze von Sylow

Im folgenden wollen wir uns mit sogenannten p—Untergruppen endlicher Gruppen beschéf-
tigen. Fiir eine Primzahl p heifst eine endliche Gruppe H eine p—Gruppe, falls die Ordnung
von H eine Potenz von p ist, d.h. |H| = p” fiir irgendein k € N.

1.1. Ist G eine endliche abelsche Gruppe, und ist die Primzahl p ein Teiler von |G|, so
gibt es ein g € G mit ord (¢g) = p. Mit Induktion tiber die Ordnung |G| ist dies zu sehen:
Der Fall |G| =1 ist klar. Sonst sei h € G, h # e; setze m = ord (h). Gilt p | m, dann ist
™ mit m' = m/p ein Element der Ordnung p in G. Ist p kein Teiler von m, so betrachte
die von h erzeugte (zyklische) Untergruppe (h) und die zugehorige Faktorgruppe G/(h).
Wegen |G| = [(h)|-|G/(h)| teilt p deren Ordnung |G/(h)|. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert ein g € G mit ord (g(h)) = p. Sei n :=ord (g); nun gilt (g- (h))" = ¢g"(h) = (h),
also p | n. Wie im ersten Fall ist g% mit n' = n/p ein Element der Ordnung p in G.

Die Bedingung der Kommutativitat der Gruppe G ist fiir die gemachte Aussage nicht
entscheidend. Es gilt allgemeiner:

Satz 1.2. (Cauchy) Ist G eine endliche Gruppe und ist die Primzahl p ein Teiler
der Ordnung |G| von G, so enthdlt G ein Element der Ordnung p.

Beweis: Wir verwenden Induktion iiber |G| = n. Der Fall |G| = 1 ist klar. Sei |G| > 1, und
sei p ein Teiler von |G|. Gibt es eine echte Untergruppe H von G, deren Ordnung |H| durch
p teilbar ist, so enthdlt H (und damit auch G') nach Induktionsvoraussetzung ein Element
der Ordnung p. Also kénnen wir annehmen: Die Ordnung jeder echten Untergruppe von G
wird nicht von p geteilt. Fiir jedes g € G, das nicht im Zentrum Z(G) von G liegt, ist der
Zentralisator Cz(g) von g in G eine echte Untergruppe, und es gilt pt [Ci(g)|. Weil aber
|G| von p geteilt wird, folgt: p | [G : Ca(g)]. Die Klassengleichung

Gl = 12(@)|+ > [G:Calw)]
ziZZ(G)

wobei (z;);cr ein Reprasentantensystem fiir die Konjugationsklassen von G ist, liefert dann,
daf p auch die Ordnung |Z(G)| des Zentrums teilt. Da aber nach Voraussetzung p nicht
die Ordnung einer echten Untergruppe teilt, muf schon Z(G) = G gelten, d.h., die Gruppe
G muf abelsch sein. In diesem Fall ist die Aussage jedoch schon gezeigt. |

Eine unmittelbare Folgerung dieses Ergebnisses ist:

Korollar 1.3. FEine endliche Gruppe G ist genau dann eine p-Gruppe, wenn die
Ordnung jedes Elementes von G eine Potenz von p ist.



32 Gruppen : Strukturtheorie

Bemerkung: Diese Charakterisierung einer endlichen p—Gruppe nimmt man als Definition
des Begriffes p—Gruppe im Falle unendlicher Gruppen.

Lemma 1.4. Seien p eine Primzahl und G eine endliche p—-Gruppe. Operiert G auf
einer endlichen Menge X , so gilt fiir die Menge XC der Fizpunkte, dafi |XC| = |X]|

(mod p).
Beweis: Fiir alle z € X \ X% gilt G, # G, also ist [G : G] durch p teilbar. Daher folgt
die Behauptung aus 1.6.5(2). ]

Satz 1.5. Ist G # {e} eine endliche p—Gruppe, so ist das Zentrum Z(G) nicht
trivial.

Beweis: Man wende Lemma 1.4 auf die Operation von G auf sich selbst durch Konjugation
an. In diesen Fall ist Z(G) die Menge der Fixpunkte. Deshalb ist |Z(G)| = |G| (mod p),
und wegen G # {e} ist |Z(G)| durch p teilbar. ]

Sei p eine Primzahl. Ist G eine endliche Gruppe, so kénnen wir die Ordnung von G in der
Form |G| = p™-q schreiben, wobei ¢ € N prim zu p ist. Dann heifit eine Untergruppe S < G
eine p—Sylowuntergruppe von G, wenn |S| = p™ gilt. Die Existenz solcher Untergruppen
ist Teil der folgenden Aussagen, die von Sylow stammen:

Satz 1.6. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = p™ -q, mit q prim zu der
Primzahl p. Dann gilt:

(a) Zu jedem k,1 < k < m, gibt es mindestens eine Untergruppe in G der Ord-

nung p*.

(b) Sind H eine p—Untergruppe von G und S eine p-Sylowuntergruppe von G, so
gibt es ein g € G mit H < gSg'.

(¢) Ist s die Anzahl der (verschiedenen) p-Sylowuntergruppen von G, so gilt s | q
und s =1 (mod p).

Beweis: Die Beauptungen sind klar, wenn m = 0. Wir nehmen im folgenden an, daf
m > 0.

(a) Wir verwenden Induktion {iber die Ordnung |G|. Man betrachte die Operation von G
auf sich selbst durch Konjugation. Sei (z;);er ein Reprasentantensystem der nicht—zentralen
Konjugationsklassen von G, d.h. mit z; ¢ Z(G). Die Klassengleichung lautet

G = 1Z(G) +_[G : Cola:)).
i€l

Gilt pt|Z(G)]|, so existiert mindestens ein ¢ € I mit p{ [G : Cg(z;)]. Es folgt |Cq ()| =
p™q" mit ptq und Cg(z;) < G. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt der Zentralisator
Cg(z;) eine Untergruppe der Ordnung p*.

Gilt p | |Z(G)|, so enthélt Z(G) nach 1.1 ein Element g mit ord (g) = p. Es gilt dann
(9) < G und |G/{g)] = p™ ! - q. Nach Induktionsvorausssetzung gibt es in G/(g) eine
Untergruppe U der Ordnung |U| = p*~! wenn k > 1. Sie ist von der Form U = V/(g) mit
einer Untergruppe V' von G. Dann gilt |V|=|U|-|(g)| = p*~'-p = p*.

(b) Seien H eine p—Untergruppe und S eine p-Sylowuntergruppe von G. Man betrachte
die Operation von H auf der Menge der Linksnebenklassen X = G/S, definiert durch
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(h,gS) — hgS.Esgilt |X| =|G|/|S| = q. Nach Lemma 1.4 gilt |[XH|=|X|=¢q (mod p);
da ¢ prim zu p ist, folgt, daf |X | nicht durch p teilbar ist. Daher kann X nicht leer
sein, und wir kénnen ein g € G mit ¢S € X finden. Dann gilt hgS = ¢S fiir alle h € H,

also g~ 'hg € S. Damit erhalten wir H C gSg~'.

(¢c) Sei S eine p—Sylowuntergruppe von G. Bezeichne mit X die Menge aller p—Sylowunter-
gruppen von G. Aus (b) folgt, daff alle Elemente in X zu S unter G konjugiert sind.
Satz 1.6.4 impliziert, daf s := |X| gleich dem Index [G : Ng(S)] ist. Aus [G : S] =[G :
Na(9)][Na(S) : S und [G : S] = ¢ folgt nun s | q.

Betrachte die Operation von S auf X durch Konjugation. Wir behaupten, daft S der
einzige Fixpunkt dieser Operation ist. Ist dies gezeigt, so folgt s =1 (mod p) aus Lem-
ma 1.4. Beachte, daff S’ € X genau dann ein Fixpunkt von S ist, wenn S im Normalisator
von S’ enthalten ist: S C Ng(S’). Ist allgemein eine p—Untergruppe H von G im Norma-
lisator Ng(S’) einer p—Sylowuntergruppe S’ enthalten, so gilt schon H C S’. Denn: Da
S"ANg(S'), ist HS' < Ng(S'), und es gilt H-S'/S'" = H/HNS',dh. H-5'/5" ist eine
p—Gruppe. Der Index [(H - S’) : §'] teilt jedoch den Index [G : S’], der aber nicht durch p
teilbar ist; also folgt H - S’ = 8, und damit H C S’. In unserer Situation bedeutet dies,
daR S C S’ gilt, also S’ = S, weil beide Gruppen Ordnung p™ haben. Damit ist S, wie
behauptet, der einzige Fixpunkt der Operation von S auf X. ]

Wir halten insbesondere fest:

Korollar 1.7. Die p-Sylowuntergruppen von G bilden eine Klasse konjugierter Un-
tergruppen in G.

Bemerkung: In einer beliebigen (nicht notwendig endlichen) Gruppe G heift eine Un-
tergruppe S eine p—Sylowuntergruppe von G, wenn S maximal in der Menge aller p—
Untergruppen von G ist. Satz 1.6.b zeigt, daf diese neue Definition mit der alten im Fall
einer endlichen Gruppe vertriglich ist. Die Existenz von p-Sylowuntergruppen folgt im
allgemeinen Fall aus dem Lemma von Zorn. Denn: Die Menge X aller p—Untergruppen ist
nicht leer, da X die triviale Gruppe enthélt. Eine Kette Z bestehend aus p—Untergruppen
(H;)ier in X hat in X die p—Untergruppe |J;.; H; als obere Schranke. Deshalb enthélt
X mindestens ein maximales Element.

icl

Satz 1.8. Seien p und q Primzahlen mit p < q und p t (¢ — 1). Dann ist jede
endliche Gruppe G der Ordnung |G| =p - q zyklisch, also isomorph zu Z/pqZ.

Beweis: Seien S eine p—Sylowuntergruppe und U eine ¢—Sylowuntergruppe von G; dann
gilt SNU = {e}. Sei s (bzw. r) die Anzahl der p— (bzw. ¢—) Sylowuntergruppen von G.
Dann gilt:

r=1mod ¢, r|p, s=1mod p, s|gq.

Da p < q ist, folgt » = 1, also ist U normal in G. Fiir s folgt: s = ¢ oder s = 1. Im
ersten Fall wire jedoch ¢ = 1 mod p, d.h. p | (¢ — 1), im Widerspruch zur Voraussetzung.
Also gilt s = 1, und S ist normal in G. Daher ist S - U eine Untergruppe in G, also
G=8-U=58xU.Wiahle g€ S und h € U, beide ungleich e. Weil |S| =p und |U| =g¢
Primzahlen sind, gelten ord g = p und ord h = q. Es folgt, da gh = hg, daf ord (gh) = pq
und daher G = (gh). u
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§ 2 Normal- und Kompositionsreihen

Sei G eine Gruppe. Eine Normalreihe in G ist eine endliche Folge von Untergruppen
{e} = God9G14G24---4G, = G

d.h. jede Gruppe G; ist normal in G;41 (i = 0,...,n — 1). Die Faktorgruppen G;+1/G;
heifsen die Faktoren der Reihe, die Gruppen G; die Terme. Beachte, daft die Gruppen G;
nicht unbedingt normal in G sein miissen. Da stets Gy := {e} <G =: G} ecine Normalreihe
in G ist, hat jede Gruppe eine Normalreihe. Sind H und G zwei Normalreihen in G, so
heiftt H eine Verfeinerung von G, falls jeder Term von G auch ein Term von H ist. Man
sagt, dafs H dquivalent zu G ist, falls es eine Bijektion von der Menge der Faktoren von
H auf die Menge der Faktoren von G gibt, so dafs entsprechende Faktoren isomorph sind.

Der folgende Satz 2.2 und das vorangehende Lemma 2.1 sind niitzlich, um verschiedene
Normalreihen G und H in einer Gruppe G zu vergleichen.

Lemma 2.1. Seien U,V Untergruppen einer Gruppe G, und seien U' QU bzw.

V' QV normale Untergruppen von U bzw. V. Dann gilt U'(UNV') QU (UNV)

und V'(VNU") V' (VNU). Die zugehorigen Faktorgruppen sind zueinander und zu

UNV)/(UNVYU NV) isomorph:

vunv)/u'Unv)y=onv)/nvHyu' nv)=vvno)/ Vv nt).

Beweis: Es geniigt, die erste Isomorphie nachzuweisen, da die mittlere Faktorgruppe sym-
metrisch in U und V ist, man also die zweite Isomorphie durch Vertauschen von U und
V in der Argumentation erhélt.

Da U NV eine Untergruppe von U und U’ eine normale Untergruppe von U ist, ist
U'(UNYV) eine Untergruppe von U. Die Gruppe U’ ist normal in U'(U N'V), also ist die
Faktorgruppe U’ (U NV) /U’ erklart. Mit 1.4.3 gilt

vUunwv)/u=@0nvV)/UnvnlU)=UnV)/(UNV). (1)
Da UNV’ und U' NV jeweils normale Untergruppen in U NV sind, hat man mit 1.4.4
unv/unvhyu nv)y=Uunv)/(U'n V))/((Uﬂ Vvhu'nv)/(U' nV))

also ist die linke Seite eine Faktorgruppe von (UNV)/(U'NV). Unter Verwendung von (1)
hat man deshalb einen surjektiven Homomorphismus

a:UUnV))U — UnV)/([UnV U NV)
Der Kern von « ist gerade U'(U N'V')/U’. Satz 1.4.1.a impliziert dann die Isomorphie

v'unv)/u'unv)= U UN V)/U/)/kem =2 UNV)/UNVHIUNV). =



Normal- und Kompositionsreihen 35

Satz 2.2. Sind G und H zwei Normalrethen in einer gegebenen Gruppe G, so
besitzen sie dquivalente Verfeinerungen.

Beweis: Gegeben seien die zwei Normalreihen
G: {e} =G 9G,J4G,<--- <G, =G

und
H:{e}=HydH19H;<---<H,, =G

Dann setze man Gj; := G;(Gip1 NH;) und Hyj := H;(G;NHj4q) fiir alle 4 und j. Wendet
man das Lemma in der Situation U = Gi41,U’ = G;,V = Hj;1, V' = Hj an, so erhilt
man G;; I G; 41 und H;; < H;o o ; und einen Isomorphismus der Faktorgruppen

Gij+1/Gij = Hiy1,5/Hgj

fiir alle ¢ und j. Es gilt jeweils Gy = Gig1,0 und H,; = Ho 11 sowie Gpo1m = G =
H, 1. Die Gjj mit ¢ = 0,...,n —1;5 = 0,...,m und die H;; mit 7 = 0,...,n;j =
0,...,m — 1 bilden dann zwei Normalreihen in G, die dquivalente Verfeinerungen von G
bzw. H sind. | ]

Eine Normalreihe G von G heifst Kompositionsreihe, falls G keine echte Verfeinerung
besitzt. Eine endliche Gruppe G besitzt stets eine Kompositionsreihe. Diese erhélt man,
indem man eine gegebene Normalreihe durch Einfiigen von Termen verfeinert. Da G endlich
ist, ergibt sich nach endlich vielen Schritten eine Kompositionsreihe.

Satz 2.3. FEine Normalrethe G in G ist genau dann eine Kompositionsreihe, wenn
jeder der Faktoren in G eine einfache Gruppe ist.

Beweis: Ist einer der Faktoren G;11/G; der Normalreihe G in G nicht einfach, so besitzt er
eine nicht—triviale normale Untergruppe der Form N/G; mit G;11 2 N 2 G;. Die Gruppe
N ist normal in G;y1. Fligt man den Term N in die Normalreihe G ein, so erhilt man
eine echte Verfeinerung von G. Deshalb ist G keine Kompositionreihe.

Besitzt umgekehrt die Normalreihe G eine echte Verfeinerung, so gibt es einen Index i
und eine Untergruppe K in G mit G; < K <1 G;41. Dann ist die Faktorgruppe K/G; eine
nicht—triviale normale Untergruppe in Git+1/G;, also ist diese Gruppe nicht einfach. ]

Diese Charakterisierung einer Kompositionsreihe kann auch so ausgesprochen werden: Eine
Normalreihe

{e} =Gy <4G1 4G 4--- <G, =G

in G ist eine Kompositionsreihe, falls fiir jedes ¢ = 0,...,n — 1 die Gruppe G; maximal
normal in G4 ist.

Als leichte Folgerung von Satz 2.2 erkennt man:

Satz 2.4. (Jordan-Holder) Ist G eine Gruppe mit einer gegebenen Kompositions-
rethe G, so ist jede Kompositionsreihe H in G dquivalent zu G.
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Beispiele: (1) Die zyklische Gruppe (Z/nZ,+) der Ordnung n > 0 besitzt als endliche
Gruppe eine Kompositionsreihe. Ist n = mima...my eine Zerlegung von n in positive
Faktoren, so erhélt man eine zugehorige Normalreihe

{e} =mimg...mpZ/nZ <A4mg ... mpZ/NZ < -+ Amp_ympZ/nZ < mpZ/nZ <} Z/nZ.

Die Faktoren dieser Reihe sind zu Z/m;Z mit 1 < i < k isomorph. W&hlt man alle m; als
(nicht notwendig verschiedene) Primzahlen, so ist diese Normalreihe eine Kompositionsrei-
he, da Z/pZ fiir eine Primzahl p cinfach ist. Die Aquivalenz zweier solcher Kompositions-
reihen geméf Satz 2.4 entspricht der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung der Zahl n bis
auf Reihenfolge.

(2) Ist p eine Primzahl, so besitzt eine zyklische Gruppe der Ordnung ¢ = p” mit v € N
genau eine Kompositionsreihe.

(3) Die additive Gruppe (Z,+) besitzt keine Kompositionsreihe, da jede Normalreihe als
kleinsten Term ungleich {0} eine unendliche zyklische Gruppe aufweist und weil diese nicht
einfach ist.

(4) Fir n = 3 ist {e} < A3 < S3 eine Kompositionsreihe in S3, da S3/A3 = Z/2Z und
Az = 7/3Z. Fiir n = 4 hat S,, mehrere Kompositionsreihen, vgl. Ubung 18. Fiir n > 5
kann man zeigen, daR A, eine einfache Gruppe ist; also ist dann {e} < A, < S, eine
Kompositionsreihe in S, .

§ 3 Auflésbare Gruppen

Eine abelsche Normalreihe in einer Gruppe G ist eine Normalreihe {e} = Gy <Gy 9G24
-+ 4G, =G, in der alle Faktoren G;41/G; abelsch sind. Eine Gruppe G heifit aufldsbar,
wenn G eine abelsche Normalreihe besitzt.

Beispiele 3.1. (1) Jede abelsche Gruppe ist auflosbar.

(2) Die Gruppe G = {(f Z) € GLy(k) | ¢ =0}, k ein Korper, ist auflosbar. Wegen

ar b ay b\ _ [araz arby + bids
o &) Vo &)=\ o dyds

definiert die Zuordnung (82) — (a,d) einen Homomorphismus a : G — k* x k* mit

kera = {((1)11’) € GLy(k)}. Die Gruppe G; := kera ist normal in G, und G; ist zur

additiven Gruppe von k isomorph. Man erhélt die abelsche Normalreihe

{e} =Gy 9 Gy =kera 9 G2 =G.

(3) Die symmetrische Gruppe Sy ist auflosbar. Man erhilt eine abelsche Normalreihe mit
G1=1{e,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} und Gy = A4 und G5 = S4.

Satz 3.2. Die Klasse der auflosbaren Gruppen ist abgeschlossen beziiglich der Bildung
von Untergruppen, homomorphen Bildern und Erweiterungen.

Beweis: Sei {e} = Gp<G; <---<G,, = G eine abelsche Normalreihe in einer auflésbaren
Gruppe G.
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Ist U < G eine Untergruppe, so bilden die UNG;(i =0, ...,n) eine abelsche Normalreihe
in U, und U ist auflosbar. Denn jedes UNG; ist normal in UNG;41, und (UNGit1)/(UNG;)
ist nach Satz 1.4.3 zu (U N Gi4+1)Gi/G; < Gi;+1/G; isomorph, also abelsch.

Ist ¢ : G — G’ ein surjektiver Homomorphismus, so bilden die »(G;) (i =0,...,n) eine
abelsche Normalreihe in G/, und G’ ist auflssbar. Denn jedes ¢(G;) ist normal in ¢(Gjq1),
und die Abbildung Git1 — ¢(Git1)/¢(Gi) mit g — ¢(g) ¢(G;) induziert einen surjektiven
Homomorphismus G;41/Gi; — ¢(Git1)/¢(Gi); daher ist ¢(Giy1)/¢(G;) abelsch.

Seinmmn 1 - N5 G5 H — 1 eine Erweiterung von N durch H, bei der N und H
auflosbar sind. Es seien {e} = Hy < Hy <--- < H, = H eine abelsche Normalreihe in H
und {e} = Ny <N; <--- <IN, =N eine abelsche Normalreihe in N. Wir setzen

o [N i=0,...,m,
Tl Y Hisy) i=mA+1,.. m+n.

Dann ist jedes G; normal in Giyq (i =1,...,m+n — 1), und fir i« > m gilt G;41/G; =
Hii1—m/Hi—m. Also ist (G;) eine abelsche Normalreihe von G. ]

Korollar 3.3. Das Produkt zweier normaler auflosbarer Untergruppen einer Gruppe
G ist auflosbar.

~

Beweis: Sind Ni, No zwei normale auflésbare Untergruppen in G. So gilt NjNy/Ny =
Ny /(N7 N Ny). Mit 3.2 ist die rechte Seite auflésbar und damit auch Ny Ns.

Korollar 3.4. Sei p eine Primzahl. Jede endliche p—Gruppe ist auflosbar.

Beweis: Wir beniitzen Induktion iiber |G|. Der Fall |G| = 1 ist trivial. Ist |G| > 1, so
ist das Zentrum Z(G) nicht-trivial nach Satz 1.5. Daher ist G/Z(G) eine p—Gruppe mit
|G/Z(GQ)| < |G|, also auflosbar nach Induktion. Da auch Z(G) als kommutative Gruppe
auflosbar ist, folgt die Behauptung aus Satz 3.2.

Satz 3.5. Sei G eine endliche auflisbare Gruppe. Dann besitzt G eine abelsche
Normalrethe {e} = Go <Gy <--- 4G, = G, so daff Gi41/Gi(i = 0,...,n —1)
zyklisch von Primzahlordnung ist.

Beweis: Wir haben in § 2 bemerkt, daf jede endliche Gruppe G eine Kompositionsreihe
{e} = Gy <G <+ 4G, = G besitzt; alle Faktoren G,+1/G; sind hier einfach. Wenn
nun G auflosbar ist, so sind nach Satz 3.2 auch alle G;11/G; auflosbar. Es reicht daher zu
zeigen, daf eine einfache auflosbare Gruppe zyklisch von Primzahlordnung ist.

Sei also H eine einfache und auflésbare Gruppe. Weil {e} und H die einzigen Normal-
teiler in H sind, kann eine abelsche Normalreihe von H nur aus {e} und H bestehen,
also muf H kommutativ sein. Fiir jedes h € H, h # e ist (h) eine nicht-triviale normale
Untergruppe von H, also gleich H. Daher ist H zyklisch, und Satz 1.1.13 impliziert, dafs
|H| eine Primzahl sein muf. ]

3.6. Sei G eine Gruppe. Man nennt [a,b] := aba~'b~1 den Kommutator zweier Elemente
a,b € G. Die Kommutatoruntergruppe (oder derivierte Gruppe) von G ist definiert als

D(G) = {aba™ b7 | a,b € G).
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Allgemeiner nennt man fiir zwei Untergruppen U, V von G die Untergruppe
(U, V] = (aba b7 |[a € Ube V)

die gegenseitige Kommutatorgruppe von U und V. (Es gilt also D(G) = [G,G].) Sind
U und V normal in G, so auch [U, V]. Insbesondere ist D(G) eine normale Untergruppe
von G. Die Gruppe G/D(G) ist abelsch und wird Faktorkommutatorgruppe von G genannt.
Ist V ein Normalteiler in G, so ist G/N genau dann abelsch, wenn D(G) < N gilt.

Fiir n € N,n > 1, setzt man induktiv D"(G) := D(D"Y(G)) = [D""}(G), D" Y(G)];
es sei DO(G) = G. Man erhilt die sogenannte abgeleitete Reihe

G =D%G)>DYHG) > DX G) > D3 (@G> - -

von G. Die Faktorgruppen sind abelsche Gruppen. Die abgeleitete Reihe kann zur Charak-
terisierung auflésbarer Gruppen herangezogen werden:

Satz 3.7. FEine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es m € N mit D™(G) =
{e} gibt.

Beweis: Gilt D"™(G) = {e}, so bilden die G; = D™ %(G) eine abelsche Normalreihe von G,
und G ist auflosbar.

Sei umgekehrt {e} = Gy <Gy <--- 9 G, = G eine abelsche Normalreihe von G. Fiir
alle r > 0 gilt [G,,G,] C G,_1, da [G,,G,] der kleinste Normalteiler N von G, ist, so
daR die Faktorgruppe G,./N abelsch ist. Wir behaupten, dak D*(G) < G,,_; fiir alle i < n.
Offensichtlich ist D%(G) = G < G,,. Nehmen wir induktiv an, daR D¥(G) < G,,_; fiir ein
i < n gilt, so folgt D'(G) = [D(G), D'(G)] C [Gni,Gn—i] C Gp_(i+1)- Wir erhalten
nun D"(G) C Gp—pn = Go = {e}. ]

Beispiel 3.8. Wir wollen zeigen, daf D(S,) = D(A,) = A, fir alle ganzen Zahlen
n > 5. Sind a, b, ¢, d, e finf verschiedene Zahlen in {1,2,...,n}, so gilt fiir die Dreierzyklen
x:=(abd) und y := (ace), daB xyzr~'y~! = (abc). Dies zeigt, dak jeder Dreierzyklus
in A, zu D(A4,) gehort. Nach 1.3.4 wird A,, von seinen Dreierzyklen erzeugt. Daraus folgt
A, = D(A,) und dann auch A, < D(S,). Da S,/A, = {£1} abelsch ist, gilt aber auch
D(S,) < A, ; es folgt, dal D(S,) = A,.

Diese Beschreibung von D(S,,) und D(A,) zeigt nach Satz 3.7, dak S, und A, fir
n > 5 nicht auflésbar sind. Man kann genauer zeigen, daf A, fir n > 5 einfach ist, also
keine normale Untergruppen aufer {e} und A, selbst hat.

§ 4 Nilpotente Gruppen

Eine Normalreihe
() =Gy9Cr 9 9Gy =G
in einer Gruppe G heillt zentrale Normalreihe von G, wenn
(1) jedes G; normal in G ist (0 <i<mn), und
(2) jedes Git1/G; im Zentrum von G/G; enthalten ist (0 <i < n).
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Satz 4.1. FEine Normalreihe G in einer Gruppe G, in der jeder Term G; normal
in G ist, ist genau dann eine zentrale Normalreihe, wenn

[Git1,G] < G

fiir jedes i =0,...,n—1 gilt.

Beweis: Ist die Normalreihe G zentral, so gilt Gi+1/G; C Z(G/G;). Dies ist aquivalent
mit der Aussage: Fiir alle v € Gi41,9 € G und alle i =0,...,n—1 gilt [vG;, 9G;] = eG;.
Eine leichte Rechnung zeigt, daf dies jedoch gleich bedeutend mit [y, g]G; = eG;, also mit
[v,9] € G; ist.

4.2. Eine Gruppe G heifit nilpotent, falls in G eine zentrale Normalreihe existiert. Die
Léange einer kiirzesten zentralen Normalreihe in einer nilpotenten Gruppe G wird auch die
Klasse von G genannt. Eine nilpotente Gruppe G ist offenbar auflésbar, da die Faktoren
in einer zentralen Normalreihe abelsch sind.

Beispiele: (1) Sei p eine Primzahl. Dann ist jede p—Gruppe G nilpotent. Wir kénnen dazu
annehmen, daf G # {e}. Dann ist auch das Zentrum Z(G) nicht—trivial (Satz 1.5). Mittels
Induktion {iber |G| besitzt G/Z(G) eine zentrale Normalreihe (Z;). Unter Verwendung der
Projektion 7 : G — G/Z(G) erhilt man durch

{e}2z(G)<n Y (Z)Q--- 4G

eine zentrale Normalreihe in G.
Allgemeiner sieht man so: Eine Gruppe G ist genau dann nilpotent, wenn G/Z(G)
nilpotent ist.

(2) Die Gruppe S3 ist auflosbar, aber nicht nilpotent, da das Zentrum von Ss trivial ist.
Satz 4.3. Die Klasse der nilpotenten Gruppen ist abgeschlossen gegentiber der Bil-
dung von Untergruppen, homomorphen Bildern und endlichen direkten Produkten.

Beweis: Sei G eine nilpotente Gruppe mit zentraler Normalreihe
G:{e}=Gy<G;<--- <G, =G.

Ist U < G eine Untergruppe, so setzt man U; := G;NU (i =0,...,n). Man erhilt eine
Normalreihe
Uz{e}:UOS]UlS]"‘S]Un:[L

in der jede Untergruppe U; auch normal in U ist, da G; normal in G ist. Fiir die Terme U;
in U gilt, da G zentral ist, [Uijt1,U] < [Git1,G] < G;. Da aber andererseits [U;j41,U] < U
gilt, folgt [U;y1,U] < U;, d.h. die Normalreihe U in U ist zentral nach 4.1.

Ist G/N homomorphes Bild von G mit N C G normal, so ist

{e} = GoN/N QG N/N<---<G,N/N = G/N

eine Normalreihe in G/N, in der ebenfalls jeder Term normal in G/N ist. Man sieht, daf
[Gi+1N/N,G/N] C G;N/N gilt, also ist diese Normalreihe zentral.
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Seien G und H zwei nilpotente Gruppen mit zentralen Normalreihen G bzw. H. Durch
Einfiigen von wiederholenden Termen kann man voraussetzen, dafs G und H dieselbe Lange
haben. Setzt man P, := G; x H;, so definiert

{e}=P <P <---dP,=GxH=P
eine Normalreihe P in G x H. Die Gruppe P; ist normal in G x H, und es gilt
[Git1 X Hiy1,G x H| = [G41,G] X [Hiy1, H] < G; x Hj,
also ist P eine zentrale Normalreihe. |

4.4. Man kann fiir eine Gruppe G die Eigenschaft, nilpotent zu sein, mit Hilfe zweier kano-
nischer Normalreihen von Untergruppen von G charakterisieren. Einerseits definiert man
induktiv normale Untergruppen Z¢(G) von G in folgender Weise: Sei Z°(G) = {e}, und
sei ZY(@) als Untergruppe von G durch die Bedingung ZY(G)/Z4(G) = Z(G/Z(Q))
festgelegt; die Faktorgruppe Z*+1(G)/Z%(G) stimmt also mit dem Zentrum von G/Z%(G)
iiberein. Die entstehende Folge von Untergruppen

{e}=2°G) 92" (@) <+ 2 2"(G) <

heift die obere Zentralreihe von G. Man beachte, daf Z1(G) = Z(G) gilt.

Analog fiihrt man eine absteigende Folge von Untergruppen ein: Man setzt 71 (G) = G
und definiert induktiv v;(G) = [y;—1(G),G] fir j > 1. Man hat 12(G) = D(G) = [G, G].
Mittels Induktion tiber j sicht man, dak ~;(G) normal in G ist. (Es ist eine gegenseitige
Kommutatorgruppe zweier normaler Untergruppen.) Die entstehende Folge von Untergrup-
pen in G

C=(G) 2 Q) BB m(G) B -

heifst die untere Zentralreihe von G.
Diese beiden Zentralreihen sind zentrale Normalreihen. Sie sind mit einer beliebigen
zentralen Normalreihe in G auf charakteristische Weise verbunden.

Satz 4.5. Ist {e} = Gp <G, <---<G,, = G eine zentrale Normalreihe in einer
Gruppe G, dann gilt:

(a) 7(G) < Gn—jq1 fiir alle j > 1, insbesondere v,11(G) = {e}.
(b) G; < Z{(G) fiir alle i > 0, insbesondere Z™(G) = G.

Beweis: (a) Im Falle j = 1 gilt v(G) = G = G,. Da Gy_j41/Gn—; als Faktor einer
zentralen Normalreihe im Zentrum von G/G,—; enthalten ist, gilt G,,—; O [Gn—j+1, G]. Die
Induktionsannahme ~;(G) < Gp_jt1 sichert dann v;11(G) = [v(G),G] < [Gr—j+1,G] <
Ghn—j.

(b) Ein Induktionsargument iiber ¢ sichert die Behauptung: Im Falle ¢ = 0 gilt Gy = {e} =
Z%(G). Die Induktionsannahme lautet G; < Z¢(G). Sei h € Gj41. Weil die G; eine zentrale
Normalreihe bilden, gilt (hG;)(9Gi) = (9G:i)(hG;) fir alle g € G, also hgG; = ghG;.
Dann impliziert G; < Z%(G), dak auch hgZ*(G) = ghZ (G) und (hZ{(G))(gZ}(G)) =
(9Z}(@)(hZ'(G)). Daher ist hZ*(G) zentral in G/Z*(G) und damit h € Z+Y(G). Es
folgt, dak G411 < ZITY(Q). [
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Korollar 4.6. Ist eine Gruppe G nilpotent, so stimmen die Lingen der unteren
und der oberen Zentralreihe von G dberein. Dieser Wert ist gerade die Linge einer
kiirzesten zentralen Normalreihe in G, also die Klasse von G.

Die Eigenschaft einer Gruppe G, nilpotent zu sein, 1aft sich im Falle endlicher Gruppen
auch anders charakterisieren. Grundlegend hierfiir ist das folgende

Lemma 4.7. Ist H eine echte Untergruppe einer nilpotenten Gruppe G, so ist H
echte Untergruppe in No(H) ={g€ G |gHg ' =H}.

Beweis: Sei {e} = Go <Gy <---<G,, =G eine zentrale Normalreihe in G. Dann gilt
[Gi+1,G) < G; fiir i =0,...,n— 1. Es gibt nun ein j mit G; < H und Gj41 £ H, da
G =G, > H,und Gy = {e} < H. Fiir diesen Index j gilt dann [G;41,G] C G; < H, also
insbesondere [Gj;1, H] < H. Dies impliziert, da® H von Gj;; normalisiert wird. Wegen
Gjt1 & H existiert ein g € Gj11,9 ¢ H mit g € Ng(H); also ist H # Ng(H). [

Korollar 4.8. Ist U eine maximale Untergruppe in einer nilpotenten Gruppe G, so
ist U normal in G.

Beweis: Es gilt in diesem Fall Ng(U) # U, also folgt aus der Maximalitit von U, daf
Ng(U) =G gilt. ]

Satz 4.9. Sei G eine endliche Gruppe. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i)  Jede p-Sylowuntergruppe von G ist normal (d.h. fir jedes p gibt es nur eine
p —-Sylowuntergruppe).

(it) Die Gruppe G ist direktes Produkt ihrer Sylowuntergruppen.
(iii) Die Gruppe G ist nilpotent.

Beweis: (i) = (ii): Seien Si,...,S, die verschiedenen nicht-trivialen Sylowuntergruppen
in G. Dann gilt S; N S; = {e} fiir alle ¢ # j. Weil die S; normal sind, folgt wie in 1.5.2,
dals h;h; = hjh; fiir alle h; € S;, hj € S; mit i # j. Somit gibt es einen Homomorphismus
¢ Iy Si — G mit (hi,ho,..., hy) — hihg... hy. Es gilt S; ﬁw(Hj#Sj) = {e} fiir
alle ¢, weil die Ordnung von S; zu der von [];;S;, also auch zu der von z/J(H%# Sj)
teilerfremd ist. Man sieht nun wie in 1.5.2, daf 1 injektiv ist. Mit Hilfe von |G| = [],_, |Si|

folgt jetzt, dafs ¢ ein Isomorphismus ist.

(ii) = (iii): Jedes S; ist nilpotent, also ist G als endliches Produkt nilpotenter Gruppen
wieder nilpotent.

(ii) = (i): Wir benutzen Induktion iiber |G|. Seien p eine Primzahl und S eine p—
Sylowuntergruppe von G. Ist S = G, so ist S normal in G. Sei also S # G. Dann gibt es
eine maximale Untergruppe U < G mit S < U. Weil auch U nilpotent ist (Satz 4.3), folgt
mit Induktion, dafs S < U. Daher ist S die einzige p—Sylowuntergruppe von U. Fiir alle
g € G gilt nun gSg~! < gUg™! = U, wobei wir zum Schluf Korollar 4.8 angewendet haben.
Wegen |gSg~!| = |9 ist auch gSg~! eine p-Sylowuntergruppe von U, also gSg~! =S. m
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§ 5 Abelsche Gruppen

In diesem Abschnitt bezeichnet G eine abelsche Gruppe; die Schreibweise ist additiv.

Sei (Hy)aea eine Familie von abelschen Gruppen. In § 1.5 haben wir das (aufere) direkte
Produkt [],cp Hx eingefithrt. Jetzt definieren wir die (duflere) direkte Summe @ycp Ha
der H) als die Menge aller Familien (hy)xea in [[ycp Ha, fiir die {A € A | hy # 0} endlich
ist. Dies ist eine Untergruppe von [],c, Hx. Ist A endlich, so stimmen direkte Summe und
direktes Produkt iiberein. Gibt es aber unendlich viele A € A mit Hy # 0, so ist @ ren H
eine echte Untergruppe von [] ren Hx-

Ist (H))xea eine Familie von Untergruppen in einer abelschen Gruppe H, so sagt man,
dal H die (innere) direkte Summe der Hy ist, wenn die Abbildung @, Hx — H
mit (ha)renr — O aea P ein Isomorphismus ist. Man schreibt dann auch einfach H =
@D, cn Hx. Man zeigt nun wie in 1.5.3:

Satz 5.1. Sei (H))xea eine Familie von Untergruppen einer abelschen Gruppe H .
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) H ist direkte Summe der H\, A € A, d.h. H= @, Hx.

(ii) Jedes h € H hat eine eindeutige Darstellung der Form h = Y, hy, wobei
hy € Hy und hy # 0 fiir nur endlich viele A € A.

(i) H wird von den Untergruppen Hy erzeugt, und fir jedes \ € A gilt:

HynY  H, ={0}.

HFEN

5.2 Eine abelsche Gruppe G heifst freie abelsche Gruppe, falls sie direkte Summe unendli-
cher zyklischer Gruppen ist, d.h.: Es gibt eine Teilmenge X C G von Elementen unendlicher
Ordnung, so daf G = @, x () gilt. Die Menge X wird eine Basis von G genannt.

Ist G eine freie abelsche Gruppe mit Basis X, so besitzt jedes g € G eine eindeutige
Darstellung der Form g =Y Az mit A\, € Z, wobei A, = 0 fiir fast alle z € X gilt. Dies

=4

folgt aus Satz 5.1.

Die Bedeutung der freien abelschen Gruppe liegt in der ihnen eigenen folgenden universellen
Eigenschaft.

Satz 5.3. Seien G eine freie abelsche Gruppe mit Basis X und H eine abelsche
Gruppe. Fir jede Abbildung f : X — H gibt es einen eindeutig bestimmten Homo-
morphismus ¢ : G — H, der f fortsetzt, d.h. mit ¢(x) = f(z) fir alle z € X .

Beweis: Ist g € G von der Form g = Y Az, so setze ¢(g) := > A\ f(z). Wegen der
Eindeutigkeit der Darstellung von g beziiglich der Basis X ist dadurch eine Abbildung
¢ : G — H definiert; diese setzt f fort und ist ein Homomorphismus. Durch die Werte auf
dem Erzeugendensystem ist ¢ eindeutig festgelegt. |

Korollar 5.4. Ist G eine abelsche Gruppe, so existiert eine freie abelsche Grup-
pe B zusammen mit einem surjektiven Homomorphismus « : F — G, d.h., G ist
Faktorgruppe einer freien abelschen Gruppe.

Beweis: Sei F' die direkte Summe von |G| vielen Exemplaren der unendlichen zyklischen
Gruppe Z. In dem mit g € G indizierten Summanden Z sei x4 ein erzeugendes Element.
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Dann ist F eine freie abelsche Gruppe mit Basis X = {z, | g € G}. Zu der Abbildung
f+ X — G, definiert durch x4 — g fiir alle ¢ € G, existiert ein Homomorphismus
a: F — G mit a(zy) = f(zy) = g fiir alle g € G. Offensichtlich ist a surjektiv. [ ]

Satz 5.5. Seien G und Gy freie abelsche Gruppen mit Basen X, und Xa. Dann
sind Gp und Go genau dann isomorph, wenn Xy und Xy dieselbe Mdchtigkeit haben,
d.h., wenn | X1| = |Xa| gilt.

Beweis: <: Da | X1| = | Xy gilt, gibt es eine Bijektion f: X; — Xp;sei f71: Xy — X die
Umkehrabbildung, f~'o f = Idy, . Dann existieren eindeutig bestimmte Homomorphismen
p:G — Gy und ¥ : Gy — Gy mit gx, = f, Yx, = f~!. Die Homomorphismen Idg,
und ¢ o ¢ : G — G haben auf X; dieselbe Restriktion Idy, , also gilt ¢ o ¢ = Idg, . Da
analog ¢ o1 =lIdg, gilt, ist ¢ : G; — G2 ein Isomorphismus.

=: Sei G eine freie abelsche Gruppe mit Basis X . Die Kommutativitdt von G impliziert,
daf 2G := {29 | g € G} eine Untergruppe in G ist. Ein beliebiges Element »_ _ A;x mit
allen )\, € Z gehort genau dann zu 2G, wenn alle A, gerade sind. Jede Nebenklasse modulo
2G in G hat genau einen Représentanten der Form )\ p,x mit allen p, € {0,1}
und fast allen s, gleich 0. Fiir endliches X folgt daraus |G/2G| = 21¥I. Dies zeigt fiir
endliches X, daf |X| durch G bestimmt ist. Fiir unendliches X betrachtet man G/2G als
Vektorraum iiber dem Korper F' mit zwei Elementen. Man zeigt, daf B := {z+2G | z € X'}
eine Basis von G/2G iiber F' ist. Nun benutzt man, daf auch fiir unendlich dimensionale
Vektorraume die Kardinalitét einer Basis (hier also |X|) durch den Vektorraum bestimmt
ist. u

Definition: Ist G eine freie abelsche Gruppe mit der Basis X, so ist der Rang von G
definiert als Rang(G) := | X|. Nach dem obigen Ergebnis ist dieser Begriff unabhéngig von
der Wahl der Basis X .

Man kann die Klasse der freien abelschen Gruppen auch ohne Bezug zu Basen charak-
terisieren. Hierzu fithrt man folgenden Begriff ein:

Definition: Eine abelsche Gruppe G heifit projektiv, falls zu jedem Homomorphismus
¢ : G — H und jedem surjektiven Homomorphismus 1 : L — H mit abelschen Gruppen
H und L ein Homomorphismus « : G — L existiert, so dafl ¢ oa = ¢ gilt. Man sagt auch:
das Diagramm

kommutiert.

Satz 5.6. Fine freie abelsche Gruppe ist projektiv.

Beweis: Sei G eine freie abelsche Gruppe mit Basis X . Es seien Homomorphismen ¢ : G —
H und ¢ : L — H mit abelschen Gruppen H, L gegeben; ¢ sei surjektiv. Deshalb existiert
zu gegebenem = € X ein y, in L mit ¥ (y,) = ¢(z). Durch die Zuordnung z — y, wird
eine Abbildung f : X — L definiert; zu dieser existiert ein Homomorphismus a : G — L,
der f fortsetzt. Deshalb ist ¥ oa(z) = ¥ (f(x)) = ¥(y.) = ¢(x) fir alle z € X, und damit
ist poa=¢p,dapoa und ¢ auf der G erzeugenden Basis X iibereinstimmen. |
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Korollar 5.7. Ist H < G Untergruppe einer abelschen Gruppe G, und ist G/H frei
abelsch, so ist H ein direkter Summand in G, d.h., es gibt eine Untergruppe V < G
mit G=H®V und G/H=V.

Beweis: Man betrachte die natiirliche Projektion 7 : G — G/H auf die freie abelsche
Gruppe G/H . Da G/H projektiv ist, existiert in dem Diagramm

G/H

e

G—>G/H—=0

ein Homomorphismus « : G/H — G mit 7 oo« = Id. Setzt man V := ima, so gilt
G=%kert®ima=H®V.Dennist g € G, so liegt das Element g — a(n(g)) in ker 7, da
7(g)—m(a(m(g))) = 0 gilt, also ist g € ker 7+im a.. Da moar = Id ist, gilt ker 7Nim a = (0).

|

Satz 5.8. Jede Untergruppe U einer freien abelschen Gruppe G von endlichem Rang
ist freie abelsche Gruppe; es gilt Rang (U) < Rang (G).

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion tiber n = Rang(G) gegeben. Ist n = 1, so
gilt G = Z. Da jede nichttriviale Untergruppe der unendlichen zyklischen Gruppe wieder
unendlich zyklisch ist, gilten U = {0} oder U 2 Z und Rang (U) < 1.

Sei X = {z1,...,2,} eine Basis von G. Betrachte den Homomorphismus p: U — Z,
gegeben durch die Zuordnung ) | Ajz; — A,. Dann ist im p eine Untergruppe von Z,
also frei; man hat imp = (0) oder imp = Z. Der Kern von p ist kerp = U N Z?;ll (@i),
also nach Induktionsvoraussetzung frei. Dann gilt entweder U/ker p = imp = (0) oder
U/ker p =2 Z. Im ersten Fall ist U = ker p frei; im zweiten Fall folgt aus 5.7 die Existenz
einer Untergruppe V < U, mit V2 U/kerpu 2 Z, so dal U Zkeru® V gilt. Also ist U
freie abelsche Gruppe mit Rang(U) = Rang(ker u @ V) = Rang(kerp) +1 <n+1. [

Bemerkung: Mit derselben Idee (jedoch technisch aufwendiger) zeigt man dieses Ergebnis
ohne Endlichkeitsvoraussetzung; es gilt also: Jede Untergruppe U einer freien abelschen
Gruppe G st frei abelsch mit Rang(U) < Rang(G).

Dieses Ergebnis erlaubt es, folgende Charakterisierung freier abelscher Gruppen auszu-
sprechen: Eine abelsche Gruppe G ist genau dann projektiv, wenn sie frei abelsch ist. Es
ist wegen 5.6 nur noch zu zeigen, dafs eine projektive abelsche Gruppe G frei abelsch ist.
Die Gruppe G ist Faktorgruppe einer freien abelschen Gruppe F', d.h., es existiert ein
surjektiver Homomorphismus ¢ : F' — G. Da G projektiv ist, existiert zu ¢ :==1d: G — G
und ¢ ein Homomorphismus « : G — F', so daf Yo = Id gilt. Also ist « injektiv. Deshalb
ist G = ima eine Untergruppe der freien abelschen Gruppe F und damit ebenfalls frei
abelsch.

Satz 5.9. (a) FEine abelsche Gruppe G ist genau dann endlich erzeugbar, wenn G
Faktorgruppe einer freien abelschen Gruppe F wvon endlichem Rang ist.

(b) Jede Untergruppe einer endlich erzeugbaren abelschen Gruppe ist endlich erzeug-
bar.

Beweis: (a) Wird die abelsche Gruppe G durch das endliche Erzeugendensystem Y =
{g1,-..,9n} erzeugt, so sei I die direkte Summe von n Kopien der zyklischen Gruppe Z.
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Wihlt man im i-ten Summanden (i =1,...,n) ein erzeugendes Element z;, so ist F freie
abelsche Gruppe mit Basis X = {z1,...,z,}, hat alsoden Rang n. Zu f: X — G, xz; — g;
existiert ein Homomorphismus « : F — G, der surjektiv ist. (Vgl. Korollar 5.4.) Die
Umbkehrung ist offensichtlich.

(b) Sei H < G eine Untergruppe einer endlich erzeugbaren abelschen Gruppe G. Nach (a)
gibt es einen surjektiven Homomorphismus « : F' — G von einer freien abelschen Gruppe
F von endlichem Rang n auf G. Die Untergruppe o~ !(H) < F ist endlich erzeugbare freie
abelsche Gruppe nach Satz 5.8, also ist auch H = a(a~'(H)) endlich erzeugbar. [

5.10. Eine abelsche Gruppe G heifst Torsionsgruppe, falls ord g < oo fiir jedes Element
g € G gilt. Eine abelsche Gruppe heifit torsionsfrei, falls jedes Element g € G, g # 0,
unendliche Ordnung hat. Zu einer gegebenen abelschen Gruppe G ist die Menge T'(G) :=
{g € G | ordg < oo} eine Untergruppe von G; sie heift die Torsionsgruppe von G.
Die Faktorgruppe G/T(G) ist dann torsionsfrei, denn: Hat die Nebenklasse g + T'(G) die
Ordnung m # 0, so ist mg € T(G), also existiert ein n # 0 mit 0 = n(mg) = (nm)g,
dh., geT(G). Alsoist g+ T(G) =0 in G/T(G).

Ist p eine Primzahl, so bezeichnen wir mit
Gp:={ge€G|p’g=0 fir irgendein v}

die Menge der Elemente von G, deren Ordnung eine Potenz von p ist, und nennen G, die
p—primdre Komponente von G. Dies ist eine Untergruppe von G, weil G kommutativ ist.
Offensichtlich ist G}, eine p—Untergruppe von G, die alle p—Untergruppen von G enthélt.
Daher ist G, die einzige p—Sylowuntergruppe von G.

Bemerkung: Ist Q eine Gruppe, die nicht abelsch ist, so bildet die Menge T(Q) = {q € Q |
ord g < oo} nicht unbedingt eine Untergruppe. Zum Beispiel: Ist @ die Gruppe SLy(Z),

so haben die Elemente s = (_(1) é) ,t= (? 7%) endliche Ordnung (gleich 4 bzw. 3), aber

das Produkt st = ( (1) 1) hat unendliche Ordnung.

Nach Definition ist jede freie abelsche Gruppe torsionsfrei. Im Falle endlich erzeugbarer
abelscher Gruppen 14t sich dieser Begriff umgekehrt zur Charakterisierung freier Gruppen
heranziehen. Es gilt:

Satz 5.11. Fine endlich erzeugbare torsionsfreie abelsche Gruppe G ist frei abelsch.

Beweis. Sei M ein endliches Erzeugendensystem der Gruppe G. Dann existiert eine ma-
ximale Teilmenge {my,...,m,} tiber Z linear unabhingiger Elemente in M. Ist mg € M
mit mg # m;, i = 1,...,n, so gibt es folglich eine natiirliche Zahl pg € N, ug # 0, und
geeignete Koeffizienten pu1, ..., u, € Z mit pomo = > uim;. Da M nur endlich viele Ele-
mente enthalt, folgt die Existenz eines p € N, p # 0, so daR pm € (mq,...,m,) fir alle
m € M gilt. Durch die Zuordnung g — p-g,9 € G, wird dann ein Homomorphismus
a:G — (mq,...,my) definiert. Da G torsionsfrei ist, gilt ker « = {0}, also ist « injektiv.
Als Untergruppe der freien abelschen Gruppe (mq,...,my) = > (m;) ist G = a(G) frei
abelsch. |

Korollar 5.12. Eine endlich erzeugbare abelsche Gruppe G ist direkte Summe einer
frei abelschen Gruppe F und einer endlichen Gruppe.
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Beweis: Die Faktorgruppe G/T(G) von G nach der Torsionsgruppe T'(G) ist torsionsfrei
und endlich erzeugbar, also frei abelsch. Damit ist 7(G) ein direkter Summand in G,
d.h. es existiert nach 5.7 eine Untergruppe F von G mit G = F @ T(G), und es gilt
F = G/T(G), und F ist frei abelsch. Als endlich erzeugbare abelsche Torsionsgruppe ist
T(G) endlich, denn ist T(G) = (g1,...,9m), so ist T(G) Summe der endlichen Gruppen
(gi), i=1,...,m. |

Die Gruppe F' ist nur bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, jedoch ist ihr Rang durch
Rang(F) = Rang(G/T(G)) festgelegt; Rang(F') hingt also nur von G ab.

5.13. Durch Korollar 5.12 ist die Untersuchung endlich erzeugbarer abelscher Gruppen auf
die endlicher abelscher Gruppen reduziert. Diese fiihrt durch die folgenden Uberlegungen
zum Studium abelscher p—Gruppen, p eine Primzahl: Sei G eine endliche abelsche Gruppe.
Wir haben in 5.10 die p—primidre Komponente G, von G fiir jede Primzahl p definiert;
es ist Gp die einzige p-Sylowuntergruppe von G. Wenn G, # {0} ist, so teilt p die
Gruppenordnung |G|; also gibt es nur endlich viele p mit G, # {0}. Sind p und ¢ zwei
verschiedene Primzahlen, so gilt fiir die zugehérigen Sylowuntergruppen G, N G4 = {0};
denn ist g € G, N Gy ein Element der Ordnung ¢, so ist ¢ ein gemeinsamer Teiler der
Ordnungen p”» von G), und ¢4 von Gy, also ist t = 1 und g = 0. Durch Vergleich der
Ordnung von G und der Ordnung der direkten Summe der p—priméren Komponenten,
erhilt man damit die Aussage:

Satz 5.14. Jede endliche abelsche Gruppe G ist direkte Summe der p-primdren
Komponenten von G, d.h.
G= P a6,

p Primzahl

Diese Zerlegung von G als direkte Summe ist eindeutig (bis auf die Reihenfolge der
Summanden).

Bemerkung: Weil kommutative Gruppen nilpotent sind, héitten wir dieses Resultat auch
aus Satz 4.9 herleiten koénnen.

Grundlegend fiir die Strukturbestimmung einer endlichen abelschen p—Gruppe ist die
folgende Aussage:

Satz 5.15. Sei G eine endliche abelsche p-Gruppe, und sei g € G ein Element
mazimaler Ordnung. Dann ist die von g erzeugte zyklische Gruppe (g) ein direkter
Summand von G.

Beweis: Die Ordnung jedes Elementes von G ist eine Potenz von p. Sei p™ die maximale
Ordnung. Dann wird p™ von der Ordnung jedes Elementes h € G geteilt, und es gilt
p"h =0.

Sei nun g € G ein Element der Ordnung p™. Ist G = (g), so ist nichts zu zeigen.
Nehmen wir also an, daff G # (g). Nun gilt es, die Existenz einer Untergruppe V < G mit
G =V @ (g) nachzuweisen.

In einem ersten Schritt wird gezeigt, daft es eine Untergruppe U < G der Ordnung p
mit U N (g) = (0) gibt. Sei u € G\ (g); bezeichne mit p™ die Ordnung von u(g) in der
Faktorgruppe G/(g). Dann gilt p™ > 1, und es gibt A € Z mit p™u = Ag. Nun folgt
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0 =p"u = p" ™Ng, also gilt p" | p" ™A, und damit auch p | . Deshalb kann man A = pp
mit einem geeigneten u € Z schreiben. Das Element v := p™~'u— g ist dann kein Element
von (g) und hat die Ordnung p, denn es gilt pv = p™u — pug = 0. Die von v erzeugte
Untergruppe U = (v) hat nun die Eigenschaft U N (g) = (0).

Betrachtet man jetzt die natiirliche Projektion 7 : G — G/U von G auf die Faktorgrup-
pe, so ist 7(g) ein Element maximaler Ordnung. Mittels Induktion folgt, da |G/U| < |G]|
ist, dak (7(g)) ein direkter Summand in G/U ist, d.h., es existiert eine Untergruppe Vi
von G/U, so daB G/U =V @ (n(g)) gilt. Fiir V := 7= (V) gilt dann V N {g) C U. Da
jedoch U N (g) = (0) ist, folgt auch V' N {g) = (0). Da V und (g) die Gruppe G erzeugen,
ist G die direkte Summe von V und (g), d.h. V& (g) =G. [

Dies erlaubt die Folgerung:

Satz 5.16. Seien p eine Primzahl und G eine endliche abelsche p-Gruppe der
Ordnung p". Dann gibt es ganze Zahlen vy > vy > -+ > v > 0 mit Zle vi=mn
und zyklische Untergruppen H; von G mit |H;| = p*i, so dafy G die direkte Summe

G=H ®H®---© Hy

ist. Die Zahlen vy,vs, ..., sind durch G eindeutig bestimmt.

Beweis: Ist g € G ein Element maximaler Ordnung, so gilt G =V @ (g) fiir eine geeignet
gewdhlte abelsche p—Gruppe V C Gj es gilt |V| < |G|. Mit vollstandiger Induktion folgt
die Existenz einer direkten Summenzerlegung wie im Satz. Die Gleichung Zf:l Vi =mn
erhélt man durch Vergleich der Ordnungen.

Es bleibt, die Eindeutigkeit der Exponenten v1,...,1; zu zeigen. Setze G' = {x €
G | pr =0} und H] = {z € H; | px = 0} fiir alle ¢. Dann ist G’ die direkte Summe
aller H!. Aus Satz 1.1.13 folgt, daff jedes H; Ordnung p hat. Daher gilt |G’| = p¥, und
damit ist auf jeden Fall k durch G eindeutig bestimmt. Auferdem ist G/G’ zum direkten
Produkt der H;/H] isomorph, und jedes H;/H] ist eine zyklische Gruppe der Ordnung
p“~1. Nun wenden wir Induktion iiber |G| an und sehen, da die v; — 1 mit v; > 1 durch
G/G" eindeutig bestimmt sind. Damit sind die v; mit v; > 1 durch G festgelegt, und wir
erhalten die Anzahl der ¢ mit v; = 1, weil wir k kennen. (Alternativ konnen wir hier auch
Zi-“:l v; = n beniitzen.) [

Man beachte, daft hier zwar die Exponenten v; eindeutig bestimmt sind, dafs es aber bei
der Wahl der Summanden H; im allgemeinen mehrere Moglichkeiten gibt. Zusammenfas-
send erhdlt man die folgende Klassifikation endlich erzeugbarer abelscher Gruppen.

Satz 5.17. FEine endlich erzeugbare abelsche Gruppe ist direkte Summe endlich vieler
zyklischer Gruppen, deren Ordnung unendlich oder Potenz einer Primzahl ist. Die
vorkommenden Ordnungen sind eindeutig bestimmt; es existieren eine Zahl v > 0
und eindeutig bestimmte Primzahlpotenzen ¢; (j = 1,...,1), so daff G/T(G) frei
abelsch vom Rang r ist und

T(G) = (Z/nZ)® (Z/gZ) & -~ & (Z/aZ)

gilt.
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UBUNGEN

§ 1 Die Sédtze von Sylow

1.

2.

10.

11.

Sei p eine Primzahl. Zeige, da® jede Gruppe der Ordnung p? kommutativ ist.

Seien p eine Primzahl und G eine endliche p—Gruppe. Zeige: Ist H ein Normalteiler von G
mit [H| =p, so gilt H < Z(G).

. Sei p eine Primzahl, ¢ eine Potenz von p, m ein positives Vielfaches von p. Von einer

1 0
n x n-Matrix A mit Eintragen aus Z/mZ sei bekannt, daf A9 = E :=

0 1
gilt. Zeige, dak es einen ,Spaltenvektor* v € (Z/mZ)", v # 0, mit Av = v. gibt. Hier
ist Av als Matrixmultiplikation einer n x n—Matrix mit einer n x 1-Matrix aufzufassen;
die dabei auftretenden Multiplikationen und Additionen sind Multiplikation/Addition von
Restklassen in Z/mZ. (Hinweis: Die Gruppe G := ({E, A, A% ..., A1} .) operiert durch
Matrixmultiplikation auf V' := (Z/mZ)"™. Wieviel Elemente hat V7 Wie viele Elemente
konnen die Bahnen dieser Gruppenoperation haben?)

. Seien p eine Primzahl und G eine endliche p—Gruppe. Sei H eine Untergruppe von G mit

H # G. Zeige, dakt H echt im Normalisator Ng(H) von H in G enthalten ist. (Hinweis:
Man unterscheide die Fille Z(G) € H und Z(G) ¢ H.)

. Gegeben seien zwei Primzahlen p,q mit p # ¢. Zeige: Jede Gruppe der Ordnung pg oder

pg? besitzt eine normale p— oder ¢—Sylowuntergruppe.

. Bestimme eine 2—Sylowuntergruppe der symmetrischen Gruppe Sy .

. Seien p eine Primzahl und n eine ganze Zahl mit 0 < n < p?. Zeige, daR alle p—Sylowunter-

gruppen der symmetrischen Gruppe S,, abelsch sind.

. Sei G eine Gruppe der Ordnung 200. Zeige: Es existiert ein nicht—trivialer Normalteiler N

von G, der kommutativ ist.

. Seien G eine p—Gruppe, p eine Primzahl und S eine p—Sylowuntergruppe von G. Setze

H = N¢(S). Zeige, daR S die einzige p—Sylowuntergruppe von H ist und daf Ng(H) = H.

Sei F' ein endlicher Korper. Die Menge aller Matrizen (g l;) mit a,b,c € F, a,c # 0 ist eine
Untergruppe B von GLo(F'). Zeige, dak alle Sylowuntergruppen von B abelsch sind.

Setze H = Ss. Im folgenden benutze man, daf fiir n > 5 die einzigen Normalteiler von S,
gerade S, und A, und {e} sind.

(a) Zeige, dak H genau sechs 5-Sylowuntergruppen P, Ps, ..., Ps enthélt.

(b) Zeige: Fiir alle ¢ € H gibt es ein 7(0) € Sg mit oPio™! = (o) (s) fidr alle i. Die
Abbildung 7 ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus H — Sg.

(c) Setze Hy := {0 € S¢ | o(k) = k} fir 1 < k < 6. Zeige, dak jedes Hy zu H = Ss
isomorph ist, daf die Hj, eine Konjugationsklasse von Untergruppen in Sg bilden, und daf
7(H) zu keinem Hj, konjugiert ist.

(d) Seien Ly = 7(H), Ls,...,L¢ die Linksnebenklassen von 7(H) in Sg. Fiir alle o € Sg
gibt es ein (o) € S¢ mit 0 L; = Ly (o) fiir alle i. Zeige, dah ¢ ein dukerer Automorphismus
von Sg ist. (Hinweis: Zeige, dal o(7(H)) nicht zu 7(H) konjugiert ist.)
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Der

12

13

§2
14
15

16.

§3

17

18.
19.
20.

21.

22.

Ezxponent einer endlichen Gruppe:

. Ist G eine endliche Gruppe, so ist der Ezponent von G, bezeichnet exp(G), definiert als
das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen der Elemente der Gruppe, d.h. exp(G) :=
kgV{ord(g) | g € G}. Zeige:

(a) exp(G) teilt |G].
(b) Ist p eine Primzahl, die |G| teilt, so gilt p | exp(G).
(¢) Sind G,G’ zwei isomorphe endliche Gruppen, so ist exp(G) = exp(G’).

(d) Bestimme den Exponenten einer Diedergruppe.

. Ist G eine endliche Gruppe vom Exponenten exp(G) = 2, so ist G kommutativ.
Normal- und Kompositionsreihen

. Sei n > 0 eine ganze Zahl. Bestimme eine Kompositionsreihe der Diedergruppe Da,, .

. Seien p eine Primzahl und G eine endliche p—Gruppe. Zeige:

(a) Ist |G| = p™, so enthilt eine Kompositionsreihe von G genau n verschiedene Untergrup-
pen # {e}.

(b) Ist H eine Untergruppe von G, so gibt es eine Kompositionsreihe von G, in der H einer
der Terme ist. (Hinweis: Aufgabe 4)

Eine Kette Gy = {e} < G1 < G2 < --- < G, = G von Untergruppen einer Gruppe G heift
eine Hauptreihe von G, wenn alle G; normal in G sind und wenn es fiir jedes ¢ > 0 keinen
Normalteiler H in G mit G;—1 < H < G; gibt. Zeige: Jede endliche Gruppe G besitzt eine
Hauptreihe; je zwei Hauptreihen von G sind dquivalent.

Auflosbare Gruppen

. Bestimme D(A4).
Bestimme alle Kompositionsreihen der symmetrischen Gruppe Sy.
Zeige, daf die symmetrische Gruppe S,, genau dann auflésbar ist, wenn n < 5 gilt.

Sei K ein Korper, und sei B die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen in der allgemeinen
linearen Gruppe GL, (K). Zeige: Die Gruppe B ist aufldsbar, wenn n = 3 ist. [Diese Aussage
gilt auch fiir beliebiges n, ist dann jedoch schwieriger zu begriinden. |

Sei G eine Erweiterung einer zyklischen Gruppe A durch eine zyklische Gruppe B:
1—A-55G-5B—1.

Sei a € G das Bild unter ¢ eines Erzeugenden von A, und es werde b € G durch 7 auf ein
Erzeugendes von B abgebildet. Zeige:

(a) G wird von {a,b} erzeugt.
(b) Es gibt ein 7 € Z mit ab = ba". (Sei dieses r im folgenden fest gewiihlt.)

(¢) Ein Homomorphismus ¢ : G — G’ in eine Gruppe G’ hat genau dann ein abelsches
Bild imp < G’, wenn a”" ! € ker .

(d) Zeige, dah fiir die Kommutatoruntergruppe gilt: [G,G] = (a"~1).

Zeige: Ist G eine einfache Gruppe und besitzt G eine Untergruppe H vom Index k, wobei
k > 2, dann teilt die Gruppenordnung |G| den Wert k!/2.
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§ 4 Nilpotente Gruppen

23.

24.

25.

Seien p eine Primzahl und G eine endliche p—Gruppe. Zeige:

(a) Esgilt D(G) < H fiir jede maximale Untergruppe H von G.

(b) Ist H eine Untergruppe von G mit H D(G) = G, so gilt H = G.

(c) Seien g1, 92, -..,9r € G, so daf die Faktorgruppe G/D(G) von den Nebenklassen g; D(G)
mit 1 <1 <n erzeugt wird. Dann gilt G = (g1,92,.--,0r)-

Sei K ein Korper, und und sei U die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen mit Ein-
sen auf der Diagonalen in der allgemeinen linearen Gruppe GL, (K). Zeige: Die Gruppe U
ist nilpotent, wenn n = 3 ist. [Diese Aussage gilt auch fiir beliebiges n, ist dann jedoch
schwieriger zu begriinden.|

Zeige: Jede Gruppe der Ordnung 1000 ist eine Erweiterung einer nilpotenten Gruppe durch
eine nilpotente Gruppe. (Hinweis: Sylowsétze)

§ 5 Abelsche Gruppen

26.

27.

28.
29.

30.

31.

Fiir eine beliebige Primzahl p und alle n € N bestimme ein erzeugendes Element der p—
priméren Komponente der endlichen abelschen Gruppe Z/nZ und die Ordnung dieser Kom-
ponente.

Die abelsche Gruppe (Q,+) besitzt U, := {z/p” | z,v € Z,v > 0} fiir eine Primzahl p als
Untergruppe. Zeige, dak die Faktorgruppe G = Q/Z die p—priméire Komponente G, = U,/Z
hat. Wie sehen die echten Untergruppen von G, aus?

Bestimme bis auf Isomorphie alle Gruppen der Ordnung 1225.

Sind p und q verschiedene Primzahlen, so wird jede abelsche Gruppe der Ordnung p?q? von
2 Elementen erzeugt. (Hinweis: Aufgabe 1.30)

Zeige: Eine endliche abelsche Gruppe besitzt genau dann zwei maximale Untergruppen, wenn
sie zyklisch von der Ordnung p®q® ist, wobei p und ¢ verschiedene Primzahlen sind und
a,be N, a,b>0, gilt.

Eine Folge abelscher Gruppen und Gruppenhomomorphismen

o e 6 — G e I {0
heifft exakt, wenn im f; = ker f;41 fiir ¢ = 0,...,n — 1. Sind in einer solchen Folge die

Gruppen G; endlich von der Ordnung a;, so gilt [}, ai_l)l = 1. Sind die G; freie abelsche
Gruppen vom Rang r; < oo, so gilt i, (—1)'r; = 0.
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A Freie Gruppen, Erzeugende und Relationen

Ist H eine abelsche Gruppe, so gibt es eine freie abelsche Gruppe F' zusammen mit
einem surjektiven Homomorphismus « : F — H, d.h., H ist Faktorgruppe einer freien
abelschen Gruppe. Ist F' frei abelsch mit Basis X, so hat man also F/ kera = H; die-
ser Isomorphismus erlaubt es, eine Beschreibung von H durch die Bilder unter « der die
Gruppe F frei erzeugenden Elemente von X modulo gewisser durch ker o gegebenen ,,Re-
lationen“ zu geben. Um dieses Konzept auf beliebige Gruppen zu verallgemeinern, ist es
notwendig, analog den Begriff einer freien Gruppe mit Basis einzufiihren.

A.1. Sei X eine Teilmenge einer Gruppe F'. Dann heifst F' freie Gruppe mit Basis X,
falls (X) = F und falls es zu jeder Gruppe H und jeder Abbildung f : X — H einen
Homomorphismus ¢ : F' — H gibt, der f fortsetzt.

Ist F freie Gruppe mit Basis X, so ist die Faktorkommutatorgruppe F2P := F/D(F)
eine freie abelsche Gruppe mit Basis X := {zD(F) | ¥ € X}. Dies siecht man so: Sei F’
freie abelsche Gruppe mit Basis X . Dann gibt es einen Homomorphismus ¢ : F — F’ mit
p(z) =z fiir alle z € X. Weil F’ kommutativ ist, liegt D(F') im Kern von ¢, und es gibt
einen induzierten Homomorphismus @ : F?» — F/ mit $(zD(F)) = z fiir alle z € X . Die
Behauptung folgt, wenn wir wissen, daft @ ein Isomorphismus ist.

Weil F#P kommutativ ist, liefert die universelle Eigenschaft von F’ einen Homomor-
phismus ¢ : ' — F® mit (z) = 2D(F) fiir alle € X. Nun sind ¢ und @ zu einander
inverse Isomorphismen, weil ihre Zusammensetzungen auf den Erzeugendensystemen X
bzw. X die Identitit sind.

Satz A.2. Seien F| und F» freie Gruppen mit Basen X1 und Xo. Dann ist Fy
genau dann zu Fy isomorph, wenn |X1| = |Xa| gilt.

Beweis: <: Es gibt eine Bijektion f : X; — Xy, also auch die inverse Abbildung f~' :
X9 — Xj. Zu diesen gibt es Homomorphismen ¢ : F; — F5 und ¢ : Fy — F] mit Ylx; = f
und Yx, = L. Fiir den Homomorphismus v o ¢ : Fy — Fy gilt dann (¢ o ¢)(z) =
7Y f(z)) = z fiir alle € X;. Da die Menge X die Gruppe F} erzeugt, folgt 1op = IdF, .
Analog zeigt man ¢ o1 = Idp,. Deshalb ist ¢ : F1 — F» ein Isomorphismus.

=: Sind F; und F» isomorphe Gruppen, so sind auch die zugehérigen Faktorkommuta-
torgruppen Ff‘b und F;b isomorph. Diese sind jedoch freie abelsche Gruppen Ffb mit
Basis X; wie oben beschrieben. Also folgt die Behauptung aus der fiir freie abelsche Grup-
pen. Diese ist in I1.5.5 gezeigt. [ ]

A.3. Die Existenz freier Gruppen mit einer beliebigen gegebenen Menge als Basis ergibt

sich in folgender konstruktiver Weise:

Sei I irgendeine Menge. Fiir jedes i € I betrachte man die Symbole 1'3'1 und 1';1; sie

bilden jeweils die Mengen X+ := {zF! |i € I} und X! := {27! | i € I'}. Die Elemente
von X*t'U X~! heifen Buchstaben. Ein Wort ist eine endliche Folge von Buchstaben,
bezeichnet durch

— pE1

Ek
’U)—Iz-l Izk

mit k € N, 4; € I, ¢; = £1; das leere Wort werde mit e bezeichnet. Man verkniipft zwei
gegebene Worte w und w’ durch Nebeneinanderstellen, w - w’; man setzt e -w := w und
w - e:=w fiir irgendein Wort w. Eine elementare Transformation eines Wortes w besteht
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darin, daR man in die w definierende endliche Folge einen Ausdruck der Form af z;°
mit 2; € X*T! = Xt U X! einsetzt oder ihn weglift. Zwei Worte w; und ws heifien
dquivalent, wy ~ wsy, falls sie durch eine endliche Abfolge elementarer Transformationen
ineinander iibergefithrt werden konnen. Auf der Menge W der Worte ist dadurch eine
Aquivalenzrelation definiert; es gilt zudem: w; ~ wa, v] ~ vy = wiv] ~ wovy. Die Menge
der Aquivalenzklassen [w] von Worten w in W werde mit F := W/~ bezeichnet. Durch
die Zuordnung ([w], [v]) — [w - v] wird eine Verkniipfung - : F x F' — F auf F definiert,
diese ist assoziativ, und die Klasae [P} hat die Eigenschaft [e] - [w] = [w] - [e] = [w] fiir jedes
[w] in F. Setzt man zu w = 25! ... 4k, v i=a; . ox T so gilt veow ~ e, wev ~ e, also
[v] - [w] = [w] - [v] = [e]. Deshalb 1st F versehen mit der Verkniipfung - eine Gruppe. Die
Gruppe F wird von der Menge [X] der [z;1],i € I erzeugt, denn fiir w = ailoagf in W
gilt
[w] = [z |7 - [, ],

wobei [v]~! das inverse Element zu [v] bezeichnet.

Satz A.4. Die Gruppe F ist freie Gruppe mit Basis [X].

Beweis: Sei H eine Gruppe, und sei o : [X] — H eine Abbildung. Diese bestimmt eine
Abbildung o : Xt — H mit a(z;) = o/([X;]), die sich durch die Zuordnung

‘Tzsll o xf: = a(xil)sl e 'a(aik)sk

zu einer Abbildung « : W — H erweitert. Sind wi, wy Aquivalente Worte, wy ~ wa, so
gilt a(wy) = a(wsy), also wird durch « eine Abbildung ¢ : FF = W/~ — H induziert,
o([w]) = a(w). Fiir beliebige Elemente [w;] € F, i = 1,2, gilt

o([un]fwa]) = p([wr - wa]) = a(wy - w2) = awr) - a(w2) = p([w1])p([ws])-

Deshalb ist ¢ ein Homomorphismus, der o' fortsetzt. ]
Korollar A.5. Fiir jede Menge Y existiert eine freie Gruppe F mit Basis Y .

Bemerkungen A.6. (1) Ein Wort w heiRt reduziert, wenn es keine Anteile der Form
i, © mit ; € X +1 ¢ = +1, enthilt; es ist sinnvoll, das leere Wort e als reduziert
zu bezeichnen. Ist ein Wort w gegeben, so enthélt es, wenn es nicht schon reduziert ist,
einen Anteil der Form zfz;° mit z; € X *1 und € = £1. LRt man diesen Anteil fort, so
erhilt man, durch Wiederholen des Vorgehens, nach endlich vielen Schritten, ein reduziertes
Wort w’, das dquivalent zu w ist.

Sind wy und we zwel dquivalente Worte, so zeigt man [mittels Induktion {iber die
Anzahl der elementaren Transformationen, die notwendig sind, w; in wse {iberzufiihren],
dak w} = w} gilt. Deshalb enthilt jede Aquivalenzklasse [w] von Worten w in W ein
eindeutig bestimmtes reduziertes Wort.

(2) Jedes Element der zuvor konstruierten Gruppe F = W/~ kann deshalb eindeutig in
der Form [w], w reduziertes Wort, geschrieben werden. Identifiziert man w mit [w] in F,
so kann jedes Element von F' eindeutig in der Form

H1 Hi
w=ayl . k>0,
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mit p; (i = 1,...,k) ganze Zahlen ungleich 0 und z; # xj,,, geschrieben werden. Dieser
Ausdruck wird auch die Normalform von w genannt.

(3) Seien G eine Gruppe und Y C G eine Teilmenge. Kann jedes Element ¢ in G eindeutig
in Form g =y ... y* mit y; € Y, k > 0,15 # 0, y; # yit1 (i = 1,...,k) geschrieben
werden, so ist G eine freie Gruppe mit Basis Y.

Satz A.7. Ist G eine Gruppe, so existiert eine freie Gruppe F zusammen mit
einem surjektiven Homomorphismus « : F — G, d.h., G ist Faktorgruppe einer
freien Gruppe.

Beweis: Nach dem vorhergehenden Korollar existiert eine freie Gruppe F' mit Basis G. Zu
Id: G — G existiert dann ein Homomorphismus a : F' — G mit a|g = Id; dann ist « ist
surjektiv, da a|g surjektiv ist. |

A.8. Dieses Ergebnis erlaubt es, eine gegebene Gruppe G als Faktorgruppe F/N einer
freien Gruppe F' zu schreiben. Ist F' frei mit Basis X, und ist N die normale Hiille in F'
einer Menge R, so heifit das Paar (X, R) eine Prisentation der Gruppe G. Man schreibt
auch G = (X | R). Bezeichnet X’ die Menge der Bilder 2’ der Elemente x in X unter
a: F — F/N = G, so erzeugt X' die Gruppe G. Ist r € R, d.h. r = r(x1,...,2,) ein
Wort, so gilt in G die Identitdt r(zf,...,a}) =1. Ublicherweise spricht man deshalb von
den Elementen von X als den (definierenden) Erzeugenden von G, und die Gleichungen
r =1, r € R, heifen die (definierenden) Relationen von G.

Als Kern des Homomorphismus « : F — G ist N normale Untergruppe von G; deshalb
ist es nicht notwendig von den die definierenden Relationen ergebenden Elementen r € R
zu fordern, daR sie N erzeugen. Mit einer Relation 7 = 1 gilt auch grg~! = 1 fiir jedes
geG.

Zur Vereinfachung der Notation schreibt man héufig bei einer gegebenen Menge X =
{z1,...,2n} und einer Menge R = {ry,...,rn}

G={(21,...,¢p | "1 =1Lra=1,...,1p=1).

Eine Prasentation (X, R) einer Gruppe G heifit endlich, falls die Mengen X und R endlich
sind. In diesem Fall heift G = (X | R) endlich prasentiert.

Satz A.9. Sei F eine freie Gruppe mit Basis X, seien G und H Gruppen mit
Prisentationen o : F — G bzw. f: F — H, so daff kera < ker 8 gilt, d.h.,
so dajf$ jede Relation fir G auch eine fir H ist. Dann ist H zu einer Faktorgruppe
von G isomorph.

Beweis: Der zweite Isomorphiesatz (1.4.5) ergibt
H = F/ker § = (F/ker a)/(ker 3/ ker o) = G/N,
wobei N := ker 3/ker a. Also ist H zu einer Faktorgruppe von G isomorph. |

Beispiele A.10 (1) Die zyklischen Gruppen Z/nZ = (z | ™ = 1) und Z = (z) sind
endlich préasentierbar.
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(2) Die Diedergruppe Dy, gegeben als das semidirekte Produkt N x H einer zyklischen
Gruppe N = (n) der Ordnung % und der zweielementigen Gruppe H = (h), siehe 1.5.7(1),
besitzt die endliche Présentation

(n, h|nF =1, =1, hlnh=n"1).

Ersetzt man das Element n in diesem Erzeugendensystem durch m := nh, so erhélt man
die endliche Présentation

(m, h | m?=n%=1, (mh)" =1).

(3) Ist G ={g1,-..,9n} eine endliche Gruppe, so existiert eine freie Gruppe F mit Basis
X ={z1,...,x,} zusammen mit einem surjektiven Homomorphismus « : F — G, definiert
durch z; +— g; fiir alle 4. Zu je zwei Indizes 4,5 € I := {1,...,n} ist durch gig; = gm.j)
) |i,5 € I}, s0ist (X, R)

ein m(i,j) € I eindeutig festgelegt. Setzt man R := {;z;z
eine endliche Présentation von G'.

1
m(i,j

(4) Die symmetrische Gruppe S, n > 1, wird von den Transpositionen y; := (i4+ 1) mit
1 <i<n—1 erzeugt, vgl. 1.3.3.d. Fiir diese Elemente gilt

y? = 1 firl<i<n-—1,
(yiyir1)? = 1 firl<i<n-—2
(yiyj+1)? = 1 firl<i<j<n-—2
Wir wollen zeigen, daf S,, eine endliche Prisentation mit Erzeugenden zi,...,x,_1 und
Relationen
z?=1, (zpape1)® =1, (zsmep1)? =1

hat, wobei 1 <i<n—1lund 1 <k<n—2und 1< s <t<n-—2.Dazu bezeichnen wir die
durch diese Prisentation definierte Gruppe mit ¥,,. Es gibt dann einen surjektiven Homo-
morphismus « : 3, — S, definiert durch x; — y; fiir alle i. Es geniigt deshalb zu zeigen,
daf |X,| < n! gilt, denn dies ergibt wegen [, : kera] = n!, daf « ein Isomorphismus ist.

Der Beweis der Abschitzung |3,| < n! erfolgt durch Induktion iiber n. Der Fall n =
2 ist klar, weil Yo = (z7 | 22 = 1) zyklisch von der Ordnung 2 ist. Sei nun n > 2.
Betrachte in 3, die Untergruppe T := (x1,...,Zn—2) von %,. Es gibt einen surjektiven
Homomorphismus ¥, 1 — T'; also gilt nach Induktionsvoraussetzung |T'| < (n — 1)!.
Daher geniigt es, die Abschitzung [X,, : T] < n zu zeigen.

Betrachte die n Nebenklassen

Ny :=T und Nj:=Tzp 1Tp_2...7; mitl1<j<n-—1

Wir wollen zeigen, daf es fiir alle ¢ und j ein k mit Njz; = N gibt. Dann folgt, daf
U;-Lzl N; stabil unter Rechtsmultiplikation mit allen x; ist. Weil die x; die Gruppe 3,
erzeugen, erhalten wir dann ¥, = (Ji_; N; und [Z, : T] < n.

Sei also 1 <¢ <n — 1. Nach Definition gilt

Nit1m; = Nj.
Da mf =1, also x; = 2 L folgt daraus unmittelbar

Nil‘i = Ni+1.
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Wegen x,,, = z;;! fiir alle m kann man die die Relationen (z3xx11)3 =1 und (zs741)2 =1
in der Form x2g 110k = Tgr1052k+1 Und T4Tep1 = Te412s umschreiben. Daraus folgt fiir
alle j > i+ 1, da

Njxi =Txp 10p2... 250 = Tr;wn 12p2...05 =Try 124 2...705 = Nj.

(Beachte, dak i <n—1, also z; € T, wenn ein j < n mit ¢+ 1 < j existiert.) Fir j < i
erhalten wir schliefslich:

Nj.’Ei = T.Tn_l e Tjg = T((l?n_] R AR | xixi_])xi(ri_g e .Tj)
= T(@p-1-- Tit1)Ti12x1(Ti—2 . . . x5)
= Tz 1(Tp-1... Tig1)TiTi—1(Ti—2 ... T;)

= T:rn_l...:cj :Nj.

(5) Sei SLo(Z) ={ A € Ms(Z) | det A =1} die Gruppe der ganzzahligen (2 x 2)-Matrizen
mit Determinante 1. Setze

({0 -1 (11 By 0 1
5.7(1 0), t.7<0 1), ri=s1t= stf(_l _1).

Man sieht leicht, daR ords = 4, ordt = oo und ordr = 3. Aus s> = —1I folgt rs> =
s?r. Wir wollen zeigen, dak SLy(Z) eine endliche Priisentation mit Erzeugenden s,r und
Relationen m =1, st =1, rs* = s?r hat.

Zuerst zeigen wir, daf die Elemente s und ¢ die Gruppe SLo(Z) erzeugen. Sei ¥ die
von s und ¢ erzeugte Gruppe. Fir jedes v = (ZZ) € SLy(Z) ist zu zeigen, dak v € ¥;
dazu beniitzen wir Induktion iiber |a| + |c|.

Gilt |a|+|c| =1, so gilt entweder |a| =1 und |¢| = 0 oder |a| =0 und |¢| = 1. Im ersten

Fall folgt d = a, und es gilt entweder v = ((]) ll’) =t oder y = — <é _117) = 5%t~". Im andern

Fall folgt b = —c, und es gilt entweder v = ((1) _dl) = st oder y = — (? :;) = 5%t~ Auf

jeden Fall erhélt man v € 3.
Sei nun |a| + |c| > 1. Aus dety =1 folgt a # 0 # c¢. Wegen sy = < —db) konnen wir

c
—a

annehmen, daf |¢| < |a|. Wahle k € Z, so dak |a + kc| < |¢[. Dann gilt

k. (a+kc b+kd
t’y—( . d .

Da |a+ ke| + |¢| < |c| +|a| liefert die Induktionsvorausssetzung t*y € ¥, also auch v € ¥.

Damit haben wir gezeigt, daf SLa(Z) = (s,t). Wegen r = s3t wird SLs(Z) auch von
s und 7 erzeugt. Sei nun G die Gruppe mit Erzeugenden S, R und Relationen S* = 1,
R3 =1, RS? = S?R. Die vorangehenden Bemerkungen zeigen, daf es einen surjektiven
Gruppenhomomorphismus ¢ : G — SLy(Z) mit ¢(S) = s und ¢(R) = r gibt. Wir
behaupten, daf ¢ auch injektiv ist.

Auf Grund der definierenden Relationen von G hat jedes g € G die Form

g=R"SR"?S...R"SS™ oder g=S"R"SR"S...R"S
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mit n >0, 0 <m <4 und y; € {1,2} fiir alle i. Ist g € ker ¢, so folgt

rlsr?s. . .rvng = gt (1)

mit 4 = —m. Nun rechnet man leicht nach, dafs

rs:(i (1)) und 7’25:(_(1) i) 2)

sowie fiir alle a,b,c,d € Z

(¢ m)r=(ozy ) (& 0)=(20 o2h)=- (L 02t) @

Durch Induktion iiber n zeigt man nun: Fiir alle n > 1 hat die linke Seite in (1) die Form

+ (‘ZZ) mit a,d > 0, b,c <0 und b+c < 0: Fiir n = 1 gilt dies nach (2), fiir n > 1 benutzt

man (3) zur Induktion. Da keine Potenz von s diese Form hat, impliziert (1), daf n = 0.
Dann gilt s# = 1; daraus folgt 0 = p = m, also g = 1. Daher ist ¢ ein Isomorphismus,
und es gilt

SLy(Z) = (s,7 |3 =1,s" =178 = s*r).

Liegt v = (‘i Z) im Zentrum von SLy(Z), so gelten sy =ys und ty = 7t, also

—c —d b —a a a+b a+c b+d
( a b):(d fc) und (c c+d):< c d )

Daraus folgt b = —c und a = d sowie ¢ = 0, also v = (82) Wegen dety = 1 muf
nun a = +1 sein. Deshalb gilt Z(SLy(Z)) = {£I} = (s%). Man nennt die Faktorgruppe
I' := PSLy(Z) := SLy(Z)/Z(SL2(Z)) die Modulgruppe. Bezeichnen wir die Klassen von
s und 7 in I' wieder mit s und 7, so folgt aus Satz A.9, daf I' die Gruppe mit den
Erzeugenden s, und den Relationen 73 = 1, s* = 1, rs% = s%r, s = 1 ist. Die beiden
mittleren Relationen folgen nun aus der letzten; damit erhalten wir

I'=PSLy(Z) = (s,7|rP=1s=1).

Bemerkungen A.11. (1) Es ist nicht richtig, daf jede endlich erzeugbare Gruppe G
auch endlich présentierbar ist. Zum Beispiel gibt es nur abzéhlbar viele Isomorphieklassen
von Gruppen, die endlich préasentierbar sind, aber iiberabzahlbar viele Isomorphieklassen
von Gruppen, die von zwei Elementen erzeugt werden. (Dies wurde zuerst von Bernhard
Neumann! gezeigt.)

(2) Topologische und geometrische Untersuchungen fiihren héufig zu Beschreibungen von
Gruppen durch Erzeugende und Relationen, zum Beispiel fiir Fundamentalgruppen. An-
dererseits liefert eine Realisierung einer Gruppe G als Gruppe von Transformationen auf
einem geometrischen oder topologischen Objekt oft Aussagen zur Struktur von G. Zum
Beispiel kann man die Présentation der Modulgruppe von A.10(5) auch mit Hilfe von deren
Operation auf der oberen Halbebene (den komplexen Zahlen mit positivem Imaginérteil,
vergleiche Aufgabe 1.43) herleiten. Indem man freie Gruppen als Fundamentalgruppen rea-
lisiert, erhélt man einen Beweis fiir den Satz von Nielsen und Schreier, daf Untergruppen
freier Gruppen wieder frei sind.

!Some remarks on infinite groups, J. London Math. Soc. 12 (1937), 120 -127
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UBUNGEN

1. Zeige: Ist F eine freie Gruppe mit n Erzeugenden, so gibt es 2" Homomorphismen von F
in eine zyklische Gruppe der Ordnung 2.

2. Zeige, da die Gruppe (z,y | 2® = y? = 27 lyaxy = 1) zyklisch von der Ordnung 6 ist.

3. Betrachte in Sg die Transpositionen y;, 1 <i <5 wie oben in Beispiel A.10(4). Setze
H=(19BHGE),  H=(1E5E6), = (13)24)56),

z1=(12)(36)(45),  z5=(14)(23)(56).
Zeige: Es gibt einen (dufieren) Automorphismus ¢ von Sg mit ¢(y;) = z; fiir alle 7.
4. Beweise die Behauptungen iiber die Diedergruppe in A.10(2).

5. Sei (X, R) eine Prisentation einer Gruppe G. Setze R’ := {zyz~ly~! | x,y € X, v # y}.
Zeige, daR (X,R U R’) eine Présentation der Faktorgruppe G/[G, G| von G nach seiner
Kommutatorgruppe [G, G| ist.

B Die allgemeine lineare Gruppe

Die allgemeinen und speziellen linearen Gruppen iiber einem Korper sind, neben den sym-
metrischen Gruppen, die am héufigsten in der Mathematik betrachteten Gruppen. Sie treten
in den verschiedensten Gebieten auf.

Im folgenden beschreiben wir Erzeugende fiir die speziellen linearen Gruppen und be-
stimmen die Zentren sowie die Kommutatoruntergruppen der allgemeinen und speziellen
linearen Gruppen. Wir zeigen, dafs die Faktorgruppe einer speziellen linearen Gruppe nach
ihrem Zentrum einfach ist (mit wenigen Ausnahmen). Dann betrachten wir eine spezielle
Klasse von Untergruppen, die parabolischen Untergruppen, die fiir (nicht nur) geometri-
sche Anwendungen besonders wichtig sind. Zu diesen parabolischen Untergruppen gehort
die Untergruppe aller invertierbaren oberen Dreiecksmatrizen. Wir zeigen, daf die Dop-
pelnebenklassen nach dieser speziellen Untergruppe in natiirlicher Weise durch die sym-
metrische Gruppe parametrisiert werden — das ist die sogenannte Bruhat-Zerlegung —
und stellen so einen Zusammenhang mit einer anderen wichtigen Klasse von Gruppen, den
Permutationsgruppen, her.

In diesem Abschnitt seien K ein fester Kérper und n eine ganze Zahl mit n > 2.

B.1. Wir bezeichnen mit GL,(K) die Gruppe aller invertierbaren n x n—Matrizen tiber K,
die allgemeine lineare Gruppe vom Grad n iber K, sieche Beispiel 1.1.2(4). Die spezielle
lineare Gruppe SL,(K) vom Grad n iiber K ist die Untergruppe aller g € GL,,(K) mit
det(g) = 1, siche Beispiel 1.1.10(2).

Sei e1,e9,...,e, die Standardbasis von K"; es ist also e; = (1,0,0,...,0) und es =
(0,1,0,...,0) und so weiter. Im folgenden beniitzen wir diese Basis, um den Raum M, (K)
aller n x n—Matrizen iiber K mit der Menge aller linearen Abbildungen K" — K™ zu
identifizieren. Das heifit, wir interpretieren eine Matrix A = (a;;) € M, (K) als die lineare
Abbildung A : K" — K™ mit A(e;) = Y27 ajie; fiir alle i. Dabei wird insbesondere
GL,(K) mit GL(K™) identifiziert.

Fir alle 4,7 mit 1 < 4,5 < n sei E;j € M,(K) die Matrix, die als lineare Abbildung
durch Ej;(ej) = e; und Ejj(er) = 0 fiir alle k # j gegeben ist. Die E;; bilden eine Basis
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von M, (K) iiber K; eine beliebige Matrix A = (a;;) in M, (K) erfillt A = Z” ai; Eyj.
Die Einheitsmatrix in M, (K) ist I =7, E;;. Es gilt

EijEy = 6j1Ey (1)

fiir alle 4, j, k, 1.
Fiir alle 4,7 mit ¢ # j und 1 <4,57 <n und fir alle a € K setze

zij(a) = I + aBy;. (2)
Dann ist z;5(a) € SL,(K). Man rechnet leicht nach, daff
zij(a)zi;(b) = xi5(a + b) fiir alle a,b € K (3)

gilt. Insbesondere ist z;;(0) = I und z;;(—a) = z;(a) L.

Die zj;(a) sind mit gewissen elementaren Matrizenumformungen verbunden: Fiir jedes
A € My(K) erhilt man z;;(a)A aus A, indem man das a—fache der j-—ten Zeile in A
zur i-ten Zeile addiert, und man erhélt Az;;(a) aus A, indem man das a—fache der i—ten
Spalte zur j—ten Spalte addiert.

Diese Tatsache ist die Grundlage fiir das aus der Linearen Algebra bekannte Verfahren
zur Berechnung von inversen Matrizen. Mit ihrer Hilfe zeigt man auch:

Satz B.2. Die Gruppe SL,(K) wird von allen x;;(a) mit a € K und 1 <4,j5<n
und i # j erzeugt.

Beweis: Sei g € SL,(K). Wir zeigen: Es gibt eine Folge von elementaren Zeilenoperationen
des Typs ,,Addiere ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile, die g in die Einheitsma-
trix iberfithrt. Nach der Bemerkung zum Schluf von B.1 gibt es g1, go, .. ., gm von der Form
gr = Tjj,(ay) Mit gp, ...g2919 = I. Dann folgt die Behauptung aus g = gflggl coogit
und aus g, = ;. (—a,).

Sei g = (ay;). Es gibt k mit ag; # 0; sonst wére némlich die erste Spalte von g gleich 0
und damit det(g) = 0 im Widerspruch zur Annahme, daf g € SL,(K). Ist a1 # 0, so
setze g; = I; sonst setze g1 = %g;(1). In beiden Fallen erfiillt g1g = (bs;) nun by # 0.
Setze go = x12((1 — bu)bgf). Dann erfiillt gog19 = (ci5), dak c¢1p = 1. Nun addieren wir
fir i = 2,3,...,n das (—c¢;1)—fache der ersten Zeile zur i—ten Zeile. Danach haben wir g
durch elementare Zeilenoperationen in eine Matrix der Form

iibergefiihrt. Hier muf h € SL,,_1(K) sein, da sich bei den Umformungen die Determinante
nicht dndert.
Ist n = 2, so sind wir nun fertig: Denn es gilt ¢ = ((1)‘11) mit geeeignetem d € K.
Addition des (—d)-fachen der zweiten Zeile zur ersten Zeile gibt nun die Einheitsmatrix I.
Fiir n > 2 beniitzen wir Induktion iiber n. Danach fiihren elementare Zeilenoperationen
des genannten Typs h in die Einheitsmatrix I,,—; vom Grad n—1 {iber. Die Zeilenoperatio-
nen der (n—1) x (n—1)-Matrix h kdénnen auch als Zeilenoperationen der n x n—Matrix ¢’
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aufgefafst werden, bei denen die erste Zeile nicht beriihrt wird und bei denen sich die erste
Spalte nicht &ndert, weil immer nur ein Vielfaches von 0 zu 0 addiert wird.

Ist oben h = I,,_1, so addieren wir fiir j = 2,3,...,n ein Vielfaches der j-ten Zeile zur
ersten Zeile, so daf der j—te Eintrag in der ersten Zeile gleich 0 wird. Damit haben wir
dann g wie behauptet in die Einheitsmatrix iibergefiihrt. |

Bemerkung: Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K . Eine lineare Abbildung
f:V — V heikt Transvektion, wenn es ein v; € V mit f(v) —v € Kv; fiir alle v € V und
mit f(v1) = v gibt.

Ist hier v; = 0, so ist f die Identitat. Ist v; # 0, so gibt es fiir jedes v € V genau
ein A(v) € K mit f(v) = v+ A(v)vy; dann ist A : V — K linear und erfiillt A(vy) =0
wegen f(v;) = v;. Umgekehrt: Sind A € V* und v; € V mit A(vy) = 0 gegeben, so ist
v — v+ A(v)vy eine Transvektion von V.

Jede Transvektion von V' hat Determinante 1. Sind ndmlich f und v; wie oben mit
vy # 0, so kénnen wir v; zu einer Basis vy, vs,...,v, von V erginzen. Bezliglich dieser
Basis hat dann die Matrix von f obere Dreieckgestalt mit Einsen auf der Diagonalen, also
Determinante 1. Und ist v; =0, so ist f die Identitét.

Alle z;5(a) sind Transvektionen von K”: Man nehme vy = e;. Nun impliziert Satz B.2,
dak SL,(K) die von allen Transvektionen von K™ erzeugte Untergruppe von GL,(K) ist.

Satz B.3. (a) FEs ist SL,(K) die Kommutatoruntergruppe von GL,(K), aufer
wenn n =2 und |K| = 2.

(b) PEs ist SL,(K) ihre eigne Kommutatoruntergruppe, aufler wenn n = 2 und
|K| <3.

Beweis: (a) Die Determinante det : GL,(K) — K* ist ein Gruppenhomomorphismus
mit Kern SL,(K). Also ist GL,(K)/SL,(K) kommutativ, und daher enthélt SL,(K)
die Kommutatoruntergruppe D(GL,(K)) von GL,(K).

Um die umgekehrte Inklusion zu erhalten, reicht es nach Satz B.2, wenn wir zeigen, dafy
alle z;;j(a) zu D(GL,(K)) gehdren.

Ist t € GL,(K) eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen t1,ts,...,t,, ist also t =
Yo tiE;, so gilt stets

tag(a)t™ = wy(tit] 'a), (1)

also
tay (@) (@) = ay (8" — D), @)
Ist |K| > 2, so kénnen wir ¢ mit tit;l # 1 wihlen, zum Beispiel mit ¢; # 1 und ¢; = 1;
dann ist z;;(a) der Kommutator von ¢ und xij((titj_l —1)7ta), also in D(GL,(K)).
Nehmen wir nun an, daff » > 3. Dann kénnen wir zu gegebenen ¢ und j mit i # j ein k
mit 1 <k <n und k #i,j finden. Nun zeigt eine leichte Rechnung fiir alle a,b € K, da

zig(@)g; ()i (a) wry(b) ™ = wij(ab). (3)

Also ist z;j(a) der Kommutator von z(a) und x;,(1), also in D(GL,(K)).

(b) Die Gleichung SL,(K) = D(SL,(K)) folgt, wenn wir zeigen, daf jedes x;j(a) ein
Kommutator vom zwei Elementen in SL,(K) ist. Fiir n > 3 wird dies schon im Beweis
von (a) gezeigt, siehe (3).
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Wenn wir fiir n = 2 wie oben argumentieren wollen, miissen wir eine Diagonalmatrix ¢
mit tﬁ;l # 1 und det(t) =1 finden. Da nun {i,j} = {1,2} sein muf, gilt det(t) = ¢;t;.
Wenn K ein Element z # 0 mit 22 # 1 enthilt, so konnen wir ¢; = z und t; = 271 setzen
und alle Bedingungen erfiillen. Da das Polynom X2 —1 = (X — 1)(X + 1) hochstens zwei
Nullstellen in K hat, konnen wir z immer finden, sobald |K| > 3. [

Bemerkung: Fiir |K| = 2, also K = {0,1}, ist GL,(K) = SLp(XK); man kann zei-
gen, daR in diesem Fall D(SLy(K)) # SLo(K), siche Aufgabe 6. Auch fir |K| = 3 gilt
D(SLy(K)) # SLy(K), siehe Aufgabe 6.

Satz B.4. Sein € N, n > 2. Das Zentrum von GLy(K) ist die Menge aller Matrizen
al mit a € K*. Dies ist auch der Zentralisator von SL,(K) in GL,(K).

Beweis: Alle al mit a € K* sind sicher zentral in GL,,(K). Es reicht also, wenn wir zeigen:
Jede Matrix A = (a;;) € My(K), die mit allen Elementen von SL,(K) kommutiert, hat
die Form A = al mit a € K.

In der Tat gilt Az;;(1) = x45;(1)A fiir gegebene ¢, j, ¢ # j genau dann, wenn

n n
Z api By = Z ajil.
k=1 =1

Dies ist dquivalent zu az; = 0 fiir alle k£ # 4 und aj; = 0 fiir alle [ # j und a; = aj;.
Betrachten wir nun alle moglichen ¢ und j, so folgt die Behauptung. |

Bemerkung: Es folgt, dak das Zentrum von SL, (K) aus allen al mit a € K und a" =1
besteht.

Die Faktorgruppe PGL,(K) = GL,(K)/Z(GL,(K)) wird die projektive allgemeine lineare
Gruppe vom Grad n iiber K genannt, die Faktorgruppe PSL, (K) = SL,(K)/Z(SL,(K))
die projektive spezielle lineare Gruppe vom Grad n iiber K.

Lemma B.5. Setze P = {g € SL,(K) | g(e1) € Key}.
(a) Fsist Py eine mazimale Untergruppe von SLy,(K).

(b) FEs ist
1 ao an
= 0
H:{]JrzaiEu: . as,as,...,a, € K}
i=2 : I
0

ein abelscher Normalteiler von Py .

(c) Es gilt Nyesr,(x) gPig™t = Z(SLn(K)).
Beweis: (a) Wegen n > 2 ist Py # SL,(K). Sei G < SL,(K) eine Untergruppe mit
P, < G. Es ist zu zeigen, daf G = SL,(K). Sei g € G mit g ¢ P;.

Ist f € SL,(K) mit f ¢ P, sogilt f(e1) ¢ Key; also sind ey, f(e1) linear unabhingig
und wir konnen eq, f(e1) zu einer Basis von K" ergénzen. Ebenso lassen sich eq, g(e1) zu
einer Basis von K" ergénzen. Nun gibt es h € SL,(K) und a € K* mit h(e1) = ae; und
h(f(e1)) = g(e1). Es folgt, dak h, g~'hf € Pi. Nun implizieren P, C G und g € G, dah
auch f =h71.g-g 'hf € G. Damit erhalten wir SL,(K)=GUP, =G.
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(b) Offensichtlich ist H der Kern der Gruppenhomomorphismus g — (g|xe,,9|v/Ke,) VO
Py nach GL(Key) x GL(V/Key). Also ist H ein Normalteiler in P;. Die Kommutativitit
folgt aus der Formel

n n n
(T+> aBu)(I+ Y biBy) =T+ (a;+b)Ey,

i=2 i=2 i=2
bei der man beniitzt, daf Ey;FEi; =0 fiir ¢ # 1.

(c) Weil das Zentrum Z(SL,(K)) aus Matrizen der Form al mit a € K* besteht, ist es
sicher in Py enthalten, also auch in allen gP;g~' und damit in deren Durchschnitt.

Sei andererseits h € ( csp, () P19~ " Fiiralle v € K", v # 0 gibt es g € SL,,(K) mit
g(e1) = v. Wegen g~'hg € Py gilt nun g~ 'hg(g~1(v)) € Key, also h(v) € g(Ke1) = Kv.
Das heiftt, fiir alle v gibt es v(v) € K mit h(v) = v(v)v. Insbesondere gilt fiir alle 4, j mit
i+, dak

v(ei +€;) (ei +€j) = hlei + e;) = hlei) + h(e;) = v(ei)ei + v(ej)e;,
also v(e;) = v(e;). Es folgt, dak h = al mit a = v(e;) fiir alle 4, also h € Z(SL,(K)). m

Satz B.6. Ist G ein Normalteiler von SL,(K), so gilt G < Z(SL,(K)) oder
D(SLy(K)) < G.

Beweis: Wir betrachten die Untergruppe P; wie in Lemma B.5. Die Menge GP; ist eine
Untergruppe von SL,(K), weil G normal ist. Die Maximalitdt von P; impliziert also
GP, = SL,(K) oder GP; = Py;. Im zweiten Fall folgt G < Py, also G = gGg~! < gPig~!
fiir alle g € SL,(K). Dann zeigt Lemma B.5.c, dak G < Z(SL,(K)).

Wir konnen also annehmen, daf GP; = SL,(K). In diesem Fall werden wir zeigen,
daf sogar GH = SL,(K) mit H wie in Lemma B.5.b. Daraus folgt dann SL,(K)/G =
GH/G = H/(HNG). Dann muk SL,(K)/G kommutativ sein, weil H dies ist, also gilt
D(SL,(K)) <G.

Nun bemerken wir zunéchst, daff jede Transvektion f von K™ unter SL, (K) zu einem
Element von H konjugiert ist: Es gibt v; € K™ und A € (K™)* mit A(v1) = 0, so daR
f(v) = v+ A(v)v; fir alle v € K™. Wir kénnen annehmen, daf v; # 0 ist, weil sonst
f=1¢€ H.Dann gibt es g € SL,(K) mir g(e;) = vy; nun folgt (g7 fg)(v) = v+ N (v)ey
mit N (v) = A(g(v)). Damit gehdrt g~1fg =1+ 31, N(e;)Ey; zu H.

Insbesondere sind alle x;;(a) unter SL,(K) zu Elementen von H konjugiert. Daher
impliziert Satz B.2, daR SL,(K) von der Vercinigung aller gHg~! mit g € SL,,(K) erzeugt
wird. Da wir nun den Fall GP; = SL,(K) betrachten, konnen wir hier g = g;go mit
g1 € G und g2 € P; schreiben. Weil H normal in P ist, gilt ngg;l = H,also gHg™! =
g Hgy ! Nun ist GH eine Untergruppe von SL,(K) wegen der Normalitit von G. Diese
Untergruppe enthélt alle g1 Hg; ' = gHg™! wie oben, also ein Erzeugendensystem von
SL,(K). Es folgt, dak GH = SL,,(K) wie behauptet. ]

Korollar B.7. Die projektive spezielle lineare Gruppe PSL,(K) ist einfach, aufer
wenn n =2 und |K| < 3.

Beweis: Das folgt nun aus Satz B.3.b.
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B.8. Setze B (bzw. Bj) gleich der Untergruppe aller oberer Dreiecksmatrizen in G L, (K)
(bzw. in SL,(K)). Es ist also By = BN SL,(K). Wir nennen B (bzw. By) die Standard-
Boreluntergruppe von GL,(K) (bzw. von SL,(K)). Die Diagonaleintrége einer Matrix
in B sind alle ungleich 0, weil sonst die Determinante gleich 0 wire.
Fiir 0 <i < n setze
Vi=Kei + Kes +---+ Ke;. (1)

(Es ist also ¥y = 0 und V,, = K™.) Dann gilt
B={geGLy(K)| g(V;)=V; firalle i, 0 <i<n}. (2)
Eine entsprechende Aussage gilt fiir By.

Lemma B.9. Sei M C K™ ein Unterraum mit g(M) = M fir alle g € By. Dann
gibt es ein i, 0 <t <mn, mit M =1V;.

Beweis: Betrachte einen Vektor v € K™ v # 0. Es gibt » < n und a; € K mit v =
22:1 a;e; und a, # 0. Wir zeigen zunéchst, daf nun V, der von allen b(v) mit b € By
aufgespannte Teilraum ist:
> Kbv) =V, (1)
beB,
Wegen v € V. und b(V;) =V, fiir alle b € By ist die Inklusion “ C” klar. Fiir die umgekehrte
Inlusion beniitzen wir Induktion tiber r. Ist » = 1, also v = a1e; mit a3 # 0, so ist klar,
daff Vi = Ke; C Y, Kb(v).
Sei nun r > 1. Es gibt ein by € By mit bi(e;) = e, + e,—1 und by(ex) = e fiir alle
k # r. Dann folgt, dak are,—y = bi(v) —v € >, Kb(v). Nun gibt die Induktion, daf§
Vici = >y Kb(arer—1) C >, Kb(v). Nun erhalten wir V, = Kv+ Vi.—; C >, Kb(v),
also (1).

Sei nun M C K™ ein Unterraum mit b(M) = M fiir alle b € By. Ist M = 0, so ist
M =Vy. Ist M # 0, so gibt es ein r > 0 mit M C V, und M ¢ V,._;. Daher gibt es ein
v € M von der Form v = Y/, a;e; mit a, # 0. Wegen b(M) = M fiir alle b € By und
wegen v € M gilt >, p Kb(v) C M. Nun impliziert (1), daf V,, C M, also M =V,. =

B.10. Eine Fahne in K™ ist eine Kette von Unterrdumen
0CM  CMC---C M. CK"

in K™. Wir nennen dann {dim(M;),dim(Ms),...,dim(M,)} den Typ der Fahne. Eine
vollstindige Fahne ist eine Fahne vom Typ {1,2,...,n — 1}. Zum Beispiel ist 0 C V; C
Vo Q- C V1 € K™ eine vollstandige Fahne.

Ist «a = (0C M C My € --- C M, C K") eine Fahne in K", so ist fiir jedes
g € GL,(K) auch

ga=(0S g(M) G g(My) G-+ G g(M,;) C K")

eine Fahne in K"; sie ist offensichtlich vom selben Typ wir die urspriingliche Fahne. Wir
erhalten so eine Operation von GL,(K) auf der Menge alle Fahnen von einem festen Typ.

Diese Operation ist (fiir jeden Typ) transitiv: Seien o = (0C My C My C --- C M, C
K" und 8=(0C M{ C M,C---C M C K") zwei Fahnen vom gleichen Typ, also mit



Die allgemeine lineare Gruppe 63

dim(M]) = dim(M;) =: m; fiir alle i. Wir konnen eine Basis v, vs,...,v, von K™ finden,
so daR fiir jedes ¢ die Vektoren vy, va, ..., v, eine Basis von M; bilden. (Man wihle zuerst
eine Basis von M, ergénze zu einer Basis von Ms, dann zu einer Basis von M3 und so
weiter.) Ebenso gibt es eine Basis v],v},...,v), von K™, so daf fiir jedes ¢ die Vektoren
v}, VY, ..., v, cine Basis von M bilden. Sei g € GL,(K) mit g(vg) = vj, fiir alle k; dieses
g erfiillt dann g(M;) = M] fiir alle 7. (Bemerke, daf man g in SL,(K) wihlen kann: Dazu
multipliziert man v/, mit einem geeigneten Skalar.)

Es folgt: Jede Fahne in K™ ist unter der Operation von GL,(K) zu einer Fahne der
Form 0CV;, €V, C--- CV; C K" konjugiert, und zwar ist hier {i1,i2,...,%,} der Typ
der Fahne.

Definition: Eine Untergruppe P < GL,(K) heift parabolisch, wenn P der Stabilisator
P={geGL,(K)| g(M;) =M, furalle i, 1 <i<r}

in GL,(K) einer Fahne 0 C M; C My C --- C M, C K™ in K" ist.

Lemma B.11. Sei P der Stabilisator in GL,(K) einer Fahne 0 C My C My C
-+ C M, C K" in K™. Dann sind {0, My, Ms,...,M,, K™} genau die Unterrdume
M in K™ mit g(M) =M fir alle g € P.

Beweis: Sei M ein Unterraum in in K™ mit g(M) = M fiir alle g € P und mit M # 0, K™.
Wir miissen zeigen, dalt M eines der M; ist.

Nehmen wir zuerst an, daff P der Stabilisator einer Fahne der Form 0 C V;, C V;, C
-+ C Vi, € K™ ist. Dann gilt By C P, also folgt aus Lemma B.9, dalt M =V}, fiir ein k mit
1<k<n.lIst k¢ {i1,iz,..., i}, so betrachte das Element g € SL,(K) mit g(ex) = epq1
und g(ext+1) = —ex, und gle;) = e; fiir alle j # k,k + 1. Nun zeigt V; = > ?_, Ke,, daR
g(V;) = Vj fiir alle j # k gilt, also g € P. Da aber g(Vi) # Vi, folgt M # Vj. Also ist
M =V fiir ein k € {i1,ia,...,0r}.

Im allgemeinen sei {i1,%2,...,iy} der Typ der Fahne. Es gibt h € GL,,(K) mit h(V;,) =
M, fiir alle s. Dann ist A~ Ph der Stabilisator von 0 C V;; €V, € --- C Vi, € K™. Aus
g(M) = M fiir alle g € P folgt ¢'(h~"*(M)) = h=Y(M) fiir alle ¢’ € h~1Ph. Nach dem
ersten Teil des Satzes gilt nun h=Y(M) € {Vi,, Vi,, ..., Vi, }. Damit erhalten wir

M e {h(Vi),h(Viy),...,h(Vi,) } = { My, Ms,..., M, }

wie behauptet. [ ]

Bemerkungen: (1) Lemma B.11 zeigt: Die Abbildung, die jeder Fahne in K™ ihren
Stabilisator in GL, (K') zuordnet, ist eine Bijektion von der Menge aller Fahnen in K™ auf
die Menge aller parabolischen Untergruppen in GL,(K).

(2) Man kann auch parabolische Untergruppen in SL,(K) definieren: als Stabilisatoren in
SL,(K) von Fahnen in K™ (also als Durchnitte mit SL, (K) der parabolische Untergrup-
pen in GL,(K)). Zum Beispiel ist die Untergruppe P; von Lemma B.5 eine parabolische
Untergruppen in SL,(K), gleich dem Stabilisator von 0 C Ke; C K™. Der Beweis oben
zeigt, daf Lemma B.11 auch fiir parabolische Untergruppen in SL,(K) gilt. Man kann
zeigen, dafs sich auch die folgenden Ergebnisse verallgemeinern.
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Notation: Fiir jede Teilmenge I C {1,2,...,n — 1} setze
PD = {geGL,(K) | g(V;) =V, fiir alle i € I }.

Ist I = {iy <ip < -+ < 4}, s0
C V. € K" Firalle I,J C

=

Dies ist eine parabolische Untergruppe von GL,(K):
ist PU) der Stabilisator der Fahne 0 cVi €V, © e
{1,2,...,n — 1} gilt nun

P A pW) = plul)

Es ist GL,(K) = P®) und B = pl:2-n=1}),

Satz B.12. (a) Jede parabolische Untergruppe in GL,(K) ist ihr eigener Normali-
sator in GLp(K).

(b) Fiir jede parabolische Untergruppe P in GL,(K) gibt es genau eine Teilmenge
Ic{1,2,...,n—1}, so daff P zu PO konjugiert ist.

Beweis: Lemma B.11 impliziert, daft zwei verschiedene Fahnen in K™ verschiedene Stabi-
lisatoren in GL,(K) haben. Ist P < GL,(K) der Stabilisator einer Fahne o in K™, so ist
gPg~! fiir jedes g € GL,(K) der Stabilisator der Fahne ga in K. Aus gPg~! = P folgt
nun ga = a, also g € P. Dies zeigt (a).

Sei I ={i; <ig<--+<iy} der Typ von «. Dann gibt es g € GL,(K) mit ga = (0 C
Vi, C Vi, ©--- CV;, C© K™, also mit gPg~! = PU. Ist andererseits P konjugiert zu
PU) fiir ein J C {1,2,...,n—1}, so ist P der Stabilisator einer Fahne vom Typ J. Da «
die einzige Fahne ist, die von P stabilisiert wird, folgt J = I, also (b). |

Bemerkung B.13. Wir fiihren nun eine andere Notation fiir die P) ein und setzen
P = PD) fiir jede Teilmenge I C {1,2,...,n—1}; hier ist CT das Komplement von I in
{1,2,...,n—1}. Esist also Py = B und Py . 1} = GLn(K). Fiir alle 4 mit 1 <i<n

yeeny

gilt
Py = {9 € GLL(K) | g(V}) = V; fir alle j # i }. 8
Fiir alle I,J C {1,2,...,n — 1} folgt
Pr0Py= Py (2)
und
ICcJ < P CPy. 3)

(Hier beniitzt man Lemma B.11 fiir die Richtung “<=".)

B.14. Wir bezeichnen im folgenden mit N die Untergruppe aller g € GL,(K), welche
die eindimensionalen Unterrdume Kej, Keo, ..., Ke, permutieren. Zu jedem g € N gibt
es also eine Permutation o, € S, mit g(Ke;) = Keg, ;) filr alle i. Die Abbildung g — oy
ist ein Gruppenhomomorphismus N — S,,, dessen Kern die Untergruppe 7T aller Diago-
nalmatrizen in GL,,(K) ist. (Man kann N auch als die Gruppe aller n x n—Matrizen iiber
K beschreiben, die in jeder Spalte genau einen von 0 verschiedenen Eintrag haben und die
in jeder Zeile genau einen von 0 verschiedenen Eintrag haben.)

Fiir jede Permutation o € S, nennen wir ein g € N mit o4 = o einen Représentanten
von o. Zum Beispiel ist die Matrix o mit G(e;) = e,(;) ein Reprisentant von o. Die
Abbildung ¢ +— & ist ein Gruppenhomomorphismus S, — N, dessen Komposition mit g —
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o4 die Identitét auf S, ist. Es folgt, dak N das semidirekte Produkt des Normalteilers T'
und der Untergruppe {7 | o € S,} = S,, ist. Man beachte, daf

NNB=T, (1)
weil die Diagonaleintrége einer Matrix in B alle ungleich 0 sind.

Satz B.15. (a) Die Gruppe GL,(K) ist die Vereinigung aller Doppelnebenklassen
BwB mit w e N.
(b) Sind w,x € N, so gilt genau dann BwB = BxzB, wenn o, = 0,; sonst ist
BwBNBxzB=10.

Beweis: (a) Fiir jedes g € GLn(K), g = (ai;) und jedes i, 1 < ¢ < n sei m;(g) die Zahl r
mit a;1 = a2 = -+ = a; = 0 und a;,41 # 0. Es ist also 0 < m;(g) < n, und zwar gilt
genau dann m;(g) = 0, wenn a; # 0. Setze m(g) = Y i, mi(g). Dies ist eine ganze Zahl
mit 0 < m(g) < n?. Beachte, daf genau dann g € B, wenn m;(g) =i — 1 fiir alle ¢ gilt.

Sei g € GL,(K). Wihle b; € B, so dak m(big) maximal in {m(bg) | b € B} ist. Wir
behaupten, daf dann die m;(b1g) mit 1 < i < n paarweise verschieden sind. Sonst gibt
es namlich 4 < j mit m;(g) = m;(g); dann koénnen wir ein Vielfaches der j—ten Zeile zur
i-ten Zeile addieren, so daf der (m;(g)+ 1)-te Eintrag in der i—ten Zeile Null wird. Diese
Zeilenoperation entspricht der Multiplikation mit einer Matrix der Form z;;(a), die wegen
i < j zu B gehort. Die Matrix xj;(a)big erfillt nun my(zs5(a)big) = my(brg) fir alle
k # i sowie m;(zij(a)brg) > m4i(big), also m(zij(a)big) > m(big). Wegen z;5(a)g € B ist
dies ein Widerspruch zur Wahl von b; .

Die n Zahlen m;(b1g) mit 1 <4 < n sind also paarweise verschieden; aufierdem gehoren
sie zu {0,1,2,...,n — 1}. Daher gibt es eine Permutation o € S, mit my(;(big) =i — 1
fiir alle 4. Wir wihlen nun w € N mit o, = o~'. Dann ist die i-te Zeile von wbig
gleich der o(i)—ten Zeile von b;g multipliziert mit einem Skalar ungleich 0. Es gilt daher
mi(wbrg) = i — 1 fiir alle i, also wbig € B und ¢ = b7' - w™! - wbyg € Bw 'B mit
wleN.

(b) Die Doppelnebenklassen BgB mit g € G sind die Bahnen der Operation von B x B
auf G durch (b1, b2) - g = bigby L. Also sind zwei Doppelnebenklassen entweder gleich oder
disjunkt. Es reicht also, die erste Behauptung zu zeigen. Dabei ist eine Richtung klar: Aus
oy = oy, folgt wT = 2T, also wB = 2B und BwB = BxB.

Fiir jede Matrix A = (aj;) setzen wir supp(A) = {(i,7) | a;; # 0}. Also ist A genau
dann eine obere Dreiecksmatrix, wenn supp(4) C {(4,7) | ¢ < j}. Fir g € N gilt supp(g) =
{(04(3),7) | 1 <i < n}. Wir zeigen zunéchst fiir alle y,z € N und alle b € B, daf

supp(yz) C supp(ybz). 1)

Dazu schreiben wir y = (y;;), analog fiir die anderen Matrizen. Nun gilt fiir alle ¢ und j

(ybz)i; = Zyikbklzl]' = yi,agl(i)bagl(i),vz(j)zo'z(j)d’
Kl

insbesondere fiir i = 0y.(j) = oy(0.(j))

(U02)0,.(7)5 = Yoy(7),0: (DD (7),0-() 202 (1),5 7 O
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da alle Diagonaleintrdge von b € B ungleich 0 sind. Nun folgt (1).
Nehmen wir nun an, es gelte BwB = BxB mit w,z € N. Es gibt dann 0,0’ € B mit
bwd’ = x, also mit ¥ = zb~lw™!. Aus (1) folgt nun

supp(b’) = supp(zb~tw™!) D supp(zw ™) = { (04,0, (1),i) | 1 <i<n}.

Wegen b € B muR nun o,0,'(i) < i fiir alle i gelten. Dies impliziert o,0,' = Id und
0y = 0y, wie behauptet. [ ]

Bemerkung: Fiir jedes 0 € S, sei 6 € N ein Reprisentant von o. Satz B.15 sagt also,
dak GL,(K) die disjunkte Vereinigung aller B6B mit o € S, ist; man nennt dies die
Bruhat-Zerlegung von GLy(K).

B.16. Sei P < GL,(K) eine Untergruppe mit P D B. Mit jedem g € P gehort dann
auch die Doppelnebenklasse BgB zu P. Es gibt daher eine Teilmenge S, (P) C S, so daf
P die Vereinigung aller B6B mit o € S,(P) ist; hier beniitzen wir die Notation ¢ wie in
der vorangehenden Bemerkung. Offensichtlich ist S,,(P) = {oc € S,, | ¢ € P}.

Genauer gilt, daf S, (P) eine Untergruppe von S, ist: Diese Menge ist nicht leer, und
fiir alle 0,7 € S,(P) gilt 6771 € P, also o7~ ! € S,(P), da 67! ein Reprisentant von
or71 ist.

Betrachten wir zum Beispiel P = PO fiir eine Teilmenge I = {iy < i9 < -+ < ip}
von {1,2,...,n —1}. Fiir ¢ € S, gilt genau dann o € S,(PY)), wenn (Vi) = Vi,
fir alle & gilt. Wegen &(e;) € Keg; fiir alle i und wegen V; = 25:1 Ke; ist dies zu
oc({1,2,...,i}) = {1,2,...,ix} fir alle k dquivalent. Setzen wir ip = 0 und 4,41 = n, so
erhalten wir nun, daf S,(P®) gleich

{oeSy|ol{ir+1ik+2,...,0k41}) ={ik + 1,0 +2,... 0541} fliralle 5, 0 <k <r}
(1)
ist. Also ist Sn(P(I )) das direkte Produkt iiber £ von 0 bis r der Permutationsgruppe von
{ie + 1,ix +2,...,ik11}, also isomorph zum direkten Produkt der S;, . _;, -

Wir bezeichnen nun mit o; die Transposition (¢,7 + 1) € S, fir 1 < i < n. Die
Permutationsgruppe von {ig+ 1,4 +2,...,ik+1} wird dann von allen o; mit i < @ < ij41
erzeugt, also Sn(P(I >) von allen o; mit ¢ # 4, fir alle k, das heift, von allen 4 nicht in I.
Arbeiten wir nun mit der anderen Notation von B.13, so erhalten wir, daft P; die von allen
o; mit ¢ € I erzeugte Untergruppe ist:

Sn(Pr) = (oi |i€1). (2)
Zum Beispiel ist Sn(Ppy) = {Id, 03} fiir 1 < <n, also
Py = BU B&;B. (3)

Bemerkung: Man kann zeigen, daf jede Untergruppe @ < GL,(K) mit B < @ die Form
Q= Py firein I C{1,2,...,n— 1} hat.

B.17. Ist K ein endlicher Korper, so sind auch GL,(K) und SL,(K) endlich. Genauer
gilt
[Kl=g<o0 = |GLy(K)|=¢"""V[](g" ~ 1), (1)

i=1
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Dazu setze man @ = {g € GL,(K) | g(e1) = e1}. Dann ist g@Q — g(e1) eine Bijektion von
G/Q auf K™\ {0}. Wegen |K"| = |K|" = ¢" folgt nun |GL,(K)| = (¢ —1)|Q|. Nun gilt

1 az ... Qp

|h€GLn,1(K), a,a3,...,0an GK}

Daher ist |Q| = ¢"}|GLyn—1(K)|, also
|GLn(K)| = (q — 1)qn_1|GLn—l(K)|'

Nun folgt (1) mit Induktion tiber n. (Es gilt |GL1(K)| = |K*|=¢—1.)

Weil die Determinante einen Isomorphismus von GL,(K)/SL,(K) auf K* induziert
und weil |K*| = ¢ — 1, folgt aus (1), dak

[K|=q<oc = [SLy(K)|=¢"""V]](¢' ~ D). 2)

=2

Das Zentrum von SL,(K) ist zur Untergruppe aller a € K* mit o™ = 1 isomorph, siehe
Bemerkung B.5. Wir sehen in 1V.2.4, daff K* eine zyklische Gruppe (der Ordnung ¢ — 1)
ist. Daraus folgt dann, daf |Z(SL,(K))| gleich dem grokten gemeinsamen Teiler (n,q—1)
von n und ¢ — 1 ist, also

K| =q<oo = |PSLy(K)|=(n,q—1)"'¢"" " V2]](¢" - 1). (3)
=2

Bemerkung: Bisher haben wir in diesem Abschnitt nur die allgemeine und die spezielle
lineare Gruppen iiber Korpern betrachtet. Zum Schluf betrachten wir nun auch SL,(Z)
und GL,(Z).

Satz B.18. Die Gruppe SLy(Z) wird von allen x;;(1) mit 1 <i,j <n und i # j
erzeugt.

Beweis: Es gilt z;;(1)" = x;;(n) fiir alle n € Z (und alle 4, j), siche B.1(3). Es reicht daher
zu zeigen, daf SL,(Z) wird von allen x;;(n) mit n € Z und i,j wie oben erzeugt wird.

Sei g € SL,,(Z). Wie beim Beweis von Satz B.2 reicht es zu zeigen: Es gibt eine Folge von
elementaren Zeilenoperationen des Typs ,,Addiere ein ganzzahliges Vielfaches einer Zeile zu
einer anderen Zeile,* die g in die Einheitsmatrix iiberfiihrt.

Sei g = (ai;). Wir zeigen zunichst, dak wir g in eine Matrix g; = (b;;) umformen
konnen, so dak by = %1 fiir ein k. Wir beniitzen Induktion iiber das Minimum m, aller
|ar1] mit a1 # 0. (Wegen det(g) = 1 gibt es wenigstens ein r mit a,1 #0.) Ist mg =1,
so setzen wir g; = g. Sonst wéhlen wir ¢ mit |a;1| = my. Dann gibt es ein j # i, so dak
aj1 nicht durch a; teilbar ist. (Teilt ndmlich a;; alle arq, so teilt es auch det(g) = 1,
was wegen |a;| = mg > 1 unméglich ist.) Es gibt nun ¢, € Z mit a;; = ga; + 7 und
0 < r < |as1| = my. Nun subtrahieren wir das g—fache der i—ten Zeile von der j—ten Zeile
und erhalten eine Matrix ¢’ mit mgy =7 < my. Nun wenden wir Induktion auf ¢’ an.

Haben wir nun g; = (b;;) mit by; = £1 fiir ein & erhalten, so kénnen wir ganzzahlige
Vielfache der k-ten Zeile von den andern Zeilen abziehen, so daf alle anderen Eintrage in
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der ersten Splate zu 0 werden. Wir kénnen also annehmen, daf b;; = 0 fiir alle i # k.
Ist nun k& > 1, so addieren wir zunéchst die k—te Zeile zur ersten Zeile und subtrahieren
dann die erste Zeile von der k—ten Zeile. Daher kénnen wir annehmen, dafs k£ = 1. Ist nun
b11 = —1, so subtrahieren wir die erste Zeile von der zweiten Zeile, addieren zweimal die
zweite Zeile zur ersten und subtrahieren noch einmal die erste Zeile von der zweiten Zeile.
Daher kénnen wir annehmen, daff b;; = 1 und b;; = 0 fiir 4 > 1.. Wir haben damit g
durch elementare Zeilenoperationen in eine Matrix der Form

1 ay ... a,

iibergefiithrt, wo h € SL,,_1(Z) ist und wo alle a; € Z sind. Nun argumentiert man wie
in B.2 mit Induktion iiber n. |

Bemerkungen: (1) Derselbe Beweis zeigt: Ist R ein euklidischer Ring (siehe II1.3.3), so
wird SL,(R) von allen x;;(a) mit a € R und %,j wie oben erzeugt.

(2) Jedes Element in GL,(Z) hat Determinante +1. Daher wird GL,(Z) von allen z;;(1)
wie in Satz und von der Diagonalmatrix mit Diagonaleintrdgen —1,0,0,...,0 erzeugt.
Es folgt, daf alle Gruppen SLy,(Z) und GL,(Z) endlich erzeugbar sind.

UBUNGEN

1. Zeige, dak jede Transvektion von K™ in SL,(K) zu einem Element der Form z12(a) mit
a € K konjugiert ist.

2. Sei 0 < m < n, setze P ={g € GL,(K) | g(Vin) = Vi, }. Zeige, dak die Menge Lp aller

Blockmatrizen (’gg) mit A € GLy(K), B € GLy,—n(K) eine Untergruppe von P ist.
Zeige, dal die Menge Up aller g € P, die sowohl auf V,,, und auf K"/V,, die Identitit
induzieren, ein Normalteiler von P ist. Zeige, dafs P das semidirekte Produkt von Up und

LP ist.

3. Sei P der Stabilisator in GL,(K) einer Fahne 0 C V;;, C V;, € --- C V; C K". Setze
ip = 0 und i,41 = n. Zeige, daf die Menge Up aller g € P, die auf allen V;,,/Vi, mit
0 < k < r die Identitdt induzieren, ein Normalteiler von P ist. Zeige, daf P das semidirekte
Produkt von Up und einer Untergruppe Lp ist, so daff Lp zu dem direkten Produkt aller
GL;, —i,_, (K) isomorph ist.

4. Seien a € K* und 1 < 4,7 < n mit i # j. Zeige, daB z;;(a)zj;i(—a")zij(a) zu N gehodrt
und ein Représentant der Transposition (i j) ist.

5. Seien g € N und 1 <4,j <n mit i # j. Zeige, daf es ein ¢ = ¢;j, € K* mit gz;;(a)g™! =
To,(i),0,(j) (ca) fiir alle a € K gibt.

6. Sei K ein endlicher Korper; setze ¢ = |K|. Zeige, dak K2 genau ¢ + 1 eindimensiona-
le Unterrdume enthélt, etwa My, Ms, ..., Myi1. Zeige, daf es fiir jedes g € GL2(K) eine
Permutation 7, € Sy41 gibt, so dak g(M;) = M, ;) fiir alle 7. Zeige, dak g — 7, ein Grup-
penhomomorphismus 7 : GLy(K) — Sg41 ist. Zeige, daks der Kern von 7 gleich Z(GL2(K))
ist und daf 7(SL2(K)) C Agy1 falls ¢ > 2. Zeige, da 7 im Fall ¢ = 2 einen Isomorphismus
PGLy(K) = S3 induziert, einen Isomorphismus PSLo(K) = Agyq im Fall g € {3,4}.
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In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe der Ringtheorie eingefiihrt und erste
Eigenschaften und Beispiele von Ringen gegeben. Wir betrachten dann die Teilbarkeits-
theorie in Integritiatsbereichen, also die Frage nach der Existenz und der Eindeutigkei einer
Primfaktorzerlegung.

§ 1 Ringe, Homomorphismen und Ideale

1.1. Ein Ring A ist eine Menge versehen mit zwei Verkniipfungen (+, - ), genannt Addition
und Multiplikation, so daf gilt:

(1) A ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Addition. (Das neutrale Element wird mit 0
bezeichnet, das additive Inverse zu a mit —a.)

(2) Die Multiplikation ist assoziativ (d.h. a- (b-¢) = (a-b) - ¢ fiir alle a,b,c € A) und
distributiv iiber der Addition (d.h. (a+b)-c=a-c+b-cund ¢-(a+b)=c-a+c-b
fiir alle a,b,c € A).

(3) Es existiert ein Einselement 1 =14 in A mit 1-a=a-1=a fir alle a € A.

Gilt zudem a-b="b-a fir alle a,b € A, so heifit der Ring A kommutativ.

In jedem Ring A gelten die Bezichungen: 0-a =a-0=0 fiir alle a € A und (—a)-b=
a-(=b)=—a-bfiraleabe A Gilt 1=0in A,soist a=a-1=a-0=0 fir alle
a € A, dh. A hat nur das eine Element 0. Dieser Ring wird als Nullring bezeichnet.

Die Potenzen a" mit n € N eines Elements a in einem beliebigen Ring A werden
rekursiv definiert: Man setzt a® = 1 und "t = a” - a.

Beispiele: (1) Die Mengen Z,Q, R, C bilden kommutative Ringe beziiglich der gewohnli-
chen Addition und der gewohnlichen Multiplikation.

(2) Die Menge M, (k) der (n x n)-Matrizen mit Eingéngen in einem Korper k, versehen
mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation von Matrizen, bildet einen Ring. Fiir
n > 1 ist dieser nicht kommutativ.

(3) Sind A, B zwei Ringe, so ist deren Produkt A x B, versehen mit komponentenweiser
Addition und Multiplikation, wieder ein Ring. Allgemeiner wird so das Produkt [];c; A;
einer beliebigen Familie (4;);c; von Ringen zu einem Ring.

(4) Sei (M,+) eine abelsche Gruppe. Dann ist die Menge End M aller Gruppenendomor-
phismen M — M ein Ring, wenn man Summe und Produkt durch (p+9)(z) = ¢(x)+¢(x)
und (¢ - 9)(z) = ¢(¥(x)) definiert (fiir alle € M und ¢, € End M).

1.2. Eine Abbildung ¢ : A — B von einem Ring A in einen Ring B heift ein (Ring) homo-
morphismus, wenn gilt

(1) p(a+b) =v(a)+ @) und @(a-b) = ¢(a) - p(b) fur alle a,b € A,

(2) ¢(1a) =15.
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Sind ¢; : A — B, @3 : B — C Ringhomomorphismen, so auch die Komposition ¢z o ¢y :
A — C. Ein Homomorphismus 1 : A — A heift Endomorphismus, und ¢ : A — B heifst
Isomorphismus, falls es einen Homomorphismus 1 : B — A gibt, so daf 1 o ¢ = Id4 und
p o1 = Idg gilt. Ein Homomorphismus ¢ : A — B ist genau dann ein Isomorphismus,
wenn er eine Bijektion ist, denn: Ist ¢ : A — B ein bijektiver Homomorphismus, so gilt bei
gegebenen b,b' € B mit a := ¢~ 1(b), a’ := ¢ 1(¥/), dak p(a+a') = ¢(a) +p(a’) =b+V,
also ¢ 1 (b+b) =a+ad =1 (b)+¢ (V). Ebenso gilt p(a-a’) =b-V, also o~ 1(b-V') =
a-a =@ b)) p~(¥). Zudem impliziert p(14) = 1p, dak = (1p) = 14.

1.3. Eine Teilmenge S eines Ringes A heift ein Unterring von A, falls S versehen mit
den von A durch Restriktion erhaltenen Verkniipfungen (4, -) ein Ring ist und 1g = 14
gilt. (Das bedeutet, daf 14 € S und daf a —b € S und a-b € S fiir alle a,b € S.) In
diesem Fall ist die Inklusion S — A ein Ringhomomorphismus.

Zum Beispiel ist das Zentrum Z(A) = {z € A | xy = yx fir alle y € A} von A ein
Unterring von A.

Sei A ein Ring. Eine Teilmenge a von A heifit ein Linksideal (bzw. ein Rechtsideal), falls
a eine Untergruppe der additiven Gruppe (A4, +) ist und falls gilt: a €a,2 € A= 2z-a€a
(bzw. a-x € a). Ein Ideal von A ist eine Teilmenge, die sowohl Links- als auch Rechtsideal
in A ist.

Sind a, b Ideale in einem Ring A, so ist ihre Summe a+b:={a+b|a€a, b€ b} ein
Ideal. Es ist das kleinste Ideal von A, das a und b umfafit. Allgemeiner definiert man die
Summe Y ;o a; einer endlichen Familie (a;)ier von Idealen in A. Seine Elemente sind alle
Summen Zie 7a; mit a; € a; fiir alle 4; es ist das kleinste Ideal von A, das alle Ideale a;
enthalt.

Der Durchschnitt einer Familie (a;);er von Idealen in A ist ein Ideal. Das Produkt zweier
Ideale a,b in A ist das Ideal a-b={> 1", a;b; | n € N, a; € a,b; € b}, gebildet durch alle
endlichen Summen 3 a;b;. Man hat a-b C anb; die Inklusion kann echt sein, wie man an
Hand des Beispiels 1.4(2) sieht. Analog definiert man das Produkt einer endlichen Familie
von Idealen. Insbesondere sind die Potenzen a™, m > 0), eines Ideals a in A definiert;
man setzt a® = A. Es gilt dann a”a™ = a"™™ fiir alle n,m.

Die drei Operationen: Summe, Durchschnitt und Produkt von Idealen, sind alle kom-
mutativ und assoziativ; es gilt das Distributivgesetz a(b + ¢) = ab + ac.

Beispiele 1.4. (1) In jedem Ring A sind {0} und A Ideale. (Wir schreiben in Zukunft
meistens kurz 0 statt {0}.) Ist A kommutativ, so ist jedes x- A :={z-a | a € A} ein Ideal
in A.
(2) Ist A = Z der Ring der ganzen Zahlen, versechen mit der gewohnlichen Addition
und Multiplikation, und ist a # 0 ein Ideal in Z, so sei n die kleinste positive Zahl mit
n € a. Dann gilt a = {n-z | z € Z}, denn: Die Inklusion D folgt aus den definierenden
Bedingungen eines Ideals. Sei a € a, so existieren ¢ € Z,r € N mit a = gn + r und
0 <r<n;dann gilt » = a —gn € a, und es folgt » = 0 wegen der Minimalitdt von n.
Daher ist a = ¢ - n. Alle Ideale von Z werden also durch m-Z:={m-z|z€ Z}, meN,
beschrieben; m heifit erzeugendes Element.

Ist a=nZ, b=mZ,soist a+ b das Ideal, das durch den grofsten gemeinsamen Teiler
von m und n erzeugt wird, vgl. 3.9 unten. Der Durchschnitt aNb wird von dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen von m und n erzeugt, und es gilt ab = mnZ.
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(3) Sei A= M5(K) der Ring aller 2 x 2-Matrizen tiber einem Korper K. Dann ist a :=

{(30) | a,b € K} ein Linksideal in A, aber kein Rechtsideal, und b= {(5¢) | a,b € K}

ist ein Rechtsideal in A, aber kein Linksideal.

1.5. Ist a ein Ideal des Ringes A, so besteht die Faktorgruppe A/a der additiven Gruppe
(A, +) nach der Untergruppe a aus den Nebenklassen x+ a mit der Verkniipfung (xz+a)+
(y+a)=(r+y)+a. Auf A/a gibt es eine Multiplikation, die

(x+a)(y+a)=zy+a

fiir alle z,y € A erfiillt. Dazu zeigt man, daf die rechte Seite nicht von der Wahl der
Reprisentanten abhingt: Fiir @’ = z+a € x+aund ¢y = y+b € y+a gilt 2’y =
xy+xb+ay+abczy +a.

Versehen mit diesen beiden Verkniipfungen ist A/a ein Ring, genannt der Faktorring
(oder Restklassenring). Die Abbildung 7 : A — A/a, definiert durch z — z + a, ist ein
surjektiver Ringhomomorphismus, genannt die natirliche Projektion. Man zeigt leicht:

Satz 1.6. Sei a ein Ideal in A. Dann existiert eine Bijektion 2wischen der Menge
aller Ideale b von A,_die a enthalten, und den Idealen b von A/a, gegeben durch die
Zuordnung b= n~1(b).

Sei ¢ : A — B ein Homomorphismus von Ringen. Ist b ein Ideal von B, so ist ¢~ '(b) ein
Ideal von A. Insbesondere ist ker ¢ := ¢~1(0), der Kern des Ringhomomorphismus ¢, ein
Ideal von A. Ist S ein Unterring von A, so ist das Bild im ¢ := ¢(9) ein Unterring von B.
Das Bild eines Ideals a in A unter ¢ muf nicht unbedingt ein Ideal in B sein. [Dies zeigt
schon das Beispiel der Inklusion Z — Q mit a = mZ,m # 0.]

Satz 1.7. Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, und sei a ein Ideal in A mit
a C kerp. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : AJa — B, so daf8
@om = gilt, wobei m: A — A/a die natiirliche Projektion ist. Ist a = ker ¢, so ist
@:Aja—ime ein Isomorphismus.

Beweis: Ist ¢ : A/a — B ein Ringhomomorphismus mit ¢ = gom, so gilt ¢(z) = ¢(x+a)
fiir jedes € A, also ist ¢ eindeutig bestimmt. Fiir z,y € A mit x+a=y+aist z—y € a,
also x —y € ker p, d.h. ¢(x) = p(y). Deshalb definiert die Zuordnung @(x + a) := ¢(z)
einen Ringhomomorphismus ¢ : A/a — B.Ist a = ker ¢, so ist ¢ injektiv, denn: ¢(z+a) =
@(y + a) impliziert p(z) = p(y), also x — y € ker ¢ = a, und somit  + a = y + a. Daher
ist : A/ ker ¢ — im ¢ ein bijektiver Ringhomomorphismus, also ein Isomorphismus. =

1.8. Ist A ein Unterring eines Ringes B und ist b ein Ideal in B, so ist b N A ein
Ideal in A, und zwar ist b N A der Kern der Komposition der Inklusion A < B mit
der natiirlichen Projektion B — B/b. Nach Satz 1.7 erhalten wir nun einen injektiven
Ringhomomorphismus A/(b N A) — B/b gegeben durch a + (b N A) — a+ b, dessen Bild
der Unterring (A+ b)/p von B/p ist. Man beniitzt diese Injektion oft dazu, um A/(bN A)
mit B/p zu identifizieren. [Vergifit man die Multiplikation, so ist A/(b N A) = (A+b)/b
ein Spezialfall des ersten Isomorphiesatzes 1.4.4.|
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§ 2 Einheiten, Nullteiler

2.1. Sei A ein Ring. Ein Element b € R heiftt rechtsinverses Element zu einem gegebenem
Element a € A, falls a-b =1 gilt. Analog werden linksinverse Elemente definiert. Besitzt
ein Element a € A ein linksinverses Element und ein rechtsinverses Element, so sind diese
eindeutig bestimmt und stimmen {iberein. Dieses Element wird das inverse Element zu
a € A genannt, und mit a~! bezeichnet; es gilt a-a~! I.a = 1. In dem Fall sagt man,
dafs a € A invertierbar ist. Ein invertierbares Element wird auch Einheit genannt.

Die Menge A* := {a € A| a ist invertierbar} der invertierbaren Elemente in A, verse-
hen mit der Multiplikation als Verkniipfung, ist eine Gruppe, die Einheitengruppe von A.
Denn es gilt: Fiir a,b € A* ist (a-b)(b"'-a ) =1=(b"'-a"Y(a-b), also a-b € A* mit
(a-b)L=b"1.a"!; auferdem ist ! € A* mit (a7!)"! = a.

Ein Ring A # 0, fiir den A* = {a € A | a # 0} gilt, heiRt Divisionsring oder Schiefkor-
per.

=a

Ist a ein Ideal in einem beliebigen Ring A mit a N A* # 0, so folgt fiir alle Elemente
x € A, dak z = (z-a)a”! € a fiir irgendein a € aNA*, also a = A. In einem Divisionsring A
sind deshalb A und 0 die einzigen Ideale. Daher ist jeder Ringhomomorphismus ¢ : A — B
eines Divisionsrings A in einen beliebigen Ring B # 0 injektiv.

Jeder Ringhomomorphismus ¢ : A — B (mit beliebigem A) erfiillt p(A*) C B*;
genauer gilt p(a™!) = ¢(a)”! fiir alle a € A*.

2.2. Ein Element a € A heilt Linksnullteiler bzw. Rechtsnullteiler, wenn es ein x € A, x #
0 mit a-z =0 bzw. z-a =0 gibt. Fiir alle z,y € A gilt: Aus a-x =a -y folgt x =y,
wenn a kein Linksnullteiler ist; aus = -a = y - a folgt * = y, wenn a kein Rechtsnullteiler
ist. Ein Nullteiler ist ein Links- oder Rechtsnullteiler.

Ein kommutativer Ring A, der keine Nullteiler # 0 besitzt und in dem 1 # 0, heift
Integritdtsbereich. Ein Kdrper ist ein kommutativer Ring, in dem 1 # 0 und in dem A* =
{a € A | a # 0} gilt. Jeder Korper ist ein Integritdtsbereich. Aus der Diskussion ergibt
sich:

Satz 2.3. Sei A ein kommutativer Ring, der nicht der Nullring ist. Dann sind die

folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A st ein Korper.

(ii) Die einzigen Ideale in A sind A und 0.

(iii) Jeder Ringhomomorphismus ¢ : A — B von A in einen beliebigen Ring B # 0

ist injektiv.
Beweis: Es ist nur noch die Implikation (iii) = (i) zu zeigen: Ist € A keine Einheit,
dann ist das Ideal A := {za | a € A} ungleich dem ganzen Ring A, also ist A/zA nicht
der Nullring. Nach Voraussetzung ist der natiirliche Ringhomomorphismus A — A/zA
injektiv, also ist sein Kern zA trivial, d.h. z = 0. Es gilt A* = A\ {0}. [
Beispiele 2.4. (1) Der Ring Z der ganzen Zahlen ist ein Integrititsbereich.
(2) In dem Ring M, (k) der (n x n) ~Matrizen mit Eingéngen in einem Korper k ist ein
Element a genau dann Linksnullteiler, wenn det(a) = 0, genau dann, wenn a ¢ M, (k)*.
Dieselbe Aussage gilt fiir Rechtsnullteiler.
(3) Sind A, B zwei Ringe, so ist deren Produkt A x B, versehen mit komponentenweiser
Addition und Multiplikation, wieder ein Ring, siche Beispiel 3 in 1.1. Sind A, B # 0, so
besitzt A x B mit den Elementen (1,0) und (0,1) in jedem Fall Nullteiler.
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2.5. Sei A ein Ring. In der additiven Gruppe (A4,+) ist fiir alle z € A und n € Z das
Element n -z € A definiert; es ist die additive Version von ¢" wie in 1.1.8. Die Regeln von
1.1.8(1) haben nun die Form n-z+m-z = (n+m) -z und n- (m-z) = (nm) - z.

Es gilt nun n- 2z = (n-14)z fiir alle x € A und n € Z. Dies folgt fiir positive n durch
Induktion mit Hilfe des Distributivgesetzes; fiir negative n beniitzt man, daf —(ab) = (—a)b
fiir alle a,b € A.

Die Abbildung x : Z — A mit x(n) = n-14 fiir alle n € Z ist ein Ringhomomorphismus.
Das folgt nun leicht aus der additiven Version von 1.1.8(1). Genauer ist y der einzige
Ringhomomorphismus Z — A, denn die Bedingung 17 +— 14 zusammen mit der Additivitét
lafst keine Alternativen zu.

Als Ideal ist ker x von der Form nZ fiir ein eindeutig bestimmtes n € N. Diese Zahl
nennt man die Charakteristik des Ringes A, und schreibt char A := n. Ist x injektiv, so
ist n =0. Ist x nicht injektiv, so ist n die kleinste Zahl n > 0, so daf n-14 = 0 gilt.
Beispiele 2.6 (1) Esist charZ = 0.

(2) Furalle neZ,n >0 ist charZ/nZ = n.

(3) Ist A ein Integritéitsbereich, so ist char A = 0 oder char A ist eine Primzahl, denn: Ist
charA=n,und gilt n=p-¢g mit 1 <p,q<n, p,q € N,soist nlg = (pla)(qgla) =0. Da
A ein Integritatsbereich ist, folgt pl4 = 0 oder gls = 0. Dies steht im Widerspruch zur
Minimalitét von n.

(4) Seien p eine Primzahl und A ein kommutativer Ring mit char A = p. Dann gilt
(x +y)P = 2P +yP und (zy)? = 2PyP fir alle z,y € A. (Zum Beweis der ersten Formel
benutzt man, daf die binomische Formel tiber jedem kommutativen Ring gilt und daf jeder
Binomialkoeffizient (%) mit 0 < ¢ < p durch p teilbar ist.) Es folgt, daf die Abbildung = —
2P ein Endomorphismus des Rings A ist; man nennt ihn den Frobenius-Endomorphismus
von A.

§ 3 Kommutative Ringe

Im folgenden bezeichne A stets einen kommutativen Ring.

3.1. Ist a Element eines Ringes A, so bildet die Menge (a) := {za | x € A} ein Ideal.
Diese Ideale werden Hauptideale genannt. Man schreibt auch aA oder Aa statt (a). Ist a
eine Einheit in A, so gilt (a) = (1) = A, und umgekehrt.

Ist allgemeiner M C A eine Teilmenge, so ist { Y /", z;a; | m € N,z; € Aja; € M}
ein Ideal in A. Es ist das kleinste Ideal a von A, das M enthilt; man hat a = (b,
wobei man den Durchschnitt tiber alle Ideale b in A bildet, die M enthalten. Dieses Ideal
wird das von M erzeugte Ideal in A genannt; es wird mit MA oder AM bezeichnet.
Besteht M aus endlich vielen Elementen ay,...,a,, so schreibt man auch (aq,...,a,).
Es gilt (a1,...,an) = Y i1(a;). Ein Ideal a heifit endlich erzeugbar, falls es eine endliche
Menge F mit a = AF gibt.

Ein Integritdtsbereich A, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heilst Hauptidealring.

3.2. Ein Ideal p in A heifft Primideal, falls p # A ist und falls gilt: a-b€p=a € p
oder b € p. Ein Ideal m in A heifit maximal, falls m # A ist und falls es kein Ideal a
in A mit mCaC A gibt. Wegen 1.6 und 2.3 ist ein Ideal m in A genau dann maximal,
wenn der Faktorring A/m ein Korper ist. Weiter sieht man, daf ein Ideal p in A genau
dann ein Primideal ist, falls A/p ein Integritdtsbereich ist. Deshalb ist ein maximales Ideal
notwendigerweise ein Primideal.
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Beispiel: Die Ideale in dem Ring Z sind von der Form nZ mit n € N. Ist n = p eine
Primzahl, so ist pZ ein maximales Ideal, denn falls pZ C mZ, so ist p = mk fiir irgendein
k € N. Da p Primzahl ist, gilt jedoch m =1 oder k =1, also mZ = Z oder mZ = pZ.

Ist » > 1 keine Primzahl, so zerlegen wir n = r-s mit ganzen Zahlen r,s > 1. Dann gilt
r-s €nZ, aber v ¢ nZ, s ¢ nZ. Daher ist nZ kein Primideal, also auch kein maximales
Ideal in Z. (Man sieht auch direkt, daf nZ CrZ C Z.)

SchlieRlich ist 0Z = {0} ein Primideal, aber nicht maximal, und 1Z = Z ist weder
Primideal noch maximal.

Damit erhélt man: Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Korper. Ist n > 1 keine Primzahl,
so enthélt Z/nZ Nullteiler, ist also kein Integritétsbereich.

Bemerkung: Sei ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus kommutativer Ringe. Ist b ein
Ideal von B, so ist ¢~ 1(b) ein Ideal in A. Ist b ein Primideal, so ist auch ¢~!(b) ein
Primideal. Denn gilt = -y € ¢~1(b), so ist p(zy) = p(z)e(y) € b, also @(z) € b oder
©(y) € b, und somit x € p~1(b) oder y € p~1(b). Auferdem ist 14 ¢ p~1(b).

Das Bild ¢(a) eines Ideals a in A ist nicht notwendig ein Ideal in B. Jedoch kann man
dem Ideal a in A die Erweiterung ¢(a)B, also das von ¢(a) in B erzeugte Ideal, zuordnen.
Es gilt p(a)B = {3, p(a;)b; | a; € A, b; € B}. Ist a ein Primideal (bzw. maximal), so ist
die Erweiterung ¢(a)B nicht notwendig Primideal (bzw. maximal).

3.3. Ein Ring A heifst euklidisch, falls es eine Abbildung A : A\ {0} — N gibt, so daf
zu je zwei Elementen a,b € A, b # 0 Elemente ¢, 7 € A mit a = gb+ r existieren, so dafs
r =0 oder A(r) < A(b). Man nennt dann X eine Gradabbildung von A.

Satz 3.4. Ist a ein Ideal in einem euklidischen Ring A, so ist a ein Hauptideal.

Beweis: Zu gegebenem Ideal a # 0 besitzt die Menge {\(b) | b € a,b # 0} nicht-negativer
ganzer Zahlen ein kleinstes Element, d.h., es existiert ein a € a,a # 0, so dak A(a) < A(b)
fiir alle b € a,b # 0 gilt. Ist nun b € a, so existieren ¢,7 € A mit b = ga + r, wobei r =0
oder A(r) < A(a). Dieser letzte Fall widerspricht jedoch — wegen r = b — ga € a — der
Minimalitét von A(a); also gilt » = 0 und b = ga € Aa. Da die Inklusion Aa C a Klar ist,
folgt, daf a = Aa ein Hauptideal ist. |

Beispiele 3.5. (1) Der Ring Z ist euklidisch mit A(n) = |n|. Der Polynomring k[X] iiber
einem Korper k ist euklidisch mit A(f) = grad f, siche Kapitel IV.

(2) Sei d # 1 eine quadratfreie ganze Zahl, d.h., daf d von keinem Quadrat einer natiirli-
chen Zahl # 1 geteilt wird. Die Teilmenge

Q(Vd) = {1:+y\/36(C|1:,yeQ}

der komplexen Zahlen C, versehen mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation, ist
ein Korper. Bemerke, daf x,y durch die komplexe Zahl x + y/d eindeutig bestimmt sind,
auch wenn d > 0. Fiir jedes Element z = z +y+v/d in Q(v/d) definiert man die Norm von z
als n(z) = 22 — dy?. Bs gilt n(z) = 2%, wobei z := 2 — yv/d gesetzt ist; man nennt z das
zu z konjugierte Element. Fiir je zwei Elemente v, w in Q(v/d) gilt 7@ = oW, also ist die
Normabbildung n : Q(v/d) — Q, z — n(z), multiplikativ, d.h. n(vw) = n(v)n(w). Das
Inverse zu z € Q(v/d) schreibt sich dann offenbar als z=' = zn(z)~!.



Kommutative Ringe 75

Zu gegebenem d setzt man

oy Vd, falls d = 2 oder 3 (mod 4),
T (1/2)(1+Vd) fallsd=1 (mod 4).

Dann bildet die Menge
O = Z®Lwg = {a+dbwg|abeZ}

einen Unterring von Q(v/d), der ein Integritiitsbereich ist. Dieser Ring Oy heiRt Ring
der ganzen Zahlen im Korper Q(v/d). (Es gibt eine abstrakte Definition von Ringen von
ganzen Zahlen, siche X.2.7. Im Fall der Korper Q(v/d) stimmt diese abstrakte Definition
mit derjenigen hier iiberein, siche Beispiel X.1.8.)

Nur endliche viele von diesen Ringen sind euklidische Ringe; es sind dies die Ringe Oy mit
d=—11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19,21, 29, 33, 37,41, 57, 73. Dazu vergleiche
man die Abschnitte 14.7-9 und die zugehorigen ,Notes“ in: G. H. Hardy, E.M. Wright,
An Introduction to the Theory of Numbers, fifth edition, Oxford 1979 (Oxford University
Press).

Es ist leicht zu begriinden, daf die Ringe Oy, d = —2,—1,2,3 beziiglich A(z) = |n(z)|
euklidisch sind. Denn: Seien z,w € Oy mit w # 0 gegeben, dann ist zw™! = u + vv/d mit
irgendwelchen u,v € Q. Man wéhle ganze Zahlen m,n € Z, so daf |u —m| < 1/2 und
|v—n| < 1/2. Setze a = u—m, 3 =v—n und ¢ := m + nvd; dann ist z = wq + 7,
wobei 7 = w(a 4+ BvVd) € O4. Es gilt dann 7 = 0 oder |n(r)| = |n(w)n(a + Vd)| =
In(w)| |a? — dB?| < |n(w)], da |o? — dB?| < a2 +28% < 3/4 fiir |d| < 2 baw. |o? —332| <
max(a?,33?) < 3/4 fiir d = 3.

Um zu begriinden, daf O4, d = —11,—7, -3, +5 euklidisch ist, muf man das Argument
leicht modifizieren, da jetzt d =1 (mod 4): Zu z,w € Oy mit w # 0 sei 2w~ = u+vvd
mit u,v € Q. Wahle n € Z, so daf |8] < 1/4 fiir 8 := v — (1/2)n. Dann wihle m € Z,
um v — (1/2)n zu approximieren, d.h., so daff || < 1/2 fir a := v —m — (1/2)n. Setze
q:=m+ (1/2)n(1 + Vd); dann gilt z = wq + 7, wobei 7 = w(a 4+ Bv/d). Man sieht, daf
r = 0 oder n(r)] = In(wn(a + BV = In(w)||o? — dF| < In(w)], da |o? — 4| <
1/4 4+ 11/16 < 1 wegen |d| < 11. ]

Die Existenz von maximalen Idealen (und deshalb auch Primidealen) sichert:

Satz 3.6. Jeder kommutative Ring A # 0 besitzt mindestens ein mazimales Ideal.

Beweis: Die Menge S aller Ideale a # (1) in A ist nicht leer, da (0) € S, und durch
die Inklusionsrelation geordnet. Wir wollen Zorns Lemma anwenden; dazu ist zu zeigen,
daf jede Kette in S eine obere Schranke in S hat. Ist eine Kette 7' von Idealen a # (1)
gegeben, so bilde ag := UuET a. Dann ist ag ein Ideal in A, denn fiir alle z,y € ag existiert
ac€T mit z,y€a,also x—y€aund ar € a firalle a € A. Es gilt 1 ¢ ag, da 1 ¢ a fir
alle a € T'. Also gilt ag € S, und qg ist obere Schranke der Kette T'. Aus Zorns Lemma
folgt die Existenz eines maximalen Elementes fiir .S. |

Korollar 3.7. Ist a ein echtes Ideal in A, so gibt es ein mazimales Ideal m von A
mit a C m.

Beweis: Betrachte im Satz den Ring A/a und benutze 1.6. [ ]
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3.8. Zwei Ideale a,b in einem kommutativen Ring A heifen teilerfremd, falls a +b = A
gilt. Dies ist dquivalent zu der Bedingung, daft a € a und b € b mit a + b = 1 existieren.
Sind a und b teilerfremd, so gilt in der {iblichen Inklusion a-b C anNb sogar die Gleichheit
a-b=anb, denn: Sei z € aNb; es existieren a € a,b € b mit a +b = 1, und es gilt
r=x-1=za+xb€cab+ab=uab.

Beispiel 3.9. Gegeben seien ganze Zahlen m,n € Z. Es gibt eine ganze Zahl d > 0 mit
dZ = mZ + nZ. Dann ist d der grokte gemeinsame Teiler von m und n. Das bedeutet,
daf d|m und d | n und dak alle h € Z mit h | m und h | n Teiler von d sind. In der Tat,
aus dZ = mZ + nZ folgt, dak d alle Zahlen am + bn mit a,b € Z teilt (also insbesondere
d|m und d | n) und dak ag,bp € Z mit d = agm + bon existieren; ist h ein Teiler von n
und m, so teilt A dann auch d = agm + bgn .

Der Spezialfall d = 1 zeigt insbeondere: Die Zahlen m und n sind genau dann teiler-
fremd, wenn die Ideale mZ und nZ teilerfremd sind.

Satz 3.10. Sei A ein kommutativer Ring. Sind ay,...,a, Ideale in A, die paarweise
teilerfremd zueinander sind, so gilt:

(a) Jedes Ideal a; ist teilerfremd zu [];,; a;.

(b) Ty o =y
(c) Der Ringhomomorphismus ¢ : A — [[(A/a;) mit @ — (z + ar,...,x + ay,)
induziert einen Isomorphismus A/[[; aj — TI, (A/ay).

Beweis: (a) Die Teilerfremdheit impliziert fiir festes j, daR es fiir alle ¢ # j Elemente z; €
a; und y; € a; mit 1 = x;+y; gibt. Dann folgt 1 = H#j (@i+yi) =1 Yj—1Yj41---Yn+a
mit a € a;.

(b) wird durch Induktion {iber n beweisen; der Fall n = 2 Wurde oben bemerkt. Sei n > 2,
und das Ergebnis richtig fiir ay,...,a,-1, d.h., man hat []} 1 a; = ?;11 a; =: b. Mit (a)
gilt dann []? , a; = ba, =bNa, = ﬂzzl a;.

(c) Sei n > 2. Seien Elemente z1,...,z, € A gegeben. Fiir jedes j = 1,...,n sind die
Ideale a; und [J, ;% teilerfremd; deshalb gibt es Elemente u; € a; und v; € IL 25 G
mit uj +v; = 1. Dann gilt v; =6;; (mod a;). Setzt man z = Z;‘:l vz, so gilt © = x;
(mod aj) fiir alle j, und die Abbildung ¢ : A — [[(A/a;) ist surjektiv. Der Kern von ¢

ist gleich (N a;, also nach (b) auch gleich J]a;. ]
Beispiele 3.11. (1) Satz 3.10.c besagt, daf fiir paarweise teilerfremde Ideale ai,...,a,
in A und gegebene Elemente x1,...,2, in A das System von Kongruenzen

X = xj (IIlOd Cl]')

stets 16sbar ist und dafs fiir eine Losung = die zugehorige Nebenklasse = + ﬂ a; die Menge
aller Losungen ist. Um eine Losung x zu finden, gilt es (vgl. Beweis) Elemente v; € HZ#J a;
und u; € a; mit u; +v; = 1 zu finden.
(2) Sind my,...,m, paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen, so sind mit m :=m;y ... my,
die Ringe Z/mZ und [],(Z/m;Z) isomorph. Diese Anwendung von Satz 3.10 wird oft als
Chinesischer Restsatz bezeichnet.

In diesem Fall kann man ein System von Kongruenzen X = z; (mod m;) mit gege-

benen ganzen Zahlen zi,...,x, wie folgt l6sen: Fiir alle j setze man m; = m/m;. Weil
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m; und m; nun teilerfremd sind, gibt es a;,b; € Z mit a;m; + b]-m; =1, siche 3.9. (Man
kann a; und b; mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus, siehe 5.5 unten, explizit berech-
nen.) Dann kann man im Teil (c) des Beweises u; = a;m; und v; = bjm9 nehmen; also ist
T = Z?:l J:]-bjm;. eine Losung des gegebenen System von Kongruenzen; die Menge aller
Losungen ist die Nebenklasse « + mZ.

Nimmt man zum Beispiel das System
X=1 (mod2), X =2 (mod 3), X =3 (mod 5),

so zeigt
1=(-7)-241-15=7-3+(-2)-10=(-1)-5+1-6,

daf £ =1-15+2-(—20) +3-6 = —7 eine Losung ist.

§ 4 Ringe der Briiche

4.1. Das Verfahren, mit dem man den Koérper Q der rationalen Zahlen aus dem Ring Z
der ganzen Zahlen konstruiert, kann unmittelbar auch auf Integritatsbereiche R ausgedehnt
werden. Hierzu definiert man auf der Menge der geordneten Paare (r,s) mit r,s € R, s # 0
die Aquivalenzrelation (r,s) ~ (1,s') : <= rs’ — sr’ = 0. Die Nullteilerfreiheit von R
wird benétigt, um die Transitivitit der Relation nachzuweisen. Die Menge R x (R \ {0})
modulo ~ kann dann mit der Struktur eines Korpers versehen werden, genannt Kérper der
Briiche oder Quotientenkorper von R.

In der allgemeinen Situation eines beliebigen kommutativen Ringes A verfdhrt man wie
folgt: Eine Teilmenge S von A heifst multiplikativ abgeschlossen, falls 1 € S und falls fiir
alle s,t € S auch st € § gilt. Auf A x S ist durch:

(a,s) ~ (b,t) : <= (at — bs)u =0 fiir irgendein u € S

eine Relation definiert. Dies ist eine Aquivalenzrelation; zum Nachweis der Transitivitit
bendtigt man, dak S multiplikativ abgeschlossen ist. Zu (a,s) € A x S sei a/s die Aquiva-
lenzklasse, und S~'A bezeichne die Menge der Aquivalenzklassen. Auf S~'A konstruiert
man Verkniipfungen, so daff, analog zum elementaren Kalkiil, gilt:

(a/s) + (b/t) (at + bs)/(st),
(a/s) (b/t) (ab)/(st).
Man zeigt dazu, daf die rechten Seiten unabhéngig von der Auswahl der Repriasentanten

(a,s) und (b,t) sind. Versehen mit diesen beiden Verkniipfungen ist S~'A ein kommuta-
tiver Ring, genannt Ring der Briiche von A beziiglich S. Die Abbildung

(ps:A—>S_1A-, ar—afl (1)

ist ein Ringhomomorphismus. Fiir s € S gilt pg(s) = s/1 und (s/1)(1/s) = 1/1, also folgt
0s(S) € (S71A)*. Der Kern von g ist gerade {a € A | a/1 =0/1}, d.h.

ker s = {a € A es existiert ein s € S mit as =0 }. (2)

Es gilt genau dann S~'A = {0}, wenn 0 € S.
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Der Ringhomomorphismus ¢g : A — S~'A hat die folgende universelle Eigenschaft:

Satz 4.2. Sei o : A — B ein Ringhomomorphismus mit der Eigenschaft, dafl
jedes a(s) mit s € S eine Einheit in B ist. Dann existiert ein eindeutig bestimmiter
Ringhomomorphismus 3: S™1A — B mit Bo s = a.

Beweis: Geniigt ein Ringhomomorphismus 3 : S™'A — B der Forderung o ¢g = a, so
gilt fiir alle a € A, daR a(a) = Bopg(a) = B(a/1). Fiir s € S ist B(1/s) = B((s/1)71) =
B(s/1)7! = a(s)~L. Dann gilt B(a/s) = B(a/1)B(1/s) = a(a)a(s)™!; somit ist 3 eindeutig
durch « festgelegt.

Zum Nachweis der Existenz ist zu zeigen, dak B(a/s) := a(a)a(s)™' wohldefiniert
ist: Gilt a/s = b/t, so existiert ein v € S mit (at — bs)u = 0. Es folgt (a(a)a(t) —
a(b)a(s))a(u) = 0. Das Element a(u) ist eine Einheit in B, also ist der Klammerausdruck
Null, d.h. a(a)a(s)™! = a(d)at) L. [

Beispiele 4.3. (1) Sei A = R ein Integrititsbereich, und sei S = R\ {0}. Dann ist S™'R
ein Korper, der Quotientenkdrper von R. In diesem Fall ist g : R — S~!'R injektiv, und
man identifiziert R mit seinem Bild ¢g(R) C S™'R.

(2) Ist p ein Primideal eines kommutativen Ringes A, so ist die Menge S := A\ p multi-
plikativ abgeschlossen. Der zugehérige Ring der Briiche wird mit Ay, := S 1A bezeichnet;
er wird durch Lokalisierung in p erhalten. Die Menge m = {a/s | a € p,s € S} bildet ein
Ideal in Ay. Ist irgendein Element b/t nicht in m enthalten, so ist b € S, und damit ist
b/t eine Einheit in A,. Es folgt, da® jedes Ideal a in Ay, das nicht in m enthalten ist (d.h.
a Z m), cine Einheit enthélt; also gilt a = A,. Deshalb ist m das einzige maximale Ideal
in A,.

§ 5 Teilbarkeit in Integritiatsbereichen

Die grundlegenden Eigenschaften von Primzahlen und die eindeutige Zerlegung von natiirli-
chen Zahlen in ein Produkt von Primzahlen sind wesentlich in der Behandlung des Ringes Z.
Analoge Begriffsbildungen sind fiir das Studium allgemeinerer Ringe ohne Nullteiler von
Bedeutung.

5.1. Sei A ein Integritdtsbereich, also ein kommutativer Ring, der keine Nullteiler # 0
besitzt und in dem 1 # 0 gilt. Fiir ein a € A sei (a) = aA das zugehorige Hauptideal. Wir
definieren:

(1) Fir Elemente a,b € A sagt man: a teilt b (oder: a ist Teiler von b), falls ein ¢ € A
mit ac = b existiert; die Schreibweise ist a | b. [Dies ist zu der idealtheoretischen
Bedingung (b) C (a) dquivalent.|

(2) Zwei Elemente a,b € A heifen assozitert (Schreibweise: a ~ b), falls a | b und b | a.
[Dies ist zu (a) = (b) dquivalent.|

(3) Ein Element p € A heifst Primelement (oder prim), falls p # 0 und falls (p) ein
Primideal in A ist. [Die zweite Bedingung ist dazu dquivalent, daf p ¢ A* und daf
fiir alle a,b € A gilt: p|ab=p|a oder p|b.|

(4) Ein Element u € A heikt unzerlegbar (oder irreduzibel), wenn u # 0 und u ¢ A*
(d.h. u ist keine Einheit) und wenn aus einer Darstellung v = ab mit a,b € A folgt,
daff a oder b eine Einheit ist.
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Sind zwei Elemente a,b € A assoziiert, d.h. hat man a = pb,b = va mit irgendwelchen
u,v € A, so folgt b=wvpub, also b(1 —vu) = 0. Ist b # 0, so folgt vu =1, und pu ist eine
Einheit. Ist b =0, soist a = 0 und b = al. Somit sind a,b genau dann assoziiert, wenn ein
pu € A* mit a = pb existiert. Die Relation, assoziiert zu sein, ist eine Aquivalenzrelation.
Das Nullelement bildet eine Aquivalenzklasse, die Einheiten A* = {a € A | a ~ 1} eine
andere.

Die Irreduzibilitdt eines Elementes u in A kann durch die folgende dquivalente Bedin-
gung charakterisiert werden: Es ist (u) # 0, (u) # A und es gilt: Fiir alle a € A impliziert
(u) C (a) entweder (a) = (u) oder (a) = A. Denn: Ist (u) C (a), so ist a ein Teiler von u,
also u = ab fir ein b € A. Da u als irreduzibel vorausgesetzt ist, folgt, dafs a € A* und
damit (a) = A ist, oder, daf b € A* und damit a ~ u, also (a) = (u) ist. Ist umgekehrt
u = ab, also u € (a), und damit (u) C (a), so folgt (a) = A, d.h. a ist Einheit, oder
(a) = (u), d.h. b ist Einheit.

Beispiel: Im Ring A =7 der ganzen Zahlen sind die unzerlegbaren Elemente gerade alle
p und —p mit p eine Primzahl; sie fallen mit den Primelementen zusammen.

Satz 5.2. Sei A ein Integritditsbereich.
(a) Ist p € A ein Primelement, so ist p unzerlegbar.

(b) Ist A ein Hauptidealring, so gilt: Ein Element p € A ist genau dann Primelement,
wenn p unzerlegbar ist. Ist p # 0 ein Primideal in A, so ist p mazximales Ideal in A.

Beweis: (a) Sei p € A ein Primelement, sei p = ab. Dann gilt p | a oder p | b, aber auch
a|p und b | p. Damit ist entweder p ~ a, also b € A*, oder p ~ b, also a € A*.

(b) Sei u € A ein unzerlegbares Element. Aus der obigen idealtheoretischen Charakteri-
sierung folgt, daf (u) ein maximales Ideal in A ist; also ist (u) ein Primideal, und u ist
Primelement.

Ist p # 0 ein Primideal in A, so gibt es in dem Hauptidealring A ein Primelement p
mit p = (p). Da p unzerlegbar ist, muf p = (p) maximales Ideal sein. |

5.3. Zu gegebenen Elementen a,b € A heifst d € A ein grifiter gemeinsamer Teiler von
a und b (Schreibweise: ggT(a,b)), falls: d | @ und d | b und fiir alle g € A mit g | @ und
g|bgilt g|d.Zu a,b e A heift v € A ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b
(Schreibweise: kgV(a,b)), falls: a | v und b | v und fiir alle h € A mit a | h und b | h gilt
v | h. Falls zu zwei Elementen a,b € A der ggT(a,b) oder das kgV(a,b) existiert, so sind
diese jeweils bis auf eine Einheit in A eindeutig bestimmt.

Satz 5.4. Seien a,b zwei Elemente in einem Hauptidealring A. Es gibt einen
ggT(a,b) = d und ein kgV(a,b) = v von a und b. Man hat (a) + (b) = (d) und
(a) N (b) = (v).

Beweis: Da A ein Hauptidealring ist, existiert ein d € A mit (d) = (a)+(b). Es folgt (a) C
(d), (b) C (d) und somit d | a und d | b. Gilt g | a und g | b, so folgt (d) = (a) + (b) C (g),
also g | d.

Andererseits hat man (a) N (b) = (v) fiir irgendein v € A. Wegen (v) C (a), (v) C (b)
gilt @ | v,0 | v.Ist h € A mit a | h,b | h, so folgt (h) C (a),(h) C (b), und damit
(h) C (a) N (b) = (v), also v | h. [
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Man nennt zwei Elemente a,b in A teilerfremd, falls 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von
a und b ist. Es ergibt sich:

Korollar 5.5. Sind a,b € A FElemente in einem Hauptidealring A, so sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Elemente a und b sind teilerfremd.
(ii) Die Ideale (a) und (b) sind teilerfremd.
(iii) Das Einselement hat eine Darstellung 1 = aa + Bb fir irgendwelche o, 3 € A.

Bemerkung: Ist A ein euklidischer Ring (mit der Gradabbildung A : A\ {0} — N),
so ist der Euklidische Algorithmus ein Verfahren, um einen gréfiten gemeinsamen Teiler
zweier Elemente a,b € A\ {0} zu bestimmen. Man setze und nehme an: a; := a, ag :=
b, A(a1) > A(az). Dann existieren ¢ =: ¢1, r =: ag € A mit ay = gaz+ag, wobei ag = 0 oder
Aas) < Aag). Ist ag =0, soist ay = ggT (a1, az). Ist ag # 0, so findet man eine Gleichung
az = qaaz+ a4, wobei aqg = 0 oder A(ag) < A(az). Nach endlich vielen Schritten erhélt man
p—1 = qn-1an + apt1 und a, = ¢nan41. Dann gilt a,41 = ggT(a1,az), denn an4q teilt
ap und an,_1, mittels Induktion sicht man a,4+1 teilt ag und ay, also (a1,a2) C (ant1).
Gilt andererseits h | a; und h | ag fiir h € A, so teilt h alle Elemente a;, also ap41.

Man kann mit diesem Algorithmus auch gleichzeitig s,t € A mit ggT(a,b) = sa + tb
bestimmen. Dazu berechnet man iterativ s;,t; € A mit a; = s;a + t;b. Zu Anfang gilt
si=1,t1=0und so =0, to = 1. Ist ajy+2 = a; — ¢;a;+1, so erhdlt man s;19 = $; — ¢iSit1
und t;10 = t; — gitiy1. Wegen a,11 = ggT(a,b) fiir ein geeignetes n folgt die Behauptung.

Satz/Definition 5.6. Sei A ein Integrititsbereich. Dann sind die folgenden Aussa-
gen dquivalent:

(i) Jedes Element a € A,a # 0,a ¢ A*, lift sich als (endliches) Produkt a =
up ... u, von unzerlegbaren Elementen wi,...,u, schreiben, und diese Darstellung
ist bis auf Rethenfolge und Einheiten eindeutig: Gilt a = uy ... up, = vi...Uy mit
unzerlegbaren Elementen vy, ..., vy, € A, so folgt m = n, und es existiert eine Per-
mutation ™ € Sp mit u; ~ vy fiir alle 4.

(ii) Jedes Element a € A,a # 0,a ¢ A*, lift sich als (endliches) Produkt a =
up ... u, von unzerlegbaren Elementen schreiben, und jedes unzerlegbare Element u
in A ist Primelement.

Ein Integritatsbereich, der diese Aussagen erfillt, heifft faktorieller Ring.

Beweis: (i) = (ii): Seien u € A unzerlegbar und a,b € A mit « | ab. Dann existiert ein
d € A mit ud = ab. Gilt a =0, so u | a. Ist a eine Einheit, so folgt u | b. Also kénnen
wir annehmen, daR a,b # 0 und a,b ¢ A*; dies impliziert d # 0 und (weil u unzerlegbar)
d ¢ A*. Darstellungen @ = p1...pn, b = ¢1...¢m und d = vy ... v, mit unzerlegbaren
Faktoren erbringen die Zerlegung

ud = uvy... V% = P1..--Ppql---Gm -

Dann existiert ein ¢ mit u ~ p; oder u ~ ¢;, also u | a oder w | b.

(ii) = (i): Es selen @ = uy ...u, = v1...0y, zwei Darstellungen mit unzerlegbaren Fak-
toren, die nach Voraussetzung auch Primelemente sind. Wir fithren Induktion iiber n + m
durch. Der Induktionsanfang n + m = 2 ist klar. Nun betrachte man das Element u;; es
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gilt uy | vy ... v, also existiert ein 1 < i < m mit u; | v;, da uy prim ist. Daher existiert
eine Einheit s € A* mit su; = v;. Es folgt die Identitdt ug...up = v1 ... V;—18Vit1 ... Upy.
Die Induktionsvoraussetzung erbringt n — 1 = m — 1, also n = m, und fithrt zu einer
Permutation 7 € S, mit u; ~ g fiir alle j. |

Aus der Eindeutigkeit der Produktdarstellung in faktoriellen Ringen erhdlt man unmittel-
bar:

Korollar 5.7. Sei A ein faktorieller Ring, seien a,b € A\ {0} Elemente mit den
Produktdarstellungen a = sp*...p%», b = tpi" .. .pg" mit s,t € A* und «;,5; €
N(i=1,...,n), wobei pi,...,p, eine Menge von paarweise nicht-assoziierten un-

zerlegbaren Elementen in A ist. Dann gilt:

(a) a|b <= @ <G firalei=1,...,n.

(b) Setzt man m; := min(«y, 5;) und M; := max(ay, 3;) jeweils fir i = 1,...,n,
so ist m = [[p]" ein grofter gemeinsamer Teiler und M = Hpi-wi ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches von a und b in A.

(c) Seice A. Gilt a|bc und ggT(a,b) ~ 1, so gilt a|c.

Korollar 5.8. Ist A ein faktorieller Ring, so gibt es zu gegebenem a € A,a # 0,
nur endlich viele verschiedene Hauptideale (b) mit (a) C (b).

Beweis: Dies ist klar, wenn a € A*, also (a) = A. Sonst hat man a = uj...u, mit
unzerlegbaren Elementen uy,...,u, € A. Gilt fiir ein Hauptideal (b) D (a), so folgt bg = a
fiir ein ¢ € A. Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung in unzerlegbare Elemente mufs es
1<y <idg <+ <dpy <momit b~ wj uy, ... w4, geben. [ ]

Sei (X, <) eine teilweise geordnete Menge. Man sagt, daf eine Kette zg < 27 < g < ---
in X stationdr wird, wenn ein ng € N mit x,, = z,, fiir alle m > n( existiert.

Satz 5.9. FEin Integrititsbereich A ist genau dann ein faktorieller Ring, wenn jedes
unzerlegbare Element prim ist und jede aufsteigende Kette von Hauptidealen ag C
ap Cag C -+ Cay C -+ stationdr wird.

Beweis =-: Nach Satz 5.6 ist ein unzerlegbares Element in einem faktoriellen Ring prim;
die zweite Behauptung folgt aus Korollar 5.8.

<«: Betrachte die Menge H aller Hauptideale (a) in A mit a # 0 und a ¢ A*, so daf
a kein Produkt von unzerlegbaren Elementen ist. Wir sollen zeigen, dafs H leer ist, und
nehmen das Gegenteil an. Dann enthdlt H ein maximales Element a, denn wére dies nicht
s0, so erhielte man zu jedem ag € H ein a3 € H mit ap C a;, und so durch Fortsetzen des
Verfahrens eine aufsteigende Kette von Hauptidealen a9 C a1 Cag € --- C a, C -+, die
nicht stationdr wiirde.

Sei a ein Erzeugendes des maximalen Elementes a von H. Dann gilt a # 0 und a ¢ A*,
und a kann nicht unzerlegbar sein. Also gibt es b,c € A\ A* mit a = bc. Es folgen echte
Inklusionen (a) = a € (b) und (a) = a C (¢); also gehdren, wegen der Maximalitdt von
a, die Ideale (b) und (c) nicht zu H. Schlieklich erbringen Darstellungen von b und ¢ als
Produkt unzerlegbarer Elemente auch eine solche von a = bc; dies steht im Widerspruch
zu der definierenden Eigenschaft der Menge H. Also ist H leer. |
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Wir betrachten die letztgenannte Bedingung tiber aufsteigende Ketten von Hauptidealen in
Integritatsbereichen jetzt in beliebigen kommutativen Ringen, fordern sie aber fiir Ketten
beliebiger Ideale. Es gilt:

Satz/Definition 5.10. Sei A ein kommutativer Ring. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) Jede aufsteigende Kette von Idealen ag C ay C ag C --- in A wird stationdr.

(ii) In jeder nichtleeren Menge M wvon Idealen in A gibt es ein mazimales Element
(beziiglich der Inklusionsrelation in M).

(i) Jedes Ideal a in A ist endlich erzeugbar, d.h., es existieren ai,...,an, € A, so
daff a = (a1,...,a,) gilt.

Ein kommutativer Ring, der eine dieser Aussagen erfillt, heifft noethersch.

Beweis: (i) = (ii): Ist M eine nichtleere Menge von Idealen in A, die kein maximales
Element hat, so gibt es zu jedem m; € M ein mp € M mit m; C mg, also eine Kette
m; Cmg C--- Cmy, C -, die nicht-stationér wéire. Widerspruch.

(i) = (iii): Sei a € A ein Ideal, und sei M die Menge aller Ideale in A, die endlich
erzeugbar sind und in a enthalten sind. Es ist M # (). Sei m ein maximales Element
von M, und sei @ € a. Dann gilt aA +m € M, und dieses Ideal umfakt das maximale
Element m, also aA +m = m, und damit a € m. Es folgt, dalt a = m, und a ist endlich
erzeugbar.

(i) = (i): Ist a9 C a3 C -+ C a, C --- eine aufsteigende Kette von Idealen in A4,
so ist a = U;iu a; ein Ideal in A. Nach Voraussetzung ist a endlich erzeugbar, etwa
a=(21,...,%m). Zujedem 1 < j <m existiert ein n; mit x; € ay, . Ist ng die grokte der
Zahlen n; (1 < j <m), so gilt a = ay,, und die Kette wird stationér. ]

Korollar 5.11. Ist A ein Hauptidealring, so ist A faktoriell und noethersch.

Beweis: In Hauptidealringen ist nach Satz 5.2.b jedes unzerlegbare Element prim. Jedes
Ideal in A ist endlich erzeugbar, also ist A noethersch. Mit Satz 5.9 folgt die Behauptung.
|

Beispiel 5.12. Sei O, wie in Beispiel 3.5(2) der Ring der ganzen Zahlen in dem Korper
Q(Vd) mit d # 1 quadratfrei. Dort wurde fir d = —11,-7,—3,-2,—1,2,3,5 gezeigt,
dafs O, euklidisch, also ein Hauptidealring ist. Nach dem letzten Korollar ist Oy in diesen
Fallen faktoriell.

Der Ring O_5 = Z ® Z+/—5 ist jedoch nicht faktoriell. Denn: Sei N : Oy — Z, z =
a + by/=5 +— a® + 5b® die Normabbildung; es gilt N(z) > 0 , falls z # 0. Also ist z €
Oy © N(2) =1« z =1 oder z = —1. Ferner gilt N(z) = 0,1,4 (mod 5) fiir
beliebiges z € O_5. Ist u eines der Elemente 3,2 ++/—5,2 — /=5, so gilt N(u) = 9. Eine
Darstellung u = ab, a,b € O_5 impliziert also 9 = N(u) = N(a)N(b). Da N(a), N(b) # 3
folgt N(a) = 1 oder N(b) = 1, also ist a oder b eine Einheit. Damit sind die Elemente
3, = 2+ /-5, = 2 — v/—5 unzerlegbar, und keines dieser Elemente ist Teiler eines
der beiden anderen. Die Zahl 9 hat damit die zwei verschiedenen Produktdarstellungen
3-3=(2++/-5)-(2—+/=5). Das Element z ist kein Primelement, da z zwar 3-3 =9
teilt, aber nicht ein Teiler von 3 ist.
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UBUNGEN

§1

1

§2

5.

Ringe, Homomorphismen und Ideale
. Zeige: Jeder Ring R mit Einselement ist vermége der Zuordnung
R — End(R,+), a+— (Lq : x — ax)
isomorph zu einem Unterring des Endomorphismenrings seiner additiven Gruppe (R, +).

. Sei A = M,(K) der Ring aller 2 x 2-Matrizen iiber einem Korper K. Zeige, dak A und {0}
die einzigen Ideale in A sind.

. Seien A ein Ring und X eine Teilmenge von A. Zeige, dak Z4(X) = {a € A | ax =
za fiir alle € X} ein Unterrring von A ist.

. Man macht C? zu einem kommutativen Ring, wenn man die iibliche (komponentenweise)
Addition nimmt und die Multiplikation durch

(a,b,c) - (a', V', ) = (aa’ + b’ + V', ab’ + ba’ + cc’, ac’ + ca’ + bb')

definiert. Finde alle (X, ) € C2, fiir welche die Abbildung ¢y, : C* — C mit ¢ .(a,b,¢) =
a+ A\b+ pc ein Ringhomomorphismus ist. Konstruiere einen Ringisomorphismus von C3 auf
C x C x C und gib dessen inverse Abbildung explizit an.

Einheiten, Nullteiler

Seien S ein Ring und a,b € S. Zeige: Gilt ab =1 und ist a kein Linksnullteiler oder b kein
Rechtsnullteiler, so gilt auch ba = 1, d.h. a und b sind Einheiten von S.

. Sei R ein endlicher Ring. Ist @ € R kein Linksnullteiler oder kein Rechtsnullteiler von R, so
ist a Einheit in R.

. Sei n > 2. Zeige: Die Restklasse [m] := m + nZ einer ganzen Zahl m > 1 ist im Restklas-
senring Z/nZ genau dann eine Einheit, wenn m und n teilerfremd zueinander sind.

. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element x € R heifst nilpotent, wenn ein n € N mit
™ = 0 existiert. Zeige:
(a) Die Menge N(R) der nilpotenten Elemente in R ist ein Ideal in R.
(b) Fiir eine Einheit € € R* und ein nilpotentes Element 2 € N(R) ist ¢ + x eine Einheit
in R.
. Fiir d € Z sei Aq der Ring aller (z,y) € Z x Z mit den Verkniipfungen
(,y)+ @ y) = (z+2"y+y) wd (z,9)-(2"y) = (@2’ +dyy’, 2y +ya').

(Es darf vorausgesetzt werden, daf dies ein Ring ist.)

(a) Sei d eine Quadratzahl # 0. Man gebe einen injektiven Ringhomomorphismus ¢ : A; —
Z X 7 an, fiir den gilt: ¢(z,y) = (a,b) = ¢(z, —y) = (b,a) fiir alle a,b,z,y € Z.

(b) Fiir welche d € Z enthélt Ay Nullteiler?

(¢) Fiir welche d € Z enthilt Ay nilpotente Elemente z # 07 (Man nennt z nilpotent,
wenn 2" =0 fiir ein n € N.)
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Ringe

§ 3 Kommutative Ringe

10.

11.

12.

13.

14.

Sei R ein nicht-trivialer kommutativer Ring. Zu jedem r € R sei L, die Abbildung R —
R, z+— r-x. Zeige:

(a) R ist genau dann ein Integritdtsbereich, wenn die Abbildungen L, fiir alle r # 0 injektiv
sind.

(b) R ist genau dann ein Korper, wenn die Abbildungen L, fiir alle  # 0 surjektiv sind.
(c¢) Ein Primideal p C R mit endlichem Restklassenring R/p ist maximal.

Sei R ein nicht-trivialer kommutativer Ring. Zeige:

(a) Ist I # 0 ein Ideal in R und ist ¢ € R\ I, so ist I + Rt ein Ideal in R, das I enthilt,
jedoch ungleich I ist.

(b) Gegeben sei eine nicht—triviale multiplikative Halbgruppe P C R. Sei J ein Ideal, das
maximal unter denjenigen Idealen in R ist, die leeren Durchschnitt mit P haben. Dann gilt:
J#R,und a,be R\ J impliziert a-b€ R\ J (d. h. J ist ein Primideal).

Im Ring Oy = Z[V2] = {a + bV2 | a,b € Z} ist die Normabbildung N : O — Z durch
N(a +bv/2) = a? — 2b* definiert; sie ist multiplikativ. Setze w = 1+ /2. Zeige:

(a) Ein Element y in O ist genau dann Einheit, wenn [N (y)| =1 gilt.

(b) Elemente z von O, mit 1 < z < w sind keine Einheiten.

(c) Die Einheitengruppe O3 von Os besteht genau aus den Elementen +w”, n € Z, und
O3 ist isomorph zu Z/2Z x Z.

Sei R der Ring Z[v3] = O3. Zeige:

(a) Ein Element r = a + bv/3 € R ist genau dann eine Einheit in R, wenn N(r) :=
(a+bV3)(a — bV3) = a* — 3b% eine Einheit in Z ist (also gleich 1 oder —1).

(b) Wenn r € R* eine Einheit # £1 ist, dann sind alle 7 fiir i € Z verschieden.

(c) Die Gleichung 22 — 3y? = 1 hat unendlich viele verschiedene Losungen (x,y) € Z x Z.
(d) Gibtes z,y € Z mit 2% —3y%? = 17

Ein kommutativer Ring heifft lokal, wenn er genau ein maximales Ideal besitzt. Zeige fiir
einen kommutativen Ring R:

(a) Der Ring R ist genau dann lokal, wenn die Nichteinheiten von R ein Ideal bilden.

(b) Ist R lokal und ist I # R ein Ideal in R, so ist auch R/I lokal.

§ 4 Ring der Briiche

15.

16.

17.

Seien p € N eine Primzahl und Z,) der Ring der Briiche S™Z mit S =7\ (p). In diesem
Ring ist p-Z,) ein Ideal, vgl. Beispiel 4.3(2).

(a) Zeige: Die Abbildung Z/pZ — Zy,)/p - Ly, n+ pZ — n + pZpy ist ein Isomorphismus
von Ringen.

(b) Betrachte p =5 und setze [z] = = + 5Z5 fiir alle 2 € Z5). Finde u € {0,1,2,3,4}, so
daks [u] = [1/3] + [1/4].

Seien A ein Hauptidealring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A mit
0¢S. Zeige, dak S™1A ein Hauptidealring ist.

Seien A ein kommutativer Ring und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A.
Zeige, mit der Notation von Aufgabe 8, dak N(S71A) = {a/s|a € N(A), s € S}.
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§ 5 Teilbarkeit in Integritdtsbereichen

18.

19.

20.

21.

22.

Sei R ein Integritatsbereich und seien r,s € R. Zeige:

(a) Wenn r unzerlegbar ist und r assoziiert zu s, so ist auch s unzerlegbar.

(b) Wenn 7, s € R unzerlegbar sind und 7 | s, so sind r und s assoziiert.

Sind aq,...,a, Elemente # 0 in einem Integritétsbereich A, so heifit ein Element d € A ein

grofter gemeinsame Teiler von ay,. .., ay, falls gilt: d | a; (1 < i < n) und fir h € A mit
hla; (1 <i<n) folgt h|d; man schreibt dann d = ggT(aq,...,a,). Zeige:

(a) Existieren g¢,—1 := ggT(a,...,an—1) und ggT(gn-1,an), so gilt geT(ay,...,a,) =
geT(gn—1,an).

(b) Sei A =7Z. Zu gegebenem by,...,b, € Z\ {0} sei g := ggT(b1,...,b,). Zeige: Es gibt
A1y, Qp €Z mit g =anby + -+ apby,.

(c¢) Eine lineare Gleichung
X1+ +a X, =0 (a1,...,an,bEZ)

besitzt genau dann eine Losung (21, ...,x,) € Z", wenn der ggT(a1,...,a,) ein Teiler von b
ist.

Sei R ein kommutativer Ring. Fiir Ideale a,b in R sagen wir ,a teilt b “ wenn b C a.
Man bildet die Begriffe ggT und kgV analog zu den Begriffen ggT und kgV von Elementen
in R. Zeige:

(a) Zu je zwei Idealen existiert genau ein grofter gemeinsamer Teiler und genau ein kleinstes
gemeinsames Vielfaches.

(b) Der Ring R ist genau dann noethersch, wenn die kleinste Menge von Idealen, die die
Hauptideale und zu je zwei Idealen ihren ggT enthilt, die Menge aller Ideale von R ist.

(¢) Wenn zu a,b € R der ggT von (a) und (b) ein Hauptideal ist, so gibt es einen ggT von
a und b in R. (Bemerkung: Die Umkehrung hiervon gilt i. a. nicht, vgl. Aufgabe IV.27.)
Sei d € Z\ {0} quadratfrei und R = Oq4. Zeige:

(a) Jedes Ideal I # 0 in R enthélt ein n € Z mit n > 0. (Hinweis: Normabbildung)

(b) Fiir jedes n € Z mit n > 0 enthilt R/nR genau n? Elemente.

(¢) R/I ist endlich und damit noethersch fiir alle Ideale I # 0 in R.

(d) R ist noethersch.

Setze w = (=1 +/—3)/2. Dann gilt w? =@ und w3 = 1. Der Unterring O_3 = {a + bw |

a,b € Z} von Q(v/=3) ist wegen w = w? unter komplexer Konjugation a + bw —— a + bw
abgeschlossen. Versehen mit der Normabbildung

N(a+bw) = (a+bw)(a+bw) = a® — ab+ b?

ist O_3 ein euklidischer Ring. Zeige:

(a) Ein Element y in O_3 ist genau dann eine Einheit ist, wenn N(y) = 1 gilt. Bestimme
alle Einheiten des Ringes O_3.

(b) Ist € O_3 ein Primelement, so gibt es eine Primzahl p mit N(z) = p oder N(z) = p?.

Falls N(z) = p? gilt, so ist © zu p assoziiert; falls N(z) = p gilt, so ist x zu keiner Primzahl
q assoziiert.

(c¢) Ist N(z) fiir ein Element z € O_3 eine Primzahl, so ist z ein Primelement in O_3.

(d) Ist p eine Primzahl, die kongruent zu 2 modulo 3 ist, so ist p als Element in O_3 ein
Primelement.
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23.

24.

Ringe

Im Ring O_5 = Z @ Z+/—5 betrachte man das Ideal p = (2,1 + +/—5). Zeige:
(a) p ist kein Hauptideal.
(b) p ist ein Primideal und zwar das einzige von O_5, das 2 umfaft.

(a) Wir wissen: O_; = Z @ Zi ist euklidisch, also insbesondere ein Hauptidealring. Daher
miissen die folgenden Ideale von einem Element erzeugt werden; gib ein solches Element an:

(i) (14 36,5+ 10i) (i) (1+30,2+4i,3 + 56,4+ 6i,...)

(b) Bestimme alle Elemente x € O_; mit Norm N(z) < 8.

(c) Bestimme mit Hilfe der Liste aus (b) die Primfaktorzerlegung in O_; der natiirlichen
Zahlen von 2 bis 10 und der Elemente 1+ 7¢ und 3 4 5i.



IV Polynomringe

In diesem Kapitel werden Polynomringe (in einer und in mehreren Verénderlichen) ein-
gefithrt. Eigenschaften von Nullstellen von Polynomen werden bewiesen. Wir betrachten
die Primfaktorzerlegung in Polynomringen und geben Kriterien fiir die Irreduzibilitét von
Polynomen an.

Im Folgenden bezeichne A einen kommutativen Ring.

§ 1 Polynome

1.1. Eine Abbildung f:N — A, i — a;, mit der Eigenschaft f(i) = a; = 0 fur fast alle ¢
heiflt Polynom tiber A. Es erweist sich gelegentlich als sinnvoll, diese Abbildung als Folge
(ao, a1, as,...) zu schreiben. Das Nullpolynom ist die Abbildung, fiir die f(i) = 0 fiir alle
i € N gilt. Auf der Menge A[X] aller Polynome iiber A sind die zwei Verkniipfungen Sum-
me und Produkt definiert: Fiir f,g € A[X] setzt man f+g durch (f+g)(¢) := f(7) +g(%)
und f-g durch (f-g)(i) := Z;":o f(4)g(i —j) fest. Versehen mit diesen zwei Verkniipfun-
gen bildet A[X] einen kommutativen Ring, den Polynomring in der Unbestimmten (oder
Verdnderlichen) X ; das Einselement ist e : N — A mit e(0) = 1 und e(Z) = 0 fir ¢ > 0,
d.h. e =(1,0,0,...).

Die Zuordnung a +— (a,0,0,...) ist ein injektiver Ringhomomorphismus A — A[X];
dieser gestattet es, A als Unterring von A[X] aufzufassen. Die Abbildung mit a; = 1
und a; = 0 fiir alle i # 1 bezeichnen wir mit X := (0,1,0,...). Dann gilt X2 =
(0,0,1,0,...), und allgemeiner X* = (0,0,...,0,1,0,...), wobei die 1 € A an der k-
ten Stelle steht (fiir alle ¥ € N). Fiir a € A und ein Polynom f = (ag,a1,a2,...) gilt
a-f = (a,0,0,...)(ap,a1,a9,...) = (aag,aa1,aas,...). Damit ergibt sich fiir beliebige
f € A[X] die Schreibweise

f = (ao,al,ag,..,) = ao(l,O,...)+a1(0,1,0,...)+~-~ = ZiZO aqu

als Linearkombination iiber A der sogenannten (primitiven) Monome X*; dabei heift a;
der Koeffizient des Monoms a; X*. Diese Darstellung ist eindeutig. Wir kénnen ein Polynom
als formalen Ausdruck f =Y,.,a;X" in der Variablen X begreifen; das Element a; € A
heiRt der i-te Koeffizient des Polynoms f. Ist f nicht das Nullpolynom, so heift die groRte
Zahl n, fir die a, # 0 gilt, der Grad von f, grad f := n, und man nennt a,, den héchsten
Koeffizienten von f. Fiir das Nullpolynom setzt man grad(0) = —oo fest. Ein Polynom f
heiftt normiert, wenn f # 0 und wenn der hochste Koeffizient von f gleich 1 ist.

Satz 1.2. Sind f,g € A[X] Polynome iiber A, so gilt
grad(f 4+ ¢g) < max(grad f,gradg) wund grad(f-g) < grad f + gradg.

Ist A ein Integrititsbereich, so gilt grad(f - g) = grad f + gradg.
Beweis: Gilt f =0 oder g=0,s0 f+g=g oder f+¢g=f,und f-g =0, also gilt
grad(f + g) = max(grad f,gradg) und grad(f - g) = —oo. Fiir f = 3, a;X* # 0 und
9=2; b; X7 # 0 setze n := grad f und m := grad g. Dann gilt fiir f-g =", ¢, X", dak
¢, =0 fir h >n+m und dal ¢, = anby,; also folgt grad(f - g) < grad f + grad g. Ist
A ein Integritatsbereich, d.h. enthdlt A keine Nullteiler, so gilt die Gleichheit. |
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Bemerkung: Allgemeiner gilt die Gradformel grad(f - g) = grad f + grad g, wenn der
hochste Koeffizient von f oder g kein Nullteiler in A ist.

Korollar 1.3. Der Polynomring A[X] ist genau dann ein Integrititsbereich, wenn
A ein Integrititsbereich ist. In diesem Fall gilt A[X]* = A*.

Beweis: Es ist nur noch die zweite Aussage zu begriinden. Gilt fg =1 fiir f,g € A[X], so
ist 0 =grad1 = grad f + grad g, also folgt grad f =gradg =0 und f,ge AC A[X]. m

Satz 1.4. Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen und ist b
ein Element in B, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢y : A[X] — B mit
den Eigenschaften op(X) = b und (pp)ja = @.

Beweis: Ist f = a; X', so setzt man, erzwungen durch die geforderten Eigenschaften,
op(f) == p(a;)bt. Fiir a € A gilt py(a) = p(a), und man hat pp(X) = @p(1 - X) =
©(1)b = b. Die Eindeutigkeit ist klar. Die Homomorphieeigenschaft von ¢ folgt aus der
von . [

Beispiele 1.5. (1) Ist A Unterring eines kommutativen Ringes B, und ist i : A — B
die natiirliche Inklusion, so gibt es zu x € B einen Homomorphismus i, : A[X] — B mit
(iz)ja = i, und 4;(X) = z. Dann ist imi, der kleinste Unterring von B, der A und z
enthélt; er besteht aus allen Elementen der Form ag + a1z + - -+ + anz™, a; € A, und man
schreibt A[z] := im i, .

Ist 4, injektiv, d.h., hat man einen Isomorphismus A[X] = A[z], so heikt das Element x

transzendent tiber A. Hat i, einen nicht—trivialen Kern, so heifst x algebraisch tiber A.
(2) Ist ¢ : A — B ein Ringhomomorphismus, so existiert zu A % B < B[X] und dem
Element X in B[X] eine Fortsetzung ¢* : A[X] — B[X] mit ¢}, = ¢ und ¢*(X) = X.
Man hat offenbar »*(3 a; X?) =3 ¢(a;) X".
(3) Wendet man dies bei einem gegebenen Ideal a in A auf den (surjektiven) natiirlichen
Homomorphismus 7 : A — A/a an, so erhiilt man einen (surjektiven) Ringhomomorphis-
mus 7 : A[X]| — (A/a)[X]. Diese Abbildung 7* vermittelt die Reduktion der Koeffizienten
eines Polynoms modulo dem Ideal a.

Der Kern von 7* ist gerade a[X] = {3 a; X’ | a; € a}, das von a in A[X] erzeugte
Ideal. Man erhilt einen Ringisomorphismus A[X]/a[X] = (A/a)[X]. Nun gilt

a[X] ist Primideal in A[X] <= a ist Primideal in A,
da (A/a)[X] genau dann ein Integritdtsbereich ist, wenn A/a dies ist.

Satz 1.6. Sei g € A[X], g # 0, ein Polynom, dessen hochster Koeffizient eine
FEinheit in A ist. Dann existieren zu jedem Polynom f € A[X] eindeutig bestimmte
Polynome q,r € A[X], so daff f = qg+r mit gradr < grad g gilt.
Beweis: Die Félle f =0 und f # 0, grad f < grad g, sind klar: Man setzt ¢ =0, » = f. Sei
also f # 0 mit m := grad f > grad g =: n. Man fiihrt Induktion nach grad f = m durch.
Wir schreiben f =37 a; X" und g = > ;b;X". Nach Voraussetzung gilt b, € A*. Nun
ist der Grad des Polynoms

hoi= f—apb,'X™ g = apX™ — (@b, oy X™ — -+
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echt kleiner als m. Nach Induktionsvoraussetzung existieren o, € A[X] mit gradr < n,
sodaR h=qog+7, also f = (amb;'X™ " +qo)g +7.

Um die Eindeutigkeit von ¢ und r zu zeigen, geht man von zwei Darstellungen f =
@19+711 = q2g+72 mit gradr; < n (i =1,2) aus. Es folgt (q1 —¢q2)g = ro—r1. Da b, € A*
ist, gilt grad((¢g1 — g2)9) = grad(q1 — g2) + grad g, siche Satz 1.2 und die Bemerkung dazu.
Andererseits hat man grad(ra — 1) < n = grad g; also ergibt sich ¢; — ¢ = 0 und damit
ro —r1 =0. |

Bemerkung: Der Satz zeigt: Ist A ein Korper, so ist A[X] ein euklidischer Ring (siehe
I11.3.3) mit Gradabbildung f +— grad f.

Korollar 1.7. Der Polynomring A[X] ist genau dann ein Hauptidealring, wenn A
ein Korper ist.
Beweis: <: Sei a C A[X], a # 0, ein Ideal. Wahle ein Polynom m € a, m # 0, von
minimalem Grad. Ist f € a, so existieren ¢,r € A[X] mit f = ¢gm+r und gradr < grad m.
Wegen der Minimalitit des Grades von m folgt » = 0, also gilt a = (g).
=: Offensichtlich ist A ein Integritétsbereich. Nach Beispiel 1.5(1) gibt es einen Homo-
morphismus 4o : A[X] — A mit (i9)|4 = Id und ig(X) = 0, also mit ig(f) = f(0). Dann ist
ker ip ein Primideal ungleich {0}, also im Hauptidealring A[X]| maximal. Weil iy surjektiv
ist, haben wir einen Isomorphismus A[X]/kerigp — A, und A ist ein Korper. u

§ 2 Nullstellen von Polynomen

Sei f=3,a;X" € A[X] ein Polynom, f # 0. Jedes a € A mit f(a) =3 a;a’ = 0 heifit
Nullstelle oder Wurzel des Polynoms f. Division von f durch das Polynom X — a ergibt
f = q(X — a) + r mit eindeutig bestimmten ¢,r € A[X], gradr < 1. Da 0 = f(a) =
q(a)(a—a)+r(a) =r gilt, folgt f = ¢(X —a) mit eindeutig bestimmtem ¢ € A[X]; es gilt
gradg = grad f — 1. Also ist X — a ein Teiler von f im Ring A[X]. Dies zeigt:

Satz 2.1. Ist f € A[X] ein Polynom, f # 0, das in A mindestens eine Nullstelle
besitzt, so gibt es Elemente ai,...,am € A, a; # a; fir i # j, natirliche Zahlen
Ni,...,m # 0 und ein Polynom g € A[X], das keine Nullstellen in A hat, so daf8
f=9(X —a)™...(X —ap)™™ gilt. Man hat > n; < grad f.

Beweis: Man fiihrt Induktion iiber grad f. Die letzte Aussage folgt aus der Gradformel. m

Falls f € A[X], f # 0, eine Darstellung der genannten Form mit g € A zuldft, so sagt
man: f zerfdllt iber A in Linearfaktoren.

Satz 2.2. Ist A ein Integritdtsbereich, so besitzt ein Polynom f € A[X],f # 0,
hochstens grad f wviele Nullstellen.

Beweis: Wir beniitzen Induktion {iber grad f. Ist grad f = 0, so ist die Aussage richtig.
Im Fall grad f > 0 gilt, falls a € A Nullstelle von f ist, f = (X —a)q mit ¢ € A[X] und
gradqg = grad f — 1. Ist b € A, b # a eine weitere Nullstelle von f, so gilt 0 = f(b) =
(b — a)q(b), also ¢q(b) = 0. Nach Induktionsvoraussetzung besitzt ¢ hochstens grad f — 1
viele Nullstellen. |

Jedem Polynom f € A[X] ist die Abbildung A — A, a — f(a), zugeordnet. Im allgemeinen
gentigt die Kenntnis dieser Abbildung nicht, um das Polynom f eindeutig zu bestimmen.
Jedoch gilt:
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Satz 2.3. Sei A ein unendlicher Integrititsbereich. Sind f,g € A[X] zwei verschie-
dene Polynome, so existiert ein a € A mit f(a) # g(a).

Beweis: Das Polynom f — g ist nach Voraussetzung nicht das Nullpolynom, besitzt also
nur hochstens grad(f — g) viele Nullstellen. Da A jedoch unendlich viele Elemente enthélt,
existiert ein @ € A mit 0 # f(a) — g(a). [

Bemerkung: Sei K ein endlicher Korper; setze g := |K|. Es gibt nur endlich viele
Abbildungen K — K, aber unendlich viele Polynome in K[X]. Es muf also Polynome
f # g in K[X] geben, so daks f(a) = g(a) fir alle a € K. Ist etwa K = {a1,a2,...,a4}, 50
hat das Polynom fo:=[]? (X — a;) die Eigenschaft, daf fo(a) = 0 fiir alle a € K'; aber
fo ist nicht das Nullpolynom. Aus Satz 2.1 folgt fiir beliebige f,g € K[X], dak f(a) = g(a)
fiir alle a € K genau dann gilt, wenn f — g € K[X]fo.

Man kann nun zeigen, dafs fo = X7 — X . Dies folgt daraus, daf jedes X —a mit a € K
ein Teiler von X9 — X ist. Das ist klar fiir a = 0; fiir @ # 0 benutze man, daR a7~ ! =1
(und damit a? = a) gilt, weil die multiplikative Gruppe von K Ordnung ¢ — 1 hat.

Sei p eine Primzahl. Wir kénnen die Uberlegungen oben auf den Spezialfall K = Z/pZ
anwenden. Insbesondere gilt a? = q fiir alle a € Z/pZ. Dies impliziert den kleinen Satz von
Fermat: Fiir alle m € Z gilt m?» =m  (mod p).

Satz 2.4. Seien K ein Korper und G eine endliche Untergruppe seiner multiplika-
tiven Gruppe K*. Dann ist G eine zyklische Gruppe.

Beweis: Als endliche kommutative Gruppe ist G direktes Produkt ihrer p—Sylowunter-
gruppen, siche Satz 11.4.9 oder Satz 11.5.14. Fiir jede Primzahl p gibt es genau eine p—
Sylowuntergruppe, und diese besteht aus allen Elementen in G, deren Ordnung eine Potenz
von p ist. Jede dieser p-Sylowuntergruppen S ist zyklisch. Denn wére S nicht zyklisch, so
hétten alle Elemente g € S eine Ordnung ord(g) echt kleiner als |S|. Als Folge existierte
eine Potenz ¢ von p mit ¢ < |S|, so da g? =1 fiir alle g € S gilt. Dies widerspricht jedoch
der Tatsache, daf das Polynom X% — 1 € K[X] hochstens ¢ Nullstellen haben kann. Mit
dem chinesischen Restsatz (vgl. Beispiel I11.3.11(1)) folgt die Behauptung. |

Beispiel: Der Satz sagt insbesondere, daf die multiplikative Gruppe K* eines endlichen
Korpers K zyklisch ist. Zum Beispiel wird die multiplikative Gruppe von Z/5Z von der
Restklasse von 2 erzeugt, die multiplikative Gruppe von Z/7Z von der Restklasse von 3.

Definition 2.5. Ist a € A eine Nullstelle von f € A[X], f # 0,sogibtesein n € N, n #0,
so da das Polynom f von (X —a)" geteilt wird, aber nicht von (X —a)"*!. Dann heift a
eine n—fache Nullstelle von f; die Zahl n heift auch die Vielfachheit der Nullstelle a. Hat
die Nullstelle a die Vielfachheit 1, so heifit a einfache Nullstelle, sonst mehrfache Nullstelle.

2.6. Die Differentiation von Polynomen ist eine Methode, um die Vielfachheit einer Null-
stelle festzustellen. Dies ist eine Abbildung D : A[X] — A[X], definiert durch

f= zn: ;X' — D(f) = i i XL
=0 i=1

Meist schreibt man (in formaler Analogie zur Analysis) f' := D(f) und nennt f’ die
erste Ableitung von f. Héhere Ableitungen f(™, m e N, sind durch f(™ := D(fm=1)
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und f© = f definiert. Die Abbildung D besitzt die folgenden Eigenschaften (fiir alle
f.g€ A[X], a,b e A):

(1) D(af +bg) = aD(f)+bD(g), (Linearitét)
(2) D(fg) = fD(g) + D(f)g- (Produktregel)

Um die Aussage (2) einzusehen, kann man sich wegen der Linearitdt (1) auf Monome
f =X g = X’ beschrinken. Dann gilt D(f-g) = (i + )X ~1 und fD(g) + D(f)g =
JXIXITE i XLXT = (i §) XL

Durch Induktion folgt aus (2) die Eigenschaft D(f") = nf""1D(f).

Satz 2.7. Sei K ein Korper, sei f € K[X]| ein Polynom mit grad f > 0, und sei
a € K eine Nullstelle von f. Es gilt: Die Vielfachheit von a ist 1 < f'(a) # 0.

Beweis: Da a € K Nullstelle von f ist, gilt f = (X — a)g mit ¢ € K[X]. Dann hat man
f'=q+ (X —a)q, und es folgt f'(a) = g(a). Nun gilt: Die Vielfachheit der Nullstelle a
von f ist 1< 0# g(a) = f'(a). [

Bemerkung: Dieser Satz impliziert zum Beispiel, daf ein irreduzibles Polynom f € Q[X]
vom Grad n genau n verschiedene Nullstellen in C hat. Weil f iiber C in Linearfaktoren
zerfallt, reicht es zu zeigen, dak jede Nullstelle ¢ von f in C die Vielfachheit 1 hat, also
dak f’(a) # 0. Nun gilt ggT(f, f’) = 1, denn bis auf Multiplikation mit Einheiten sind 1
und f die einzigen Teiler von f, und f teilt f’ nicht, da grad f < grad f’ und da f’ # 0.
Nach Satz I11.5.4 gibt es g,h € Q[X] mit 1 = gf + hf’. Fiir die Nullstelle a folgt nun
1= g(a)f(a) + h(a)f'(a) = h(a)f'(a), also f'(a) # 0.

Satz 2.8. Sei K ein Korper, sei f € K[X] ein Polynom mit grad f > 0. Dann gilt:
(a) Hat K die Charakteristik char K =0, so ist grad f' = grad f — 1.

(b) Hat K die Charakteristik char K = p > 0, so ist grad f' < grad f — 1; es gilt:
/' =0 & es emstiert ein g € K[X], so daf f(X) = g(XP) [d.h. [ besitzt eine
Darstellung der Form f = ZB":/g] ap; XPI].

Beweis: Ist f € 30 ja; X" mit n = grad f, so ist f/ = Y1 jia; X!, also grad f/ <
grad f — 1. Der Koeffizient des Monoms X"~ ! in f’ ist na,; dieser verschwindet genau
dann, wenn char K die Zahl n teilt. Dies begriindet die Aussage (a).

Ist f(X) = g(X?) im Falle char K = p > 0, so besitzen die Koeffizienten von f’ einen
durch p teilbaren Faktor, also gilt f’ = 0. Gilt umgekehrt f/ =0 fiir f = Y1 ,a;X?, so
ist a; = 0 fir 0 < ¢ < n. Wenn 4 nicht durch p teilbar ist, soist i-1 # 0 in K, und es
folgt a; = 0. Dann hat f die Form " a,; X?/. [

§ 3 Polynome in mehreren Verdnderlichen

3.1. Induktiv definiert man zu einem gegebenen kommutativen Ring A jeweils den Ring
AlX1, Xo] = A[Xq][Xa), ..., A[X1,...,Xn] = A[X1, ..., Xn-1] [Xn], genannt der Poly-
nomring in den (endlich vielen) Unbestimmten (oder Verdnderlichen) Xj,..., X, iiber A.
Seine Elemente lassen sich eindeutig in der Form

f= Z amzmianlX;Z c X a, ) € A, fast alle a4, 4, gleich 0

i1,02,000sin 20
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als Linearkombinationen iiber A der sogenannten (primitiven) Monome X;'... X schrei-
ben. Der Grad eines solchen primitiven Monoms X' ... X" wird definiert als

grad(X{' ... Xin) i= iy +ig + -+ + i,
Der Grad eines beliebigen Polynoms f in A[Xi,...,X,] der obigen Form wird definiert
als —oo, falls f = 0, oder andernfalls durch grad f := max{zz}zlij | a;,..i, # 0}. Das
Polynom f heift homogen vom Grade m, falls alle Monome von f mit einem von Null

verschiedenen Koeffizienten den Grad m haben. Ein homogenes Polynom wird auch Form
iiber A genannt.

3.2. Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen, und sind by, ...,b,
Elemente von B, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢’ : A[Xy,...,X,] — B
mit den Eigenschaften ¢'(X;) = b; und gp" 4 = . Dies zeigt man mit Induktion iiber n:
Nach Induktion gibt es einen Ringhomomorphismus ¢ : A[Xy,...,X, 1] — B mit
Y(X;) = b; fir alle i < n und ¥(a) = ¢(a) fir alle @ € A. Wenden wir Satz 1.4
auf ¢ und A[Xq,...,X,-1] an, so erhalten wir ¢’ : A[Xy,...,X,1][X,] — B mit
¢'(Xy) = by, und ¢'(9) = ¢(g) fir alle ¢ € A[Xy,...,X,—1]. Dann hat ¢’ die ge-
wiinschten Eigenschaften; die Eindeutigkeit folgt, weil jedes f € AlXy,...,X,] die Form
F =20 i @inin i X1 X X hat.

Beispiel: Ist A Unterring eines (kommutativen) Ringes B und ist ¢ : A — B die
Inklusion, so gibt es zu gegebenen Elementen bi,...,b, € B einen Homomorphismus
i A[Xy,..., X, — B mit i‘/A = i und ¥(X;) = b; fiir alle 5. Das Bild des Homo-
morphismus ¢ wird mit A[by,...,b,] bezeichnet; dies ist der kleinste Unterring von B, der
A und by, ..., b, enthilt.

Ist i’ injektiv, d.h., hat man einen Isomorphismus A[Xi,..., X,] = A[b1,...,b,], so
heiften die Elemente b1,...,b, unabhingige Transzendente oder algebraisch unabhingig
iiber A. Hat ¢/ einen nicht-trivialen Kern, so heifen die Elemente by, ...,b, algebraisch
abhdngig iber A.

3.3. Sei A ein kommutativer Ring. Jeder Permutation ¢ in der symmetrischen Gruppe S,
ist ein Automorphismus o, des Polynomrings A[X1, X2,...,X,] in n Unbestimmten zu-
geordnet, so dafs

ol D GnnnXPXP LX) = Y Gnan Xl Xy Ko
01,02, 0in 01,0250 050n
Dies ist der einzige Endomorphismus von A[X1, Xa,..., X,], so dak (0.);4 = Ida und
0(X;) = Xy(;) fiir alle i. Man sieht leicht, daf (07). = 0.7, fiir alle 0,7 € S, Setze
AlX1, Xoy oo, X = {f € A[X1, Xa, ..., Xp] | 0u(f) = f fiiralle 0 € S, }. (1)

Elemente in A[X1, Xa, ..., X,]%" werden symmetrische Polynome genannt. Zum Beispiel
sind

s1 = Xi+Xo+--+ X,y
s2 = XX+ X Xs+ -+ N0 Xn + XX+ + X Xy
Sk = Zl§i1<ig<-~<ik§n Xiy Xiy - Xy,

X1X2 L) Xn

Sn
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symmetrische Polynome; man nennt si, s9,...,s, die elementarsymmetrischen Polynome
in n Unbestimmten. Man kann zeigen (mit Induktion iiber n), daf

TLX = X0 = X7 4 30 (1) 2)

i=1 i=1
in dem Polynomring A[X7, Xo, ..., X,][X] iber A[X7, Xo,...,Xy].
Lemma 3.4. Esist A[X1, Xo,...,Xn]"" ein Unterring von A[X1, Xa,...,X,], der
A enthdlt.
Beweis: BEs ist klar, daf A € A[X1, Xo,...,X,)%. Sind f,g € A[X1, Xo,..., Xn]"", so gilt
0u(f+9) = 0u(f) +0u(g) = f+g fiiralle 0 € Sy, also f+g € A[X1, Xo,..., X,]"". Man
zeigt ebenso, dak fg € A[X1, Xo,..., Xn]*". |
Nun kénnen wir den Hauptsatz iiber symmetrische Polynome beweisen:
Satz 3.5. Jedes f € A[X1, Xo,..., Xn]" laft sich eindeutig in der Form
F=Y i isis. sy (1)
01,250 00n
schreiben, mit a;yq,..4, € A, fast alle gleich 0.

Beweis: Es gibt genau einen Ringhomomorphismus
@2A[X1,X27...7Xn] HA[Xl,XQw..,X,L] (2)

mit ¢(a) = a fir alle a € A und mit p(X;) = s; fir alle ¢. Die Behauptung des Satzes
ist, daff ¢ injektiv ist und daf im¢ = A[X1, Xo,..., X,]""; hier ist die Inklusion im ¢ C
A[X1, Xo,. .., X,]% nach Lemma 3.4 klar, weil die s; symmetrisch sind.

Wir benutzen die Notationen

XA :Xi’ngz...XZ" und sﬁzsﬁlsgz...sb"

n

fir jedes 8 = (b1,ba,...,b,) € N". Sei < die lexikographische Ordnung auf N"; also gilt
(a1,a9,...,a,) < (b1,ba,...,b,) genau dann, wenn entweder a; = b; fiir alle 7 oder wenn es
ein k < n gibt, so dak a; = b; fiir alle ¢ < k wihrend aj < by. Dies ist eine Totalordnung
auf N, Jedes f € A[X1,Xa,...,X,], f # 0 ldkt sich daher in der Form

f:cQX“—FZc[;XB mit ¢, #0
B=<a

schreiben. Dann nennen wir « den fiihrenden Exponenten von f.
Jedes s, hat fiihrenden Exponenten (1,1,...,1,0,...,0) mit k£ Einsen und n—k Nullen.
Ist @ = (a1,az,...,ay), so hat s* den fiihrenden Exponenten

a= ((11 +a2+"'+an7012+"'+an717---7an71+aman)- (3)

Wir beweisen zunéchst die Injektivitit von ¢ wie in (2). Wir miissen zeigen: Gilt
Zﬁ bgsﬁ = 0 mit allen bg € A und fast allen bg = 0, so ist bg = 0 fiir alle 3. Neh-

men wir an, dies sei falsch. Dann ist die Menge aller 3 mit bz # 0 nicht leer. Sie enthélt
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ein groftes Element, weil < eine Totalordnung ist. Nun zeigt (3), da® die Abbildung o — a
injektiv ist. Daher gibt es ein eindeutig bestimmtes 3 mit bg # 0 und 3 > 7 fiir alle v
mit b, # 0 und y # 3. Es folgt dak

by = Z’y;lzﬁ 20(0y X 7 + eine Linearkombination von X mit a < 7)
bgX P + eine Linearkombination von X® mit o <

Insbesondere folgt Zv bysY # 0 im Widerspruch zu unserer Annahme.

Es bleibt zu zeigen, daR jedes f € A[X1, Xo, ..., X,]% im Bild von ¢ liegt. Wir kénnen
annehmen, dafs f # 0; wir benutzen Induktion {iber den fiihrenden Exponenten von f.

Behauptung: Ist 3 = (b1, bs,...,by,) der fihrende Exponent von f € A[Xy, Xo,... ,Xn]s"' B
f?éof SOgiZt by Zb222bn

Setzen wir diese Behauptung voraus, so kénnen wir den Beweis des Satzes wie folgt abschlie-
fen: Ein f € A[X1, Xa,..., X,]%, f # 0 habe fiihrenden Exponenten (. Die Behauptung
impliziert, daff G = & mit

a=(by —bz,by —b3,...,by_1 —by,b,) € N".

Ist cg der Koeffizient von X8 in f,so folgt nun, daf in fi := f —cgs® nur Monome X7 mit
v < [ auftreten. Insbesondere ist der fithrende Exponent von f; kleiner als derjenige von
f,oder es gilt f{ =0. Daauch f; € A[X1, Xo, ..., X,]%, kénnen wir Induktion anwenden
und f1 = f—cgs® als Linearkombination gewisser s” schreiben. Dann folgt dasselbe fiir f.

Beweis der Behauptung: Sei i eine ganze Zahl mit 1 < i < n; es bezeichne s; die Transpo-
sition s; = (4,7 + 1). Es gilt

(s:)«(X%) = X% wobei 8 = (b1, ..., bi—1,bix1,bi,bita, ... . by).

Aus (s3).(f) = f folgt, daB die Koeffizienten von X? und X# in f gleich sind. Weil 3
der fiihrende Exponent von f ist, folgt 8’ < 3. Nach der Definition der lexikographischen
Ordnung gilt deshalb b;11 < b;. Weil dies fiir alle ¢ gilt, folgt die Behauptung. |

Beispiele: Offenbar sind >, X3 und > £ XZ-QXj symmetrische Polynome. Indem man
s159 und s% als Summe von Monomen schreibt, zeigt man, daf Zi# XfXj = 5189 — 353
und >, X3P = s} — 35152 + 12s3.

3.6. Der eindeutig bestimmte Ringhomomorphismus Z — A induziert einen Ringhomo-
morphismus ¢4 von Z[Xy, Xa,...,X,] nach A[Xy,Xo,...,X,] mit ¢¥a(X;) = X; fiir
alle i. Offensichtlich bildet 14 jedes s; gebildet in Z[X1, Xa,...,Xy] auf s; gebildet in
A[X1, X2, ..., X,] ab. Satz 3.5 impliziert also daf

AlX1, Xo, .., X5 = AYa(Z[X1, X, .., Xa]),
wobei die rechte Seite aus allen Summen 27:1 a;jg; mit g; € Ya(Z[X1,Xo, ..., X,,]%") und

a; € A besteht. Wir schreiben im folgenden meist f statt ¥ 4(f), wenn keine Verwechse-
lungsgefahr besteht.
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Das Polynom []
mit

i<7(Xi — X;)? ist symmetrisch. Es gibt daher d,, € Z[X1, Xa, ..., Xn]
H (Xi — X;)? = dn(51,52,-+,5n)- 1)

1<i<j<n
Zum Beispiel zeigt (X1 — X2)? = (X1 + X2)? — 4X1 X, daR da(s1,s2) = 57 — 4ss.

Mit Hilfe des Polynoms d,, definiert man die Diskriminante D(f) eines normierten
Polynoms f € A[X] vom Grad n: Ist f= X"+ 37"  a; X", so setzt man

D(f) := dn(—a1,a2,—as,...,(—1)"ay,).

Nehmen wir nun an, daff es einen Integrititsbereich B gibt, der A als Unterring enthélt
(insbesondere ist also auch A ein Integritétsbereich), so daf f {iber B in Linearfaktoren
zerdllt. Es gibt also 3; € B, 1 <4 <n mit f =[] (X — ;). Setzt man nun S; in (1) fiir
X; ein, so folgt aus 3.3(2), daf

o)y = JI B:-8)" (2)

1<i<j<n

Das bedeutet also, daf die Diskriminante D(f) genau dann 0 ist, wenn f in B eine
mehrfache Nullstelle hat.

Die Formel fiir dy oben zeigt, dak D(X? + pX + ¢q) = p? — 4q fiir alle p,q € A.
Mit etwas groferem Rechenaufwand zeigt man fiir die speziellen Polynome vom Grad 3,
deren quadratischer Term 0 ist, daR D(X3 + pX + ¢q) = —4p® — 27¢%. (Weil HK].(Xi —
X;)? im Fall n = 3 den Grad 6 hat, muR d3(s1, s2,s3) eine Z-Linearkombination von
83, 838981, 8355, 83, 8353, sast, s§ sein. Setzt man (0, p, —q) fiir (s1, s2, s3) ein, so folgt, daf
es p,v € Z mit D(X34+pX +q) = up® +vg? gibt. Setzt man X3 — X = X (X —1)(X +1)
ein, so folgt 1 = —4; mit Hilfe von (X 4 1)?(X — 2) erhiilt man schlieRlich v = —27.)

3.7. Man kann auch Polynomringe in unendlich vielen Unbestimmten definieren. Sei I
eine beliebige nichtleere Indexmenge. Betrachte die Menge N() aller Familien (ai)ier mit
a; € N fiir alle i € T und mit a; = 0 fiir fast alle ¢ € I. Wir definieren auf NU) eine Addition
durch komponentenweise Addition; damit wird N() ein (abelsches) Monoid, siehe 1.1.2(6).
Das neutrale Element ist die Familie 0 = (a;);e; mit a; = 0 fiir alle ¢ € I. Fiir jedes j €
sei e; die Familie (b;);cr € NO mit b; =1 und b; = 0 fiir alle 7 # j. Man kann dann ein
beliebiges (a;)ier € N als 3 aze; schreiben, wobei iiber die i € I mit a; # 0 summiert
wird.

Nun setzt man A[(X;)ie;] gleich der Menge aller Abbildungen f : N — A mit f(a) =
0 fiir fast alle @ € N, Man definiert fiir alle f,g € A[(X;)ics] eine Summe durch (f +
g9)(a) = f(a) 4+ g(a) und ein Produkt (f-g)(a) =>_ f(8)g(v), wobei man {iber alle Paare
(3,7) € N x NO mit o = 84~ summiert. Mit diesen Verkiipfungen wird A[(X;)ies] zu
cinem kommutativen Ring; das Einselement ist die Abbildung e : N() — A mit ¢(0) = 1
und e(a) =0 fiir alle a # 0.

Man beachte, dak man NU) im Spezialfall [I] = 1 mit N identifizieren kann, und
daf dann die Konstruktion oben mit der von 1.1 {ibereinstimmt. Auch bei den folgenden
Schritten folgen wir dem Vorgehen in 1.1. Zunéchst identifizieren wir A auch fiir beliebiges
I mit einem Teilring von A[(X;)ics], indem wir jedem a € A die Abbildung N — A mit
0 +— a und a+— 0 fir alle @ # 0 zuordnen.
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Fiir jedes a € NU) bezeichnen wir mit X* das Element in A[(X;);es], das X%(a) = 1
und X%(B) = 0 fiir alle 3 # « erfiillt. Fiir ein beliebiges f € A[(X;)ics] gilt dann f =
3 f(@)X®, wobei man iiber alle o € NU) mit f(a) # 0 summiert. Die Multiplikation
zweier solcher Summen ist durch X“X? = X8 festgelegt.

Fir alle ¢ € I setze X; := X¢. Dann gilt fiir beliebige o = (a;)ier in NO | dak
X = HXla “, wobei man iiber alle ¢ mit a; > 0 multipliziert. Die X¢ sind also die
wprimitiven Monome* in den ,Unbestimmten X;, ¢ € I, und A[(X;);cs] ist die Menge
aller Linearkombinationen iiber A dieser primitiven Monome.

Ist [I| = n < 0o, so gibt es eine Bijektion o : I — {1,2,...,n}. Diese induziert einen
Isomorphismus von A[(X;)ier] auf den Polynomring A[X7, Xo,...,X,] wie in 3.1, wobei
jedes X; auf X,(; abgebildet wird und jedes a € A auf sich. Die Konstruktion hier in 3.7
verallgemeinert also die von 3.1.

Sei I wieder beliebig. Ist ¢ : A — B ein Homomorphismus von kommutativen Ringen
und ist (b;)icr eine Familie von Elementen in B, so gibt es genau einen Ringhomomor-
phismus ¢’ : A[(X;)ier] — B mit (¢')|4 = ¢ und mit ¢'(X;) = b; fiir alle ¢ € I. Fiir
jedes a = (ai)ier € N setzt man zunichst b, = [1,; 6", wobei ¢ iiber alle ¢ € I mit
a; # 0 lauft. Dann gilt boyg = bobg fiir alle o, 3 € N Nun definiert man ¢’ durch

¢(f) = Xaw(f(@)be fiiralle f =3, f(a)X* € A(Xi)ici]-

§ 4 Unzerlegbare Elemente

Ist L ein Korper, so ist der zugehorige Polynomring L[X] ein Hauptidealring, also nach
I11.5.11 ein faktorieller Ring. Es gilt jetzt zu zeigen, daf schon im Falle eines faktoriellen
Ringes A auch der Polynomring A[X] faktoriell ist, d.h.: jedes Polynom f € A[X], f #
0, f ¢ A*, 1akt sich als (endliches) Produkt von unzerlegbaren Elementen schreiben, und
diese Darstellung ist eindeutig bis auf Reihenfolge und Einheiten. Gleichzeitig wird eine
Charakterisierung der unzerlegbaren Elemente in A[X] gegeben; diese erreicht man, indem
man in die Untersuchung den Polynomring iiber dem Quotientenkorper von A einbezieht.

4.1. Sei A ein faktorieller Ring, und sei K der Quotientenkorper von A. Beziiglich der
Aquivalenzrelation, assoziiert zu sein, zerfillt die Menge der unzerlegbaren Elemente in A
in disjunkte Klassen. Sei P eine Menge unzerlegbarer Elemente, die aus jeder dieser Klassen
genau einen Vertreter enthélt. Ist p € P ein unzerlegbares Element, so lafst sich a € K* in
der Form a = p®(d/c) mit irgendwelchen d,c € A, d,c ¢ pA, und eindeutig bestimmtem
« € Z schreiben. Durch die Vorschrift v,(a) = « ist eine Abbildung v, : K* — Z definiert;
sie hat die Eigenschaft vp(a - b) = vp(a) + v,(b) fiir alle a,b € K*. Man bemerke, daf
a € K* genau dann ein Element in A ist, wenn vp(a) > 0 fiir alle p € P gilt.

Mittels der Abbildungen vy, p € P, kann jetzt einem Polynom f € K[X], f # 0, der
Inhalt c(f) von f zugeordnet werden. Ist f =3 a;X7, so setzt man

c(f)=1[ »*V

pEP

wobei vp(f) := min{vp(a;) | a; # 0,7 = 0,...,grad f}. Die Polynome g € A[X] sind,
aufgefalt als Polynome in K[X], dadurch charakterisiert, daf c(g) € A C K gilt. Das
Vielfache k- f eines Polynoms f € K[X], f # 0, hat den Inhalt c¢(k- f); dieser ist assoziiert
zu k- c(f), dh., c(kf) ~ ke(f). Zum Beispiel gilt ¢(36X> + 48X + 90) = 6 im Spezialfall
A =7, wenn man als P die iiblichen (positiven) Primzahlen nimmt.
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Lemma 4.2. Sei A ein faktorieller Ring, sei K der Quotientenkérper von A.

(a) Zu gegebenem f € K[X|,f # 0, gibt es a,b € A und ein fo € A[X] mit
f=1(a/b)fo, so dap c(fo) =1 und ggT(a,b) ~ 1. Die Elemente a,b, fo sind bis auf
Multiplikation mit Elementen aus A* eindeutig bestimmt.

(b) Ist f e A[X], sogilt b~1 und a ~ c(f).

Beweis: (a) Ist f=Y"(a;/b;)X" mit allen a;,b; € A und b; # 0, so setze q := [, b;.
Dann gilt ¢f € A[X]. Fir d := ¢(qf) ist dann das Polynom fo := (1/d)(¢f) ein Element
in A[X], und es gilt ¢(fo) = 1. Sei t ein groRter gemeinsamer Teiler von d und ¢. Fiir
a:=d/t und b:= q/t gilt dann ggT(a,b) ~ 1, und f = (d/q)fo = (a/b)fo.

Hat man zwei Darstellungen f = (a/b)fo = (a//b)f}, so gilt ab'fo = ba'f}). Es folgt
ab’ ~ ba', und damit a | ba’. Da a,b teilerfremd sind, muf a | a’ gelten. Analog zeigt man
a |a,b|b und ¥ | b. Also existieren Elemente u,v € A*, so dak a = ua’, b = vb' gilt.
Dies zeigt fo = (b/a)f = (vb' Jud’)f = (v/u)f} mit v/u =vu=t € A*.

(b) Ist f = (a/b)fo wie in (a), so gilt bf = afy, also be(f) ~ ac(fp) = a, und b | a. Da
a, b teilerfremd sind, folgt b ~ 1 und damit ¢(f) ~ a. |

Satz 4.3. Sei A ein faktorieller Ring, sei K der Quotientenkdrper von A. Fir
Polynome f,g € K[X]\ {0} gilt ¢(fg) = c(f)c(g)-

Beweis: Man wihle Darstellungen f = (a/b)fo und g = (¢/d)go wie in Lemma 4.2. Fiir
das Produkt fg gilt

c(fg) = c((a/b)(c/d) fogo) ~ c(f)e(g) c(fogo)-

Nimmt man an, daf c(fogo) # 1 gilt, so muf ein unzerlegbares Element p € P mit
p | ¢(fogo) existieren; als unzerlegbares Element in einem faktoriellen Ring ist p Prim-
element. Das von p in A[X] erzeugte Ideal (p) ist ein Primideal, also ist (A/(p))[X] ein
Integritatsbereich. Sei ©* : A[X] — (A4/(p))[X] der durch Reduktion der Koeffizienten
modulo (p) induzierte Homomorphismus. Dann gilt 7*(fp) # 0 und 7*(gg) # 0 wegen
c(fo) = 1 = ¢(go). Andererseits folgt ©*(fo)7*(g0) = 7*(fogo) = 0 aus p | ¢(fogo). Dies
steht aber im Widerspruch dazu, daf (A/(p))[X] keine Nullteiler hat. ]

Satz 4.4. Sei A ein faktorieller Ring, sei K der Quotientenkérper von A.
(a) Der Polynomring A[X] ist faktoriell.
(b) FEin Element f € A[X] ist genau dann unzerlegbar, wenn f ein unzerlegbares Ele-

ment in A ist oder wenn f den Inhalt ¢(f) =1 hat und als Element im Polynomring
K[X] unzerlegbar ist.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, daf jedes f € A[X] mit f # 0 und f ¢ A[X]* Produkt von
Elementen wie in (b) ist. Ist grad f =0, also f € A, so gilt dies, weil A faktoriell ist.

Sei nun grad f > 0. Nun laft f sich als Element in dem faktoriellen Ring K[X] als
endliches Produkt f = uj...uy, von unzerlegbaren Elementen w; € K[X], i =1,...,m,
schreiben. Wahlt man Darstellungen w; = a;v; mit v; € A[X], ¢(v;) =1, und a; € K fiir
alle 4, so folgt f = avy...v, mit a € K,a # 0. Satz 4.3 impliziert, daf a ~ ¢(f), also
a € A. Ist a € A*, so konnen wir v; durch av; ersetzen, da c(av;) = 1, und erhalten
f=wv1...0m.Ist a ¢ A*, so schreiben wir a als Produkt von unzerlegbaren Elementen in
dem faktoriellen Ring A. In jedem Fall ist f Produkt von Elementen wie in (b).
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Wir zeigen nun, daR die in (b) genannten Elemente prim in A[X] sind. Ist a« € A
unzerlegbar, so ist Aa nach II1.5.6 ein Primideal in A. Beispiel 1.5(3) impliziert nun, daf
A[X]a ein Primideal in A[X] ist; daher muR a prim in A[X] sein.

Sei nun f € A[X] unzerlegbar in K[X] mit ¢(f) = 1. Dann ist K[X]f ein Primideal
im Hauptidealring K[X], also K[X]fNA[X] ein Primideal in A[X]. Wenn wir zeigen, daf
K[X]f NnA[X] = A[X]f, so folgt, wie behauptet, daf f prim in A[X] ist.

Die Inklusion A[X]f C K[X]f N A[X] ist klar. Sei umgekehrt g = fr € A[X] mit
r € K[X]. Schreibe r = (a/b)rg wie in 4.2 mit rg € A[X] und a,b € A, so dak ¢(rg) =1
und ggT(a,b) ~ 1. Dann gilt bg = afrg, also

be(g) ~ c(bg) = c(afro) ~ ac(f)e(ro) = a.
Es folgt, daB b | a und r = (a/b)rg € A[X]. Daher ist g € A[X]f wie gewlinscht.

Ein beliebiges unzerlegbares Element f € A[X] ist nach dem ersten Teil des Beweises
Produkt von Elementen wie in (b). Da diese Elemente keine Einheiten sind, muff f eines
der Elemente in (b) sein. Damit folgt die Behauptung in (b). Der zweite Teil des Beweises
impliziert nun, daf alle unzerlegbaren Elemente in A[X] prim sind; daher folgt (a) jetzt
aus Satz I11.5.6. [

Korollar 4.5. Ist A ein faktorieller Ring, so ist auch der Polynomring A[X1, ..., Xy)
in den Verdnderlichen Xi,..., X, faktoriell.

Beispiele 4.6. (1) Sei A = K[X1,...,X,] der Polynomring in den n Verénderlichen
X1,...,X, iber einem Korper K. Ist f € A ein unzerlegbares Element (d.h. irreduzibel)
so ist f Primelement, also ist das von f erzeugte Ideal (f) ein Primideal in A.
(2) Die Zuordnung f — f(0) ist ein Homomorphismus A = K[X,...,X,] — K der
Kern m ist ein maximales Ideal in dem faktoriellen Ring A. Es ist das Ideal aller Polynome
in A, deren konstanter Koeffizient verschwindet. Ist n > 1, so ist m jedoch kein Hauptideal
in A. Man benétigt zumindest n Elemente, um m zu erzeugen.
(3) Man betrachte den Ring A := {f € R[X] | f(0) € Q} aller Polynome in der Verén-
derlichen X iiber R, deren konstanter Koeffizient eine rationale Zahl ist. Das Element X
ist in A unzerlegbar, denn ist X = ¢g-h mit g,h € A, so gilt gradg = 0 oder gradh =0,
also ist ¢ € Q* oder h € Q* Einheit in A. Das Element X teilt in A das Produkt
2X?% = (v/2X) - (v2X) jedoch nicht den Faktor v/2X, also ist X kein Primelement in R.
Die Menge a := {f € A| f(0) = 0} aller Polynome in A, deren konstanter Koeffizient
verschwindet, ist ein Ideal in A. Es ist jedoch nicht endlich erzeugbar iiber A. Denn: Nimmt
man an, daft a von den endlich vielen Elementen fi, ..., f, € a iiber A erzeugt wird, so gibt
es zu einer reellen Zahl r € R Elemente g1,...,9, € A,sodal rX =) g;f; gilt. Bezeichnet
a; € R den Koeffizienten von X in f; und p; € Q den konstanten Koeffizienten von g; (i =
1,...,n), so folgt rX = (3, aip:)X, also r = 3 a;u;. Daher wird R als Vektorraum
iiber Q von den Elementen aq,...,a, erzeugt. Dies steht jedoch im Widerspruch zu der
Tatsache, dafs R unendlich dimensional als Q—Vektorraum ist.

Ist A ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K, so kennt man die unzerlegbaren Ele-
mente in dem faktoriellen Ring A[X], wenn man diejenigen in A und K[X] kennt. Ein
Polynom f € A[X],grad f > 0 ist genau dann {iber A unzerlegbar, wenn f iiber K un-
zerlegbar ist und den Inhalt ¢(f) =1 hat. Es werden jetzt einige Methoden erldutert, mit
denen die Zerlegbarkeit eines Polynoms untersucht werden kann.
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Satz 4.7. (Kriterium von G. Eisenstein) Seien A ein faktorieller Ring, K der
Quotientenkérper von A und f =1 a; X" € A[X] ein Polynom vom Grad n. Sei

p € A ein unzerlegbares Element in A mit p | a; fir i =0,...,n—1, so dafi ptay,
und p*tag. Dann ist f in K[X] unzerlegbar. Gilt ¢(f) =1, so ist f auch in A[X]
unzerlegbar.

Beweis: Ist f zerlegbar in K[X], so hat man f = gh mit g,h € A[X], so daR grad(g) < n
und gradh < n. Da A faktoriell ist und p unzerlegbar, ist das von p erzeugte Ideal (p)
ein Primideal, also ist A/(p) ein Integritdtsbereich. Bezeichnet ©* : A[X] — (A/(p))[X]
den kanonischen Homomorphismus, so gilt, wegen der Voraussetzungen an die Koeffizienten
von f,

7 (f) = m(an) X" = 7" (g)7" ()

mit 7(a,) # 0. Diese Gleichheit gilt dann auch im Polynomring L[X] tiber dem Quoti-
entenkorper L von A/(p). Der Ring L[X] ist ein Hauptidealring, also faktoriell, und die
Eindeutigkeit der Zerlegung in unzerlegbare Elemente zeigt, daf X die Faktoren 7*(g) und
m*(h) teilt; also teilt p jeweils den konstanten Koeffizienten ¢(0) und h(0). Es folgt, daf
p? den konstanten Koeffizienten ag = f(0) = g(0) h(0) von f teilt; dies steht jedoch im
Widerspruch zur Voraussetzung. |

Beispiele 4.8. (1) Eine Zahl a € Z habe Primfaktorzerlegung a = £[[["; p;" mit
verschiedenen Primzahlen pi,pa, ..., pm. Gilt ¢; = 1 fiir mindestens ein i, soist f = X" —a
unzerlegbar in Z[X] und in Q[X].

(2) Ist p € N eine Primzahl, so betrachte das Polynom X? — 1 = (X — 1)f, wobei
f=XP L4 XP~2 4 ... 4 X +1. Das Polynom f ist unzerlegbar in Z[X] und in Q[X].
Denn: Setzt man g(X) := f(X + 1), so gilt

g(X)i(X—&-l”—l i( )Xl .

i=1

Da die Binominalkoeffizienten (’Z) fir ¢ = 1,...,p — 1 von p geteilt werden, wihrend
(]1?) = p und (g ) =1 gilt, folgt aus dem Kriterium von Eisenstein, angewandt auf p, daff g
unzerlegbar in Z[X] ist; also gilt dies auch fir f.

Satz 4.9. (Reduktionskriterium) Sei A ein faktorieller Ring, sei K der Quotien-
tenkorper von A. Ist p ein Primideal in A, so bezeichne w: A — A/p die natirli-
che Projektion und L den Quotientenkérper des Integrititsbereiches B := Afp. Ist
f=3",aX" € AX] ein Polynom vom Grad n mit w(a,) # 0 in B, so gilt: Ist
das Polynom 7*(f) € B|X]| unzerlegbar iber B (oder iber L), so ist f unzerlegbar
in K[X].

Beweis: Nimmt man an, daf f zerlegbar in K[X] ist, so gibt es eine Zerlegung f = gh
mit g,h € A[X], gradg < n, grad h < n. Die Voraussetzung sichert dann, daf man eine
Zerlegung *(f) = 7*(g)m*(h) bekommt, wobei grad 7*(g) < n, grad7*(h) < n gilt. Dies
steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung. |

Beispiele 4.10. (1) Es ist festzustellen, daf unter den Voraussetzungen des Satzes das
Polynom f nicht notwendig auch unzerlegbar in A[X] ist. Als Beispiel kann das Polynom
f=2X € Z[X] mit p = (3) dienen.
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(2) Das Kriterium findet haufig Anwendung im Fall A = Z und p = (p), das von einer
Primzahl p erzeugte Ideal. Der Ring B = A/p ist dann der Korper F), := Z/pZ mit
p Elementen. Es ist deshalb sinnvoll, die (endlich vielen) irreduziblen Polynome kleinen
Grades in Fp[X] fiir kleine Primzahlen p zu kennen.

Ist p = 2, so sind die beiden einzigen Polynome X und X + 1 in Fo[X] vom Grad 1
irreduzibel. Das Polynom X? ist reduzibel. Das Polynom X2 +1 hat die Nullstelle 1 iiber
Fy, ist also reduzibel, wihrend X2 4+ X + 1 irreduzibel ist. Die Polynome X3 + 1, X3 +
X2 + X +1 vom Grade 3 haben eine Nullstelle, wihrend X3 + X +1 und X3 + X2 +1
irreduzibel sind.

Auf diese Weise erhélt man die irreduziblen Polynome iiber Fy vom Grad kleiner als 5.
Im Fall p = 3 ist das Vorgehen analog; wir fiihren in den Fall unten nur die irreduziblen
Polynome mit hochstem Koeffizienten 1 auf.

Fo: gradf=1 X, X+1

grad f = 2 X2+ X +1

grad f =3 X34+ X+1,X34+X2+1

grad f =4 XA+ X+ 1L, X+ X34+ 1L, X+ X3+ X2+ X +1
Fs: gradf=1 X, X+1,X+2

grad f =2 X241, X2+ X +2,X24+2X +2

grad f =3 X3 42X +1,X34+2X 4+2, X3+ X242,

X3+ X2 42X +1, X3+ X2+ X +2,X34+2X2 41,
X342X2 4+ X 41, X3 +2X2 42X 42
grad f =4 Hier gibt es 18 Polynome — Ubungsaufgabe!

(3) Der Methode durch Reduktion der Koeffizienten modulo p die Irreduzibilitit eines
gegebenen Polynoms in Z[X] zu zeigen, sind jedoch Grenzen gesetzt. Es gibt Polynome
f € Z[X], die irreduzibel sind, jedoch fiir jede Primzahl p iiber F, reduzibel, zum Beispiel
f = X*+1. Die Irreduzibilitit von X* 4 1 iiber Z folgt spéter aus Satz VI.2.6, lat sich
jedoch auch leicht elementar nachweisen. In Fo[X] gilt offensichtlich X% 4+ 1 = (X + 1)*.
Wir wollen nun fiir jede Primzahl p > 2 zeigen, daf X% +1 in F,[X] reduzibel ist. Gibt es
ein a € F, mit a® = —1, so faktorisiert X441 = (X?+a) (X% —a). Gibt es ein b € F, mit
b? = 2, so faktorisiert X441 = (X2+bX+1) (X?~bX+1). Gibt esein ¢ € F, mit ¢? = -2,
so faktorisiert X4 +1 = (X24+bX —1) (X2 —bX —1). Daher folgt unsere Behauptung, wenn
wir zeigen, daf von den Elementen —1, 2, —2 mindestens eines ein Quadrat in [, ist. Um
dies zu sehen, benutzen wir, daf die multiplikative Gruppe F; zyklisch ist, siche Satz 2.4.
Sei z ein erzeugendes Element von Fy. Dann gibt es r,s € Z mit —1 = 2" und 2 = 2°,
also mit —2 = 2", Von den drei Exponenten r,s,r + s ist mindestens einer gerade, also

von den drei Potenzen 2", x°, 2"7% mindestens eine ein Quadrat.
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UBUNGEN

§ 1 Polynome

1.

Seien A ein kommutativer Ring, a € 4, und a das vom Polynom X —a in A[X] erzeugte
Ideal. Zeige, daf es einen natiirlichen Isomorphismus A[X]/a — A gibt.

. Seien K ein Korper und K[X] der Polynomring in der Variablen X iiber K. Bestimme alle

Automorphismen ¢ von K[X], fiir die o =1d gilt.

. Zeige, dak der Kern des Homomorphismus Z[X] — R, X — 1+ V2 ein Hauptideal ist, und

bestimme ein erzeugendes Element.

. Sei f=Y",rX" € R[X]. Zeige, dak f genau dann ein nilpotentes Element in R[X] ist,

wenn alle r; fiir ¢ =0,...,n nilpotent sind. (Hinweis: Aufgabe II1.8)

5. Seien f,g € Q[X]. Zeige: Gilt f | g in C[X], so gilt f | g schon in Q[X].

6. Gibt es endlich oder unendlich viele irreduzible Polynome in Q[X]?
7. Seien K ein Kérper und f,g € K[X]| mit g | f. Zeige: Zerféllt f in K[X] in ein Produkt

10.

11.

von Linearfaktoren, so auch g.

. (a) Zeige, dak der Quotientenkdrper des Ringes O_1 = Z @ Zi zu Q[X]/(X?+ 1) isomorph

ist.
(b) Ist das von f = X2+ 2 in Z[X] erzeugte Ideal ein Primideal? Ist es maximal?

. Finde fiir die folgenden Paare von Polynomen f,g € R[X]| grofite gemeinsame Teiler:

(a) R=Q: g=X*+1,f=X"?
(b) R=Z/3Z: g=X3+2X?2—-X+1,f=X+2
Sei f ein irreduzibles Polynom im Ring K[X], K Korper. Ist der Restklassenring K[X]/(f)

von K[X] modulo dem von f erzeugten Ideal ein Korper?

Im Ring der stetigen Funktionen f:Rso— R betrachten wir den Unterring R derjenigen
Funktionen, die sich als

f=> aXe mit neN e,c; R, 0<e; <ex<---<ey,

schreiben lassen. (Fiir n = 0 soll dies die Konstante 0 sein.) Es darf vorausgesetzt werden,
daf dies ein Ring ist, und dafs n und die e;,¢; wie oben durch die Funktion f eindeutig
bestimmt sind. Fiir f € R\ {0}, f =3, ;X% wie oben mit ¢; # 0 sei mindeg(f) := e;.
Zeige:

(a) Fiir alle f,g € R\ {0} ist mindeg(f - g) = mindeg(f) + mindeg(g).

(b) Wenn f € R* eine Einheit ist, so ist mindeg(f) = 0.

(¢) Wenn f € R\ {0} unzerlegbar ist, so ist mindeg(f) =0.

(d) Wenn fiir ein f € R\ {0} gilt mindeg(f) > 0, so kann man f in R nicht in ein Produkt
von unzerlegbaren Elementen zerlegen.

(e) R ist nicht noethersch.

§ 2 Nullstellen von Polynomen

12.
13.

14.

Bestimme alle irreduziblen Polynome in R[X].

Sei f € Q[X] ein Polynom vom Grad 3. Zeige: Sind «, 3,7 die Nullstellen von f in C, so
gilt a+pF+v€Qund o + 32 ++2 Q.

Seien K ein Korper der Charakteristik p > 0 und f(X) € Z[X]. Zeige, dak f(aP) = (f(a))?
fiir alle o € K.
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15.
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Bestimme den groften gemeinsamen Teiler von f und f/, wobei f = X°—X34+4X2-3X+2 ¢
C[X]. Finde die mehrfachen Nullstellen von f.

§ 3 Polynome in mehreren Verénderlichen

16.

17.

18.

19.

20.

Sei I das von den Polynomen X3, Y3, X2Y? im Polynomring k[X, Y], k ein Kérper, erzeugte
Ideal. Bestimme, die Dimension des Faktorrings A := k[X,Y]/I aufgefafit als Vektorraum
iiber k; zeige, dafk A genau ein echtes Primideal besitzt.

Sei n € N,n > 4. Betrachte in Z[X;, Xo,...,X,] die symmetrischen Polynome f =
sy XfXJ? und g = > X2X; Xy, wobei in g iiber alle 4,7,k mit j < k und i # j k
summiert wird. Schreibe f und g als Polynome in den elementarsymmetrischen Polynomen.

Seien K ein Korper, n € N und f,g € K[X1,..., X,]. Zeige, dak die Aussage ,.f = g <
fir alle aq,...,a, € K gilt f(a1,...,a,) = g(a1,...,a,)* genau dann richtig ist, wenn der
Korper K unendlich ist.

Sei K ein Korper. Betrachte den Quotientenkorper K(Xi, Xo,...,X,,) des Polynomrings
K[X1,Xo,...,X,]. Seien hq,ha,..., hy, € K(X1,Xo,...,X,). Zeige: Sind hq, ha,..., h, al-
gebraisch unabhéngig tiber K, so gibt es genau einen Endomorphismus ¢ von K(X1,...,X,)
mit @(X;) = h; fiir alle ¢ und mit ¢ x = Idg. (Man schreibt dann meistens ¢(f) =
f(hi,ho, ... hy) fir alle f € K(X1,Xo,...,X5).)

Sei A ein Teilring eines kommutativen Rings B. Eine Teilmenge S C B heifst algebraisch
unabingig iber A, wenn der Homomorphismus v : A[(X;)ses] — B mit ¢(X,) = s fiir alle
s € S und ¢4 = Ida injektiv ist. (Dies verallgemeinert die Definition in 3.2 fiir endliche
Teilmengen.) Zeige: Eine Teilmenge S C B ist genau dann algebraisch unabéngig tiber A,
wenn alle endliche Teilmengen von S dies sind.

§ 4 Unzerlegbare Elemente

21.

22.
23.

24.

25.

26.

Gegeben sei der Ring R := O_5 = Z[/—5]. Zeige, daf das Polynom f = 3X2+4X + 3 iiber
dem Ring R irreduzibel ist, aber reduzibel als Polynom in Q(R)[X] ist, wobei Q(R) den
Quotientenkorper von R bezeichnet.

Fiir welche n € Z ist das Polynom f = X*+nX?%+ X?+ X +1 € Q[X] reduzibel?

Welche der folgenden Eigenschaften treffen fiir Q[X] zu, welche fiir Z[X] oder fiir Z/10Z[X]?
(a) ... ist Integritdtsbereich.

(b) ... ist faktoriell.

(c) ... ist Hauptidealring.

(d) ... ist Korper.

Seien A ein faktorieller Ring und K sein Quotientenkorper. Seien f,g € A[X]. Zeige: Ist
c(f)=1und gilt f|g in K[X], sogilt f|g schon in A[X].

Gegeben sei das Polynom f(X,Y) =Y3+ X2Y +3Y2+ X2 +3Y + X +1 in den Variablen
X,Y , und sei p eine Primzahl.

(a) Ist f(X,Y) als Polynom in Z[X,Y] irreduzibel?

(b) Ist f(p,Y) als Polynom in Q[Y] irreduzibel?

(c) Fasse f(p,Y) als Polynom in F3[Y] auf. Fiir welche Primzahlen p ist f(p,Y’) reduzibel?
Betrachte das Polynom g = X+ X —Y im Polynomring Q[X,Y].

(a) Zeige: Der Ring R := Q[X,Y]/(g) ist ein Integritétsbereich.

(b) Zeige: Durch ¢(X) = X + (g) ist ein Q-Homomorphismus ¢ : Q[X] — R gegeben,
der injektiv ist.
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27.
28.

29.
30.
31.

32.

33.

34.

Zerlege das Polynom g(X) = X®+5X +5 in irreduzible Faktoren im Ring Q[X] bzw. F2[X].
(a) Im Polynomring Q[X] bestimme den ggT von f; = X% —1 und fo = X4+ 2X3 +
3X2+2X +1 bzw. g1 =5X +15X2+25X3 und go = X2.
(b) Gib die Primfaktorzerlegung in Z[X] fiir die vier genannten Polynome f1, f2, 91,92 an.
(¢) Bestimme in Z[X] den ggT(f1, f2) und den ggT(g1,92).
(d) Zeige: In Z[X] ist das Ideal (ggT(g1,92)) nicht der ggT der Ideale (g1) und (g2), vel.
Aufgabe II1.20.
Sei m eine nichtnegative ganze Zahl, und sei ¢ = 2™. Zeige: X9+ 1 € Z[X] ist irreduzibel.
Zerlege in irreduzible Faktoren in Q[X]: X® —3X —2, X3 -3X +2, X% - 6X6+9X° 3.
Entscheide, ob die folgenden Polynome irreduzibel sind oder nicht.

(a) f=X*+1inR[X] (d) k=2X°+3X*+ X3+ % in QX]

(b) g=X*+1in Q[X] (e) m=X3-5in (Z/11Z)[X]

() u=X"+11X%-33X +22in Q[X] (f) g=X*+15X3+7in Z[X]
In jedem Fall zerlege man das Polynom in irreduzible Faktoren.
Man zeige fiir das Polynom f = X% — X +1 € Z[X]
(a) f hat keine reelle Nullstelle.
(b) f ist irreduzibel iiber Q.
Sei K der Restklassenring F2[X]/(X? + X + 1) mit dem Polynom X2+ X + 1 iiber F».
Seien a,b € K die beiden Nullstellen dieses Polynoms.
(a) Wieviel Elemente hat K7
(b) Stelle die Additions— und die Multiplikationstafel fir K auf.

(¢) Sei f € Z[X] ein normiertes Polynom vom Grad < 5. Zeige: Gilt f(0) # 0, f(1) #
0, f(a) #0 in K, soist f irreduzibel in Q[X].

(d) Zeige: X°+5X*+4X3 +3X?2+ X +1 ist irreduzibel in Q[X].

(a) Zeige, dafk die in Tabelle 4.10(2) angegebenen Polynome genau die irreduziblen Polynome
vom Grad < 4 iiber dem Korper Fy = Z/27Z sind.

(b) Zeige, daf g = X* — 6X3 +12X?% — 3X + 9 irreduzibel in Q[X] ist.
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C Schiefpolynomringe

Schiefpolynomringe sind nicht-kommutative Ringe, die fast so wie Polynomringe ausse-
hen, aber sich doch von diesen leicht unterscheiden. Sie spielen eine wichtige Rolle in der
Theorie der nicht-kommutativen Ringe, zu vergleichen mit der Bedeutung der gew6hnli-
chen Polynomringe in der Theorie der kommutativen Ringe. Sie treten insbesondere auf,
wenn man Ringe von Differentialoperatoren, einhiillende Algebren von Lie-Algebren oder
Quantengruppen betrachtet.

C.1. Polynomringe kann man wie in IV.1.1 auch iiber beliebigen Ringen konstruieren. Ein
entscheidender Unterschied ist dann, daf das Einsetzen eines gegebenen Elements in alle
Polynome im allgemeinen kein Ringhomomorphismus (wie in Satz IV.1.4) ist. Die Schiefpo-
lynomringe unterscheiden sich nun dadurch von diesen , gew6hnlichen Polynomringen, dafs
man nicht langer darauf besteht, daft die Unbestimmte mit den Elementen des Grundringes
kommutiert. Genauer betrachten wir die folgende Situation:

Sei ein beliebiger Ring R gegeben. Ein ,modifizierter Polynomring“ iiber R in der Un-
bestimmten X ist ein Ring S, der R als Teilring enthélt, mit einem Element X € S, so
daR sich jedes Element in S eindeutig in der Form .., a;X “ mit allen a; € R, fast alle a;
gleich 0, schreiben lift. Ein solcher modifizierter Polynomring S ist als additive Gruppe
in offensichtlicher Weise zum gewohnlichen Polynomring R[X] isomorph. Doch kann die
Multiplikation sich von der in R[X] unterscheiden, wie wir sehen werden.

Zuvor noch eine Definition: Haben wir einen modifizierten Polynomring S wie oben, so
konnen wir wie iiblich den Grad grad f eines jeden Elements f € S definieren. Wir nennen
nun S einen Schiefpolynomring iiber R (oder auch eine Oresche Erweiterung von R), wenn

grad(fg) < grad f +gradg (1)
fiir alle f,g € S gilt.

C.2. Zum Beispiel kénnen wir einen solchen Schiefpolynomring wie folgt konstruieren. Ge-
geben seien ein beliebiger Ring R und ein Ringendomorphismus o : R — R. Wir setzen S
gleich der Menge aller Folgen (ag,a,as,...) von Elementen in R mit fast allen a; gleich 0.
Wir definieren (wie in R[X]) die Addition von zwei Elementen in S komponentenweise,
wahrend die Multiplikation durch (ag, a1, asg,...)(bo,b1,ba,...) = (co,c1,¢2,...) mit

n )
Cp = Z a; o' (bnf’i)
=0

definiert wird. Man kann nun ohne grofse Miihe die Ringaxiome iiberpriifen.

Wie im Spezialfall S = R[X], den man fiir ¢ = Idg erhilt, ist auch fiir beliebiges o
die Abbildung a — (a,0,0,...) ein injektiver Ringhomomorphismus R — S, mit des-
sen Hilfe wir R als Unterring von S auffassen. Wir bezeichnen wieder mit X die Folge
(0,1,0,0,...). Wegen o(1) =1 gilt fiir alle n € N, daff X™ = (0,0,...,0,1,0,0,...) mit
n Nullen vor der 1; wir erhalten

(ag,a1,az,...) = Zai X°.
i>0

Also ist S ein modifizierter Polynomring iiber R in der Unbestimmten X ; wir bezeichnen

S mit R,[X].
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Die Multiplikation in R,[X] erfiillt nun

( Sax) (X biXJ‘> = 3 aioi(by) X 2)
i>0 7>0 i,j>0
und ist durch die Regel
Xa = o(a)X fiir alle a € R (3)

eindeutig festgelegt. Das Produkt fg von f = >7 a; X* und g = ZT:O ijj hat die
Form fg = a,0"(by,) X" + (ein Element vom Grad < n+m). Wir sehen, daf (1) erfiillt
ist, also R,[X] ein Schiefpolynomring ist. Wenn R nullteilerfrei ist und ker(c) = 0 gilt, so
folgt stets grad(fg) = grad f + grad g; in diesem Fall ist R,[X] nullteilerfrei.

Ist R ein Korper und ist o ein Automorphismus von R, so zeigt man wie in IV.1.6, daf
es fiir alle f,g € R,[X] mit g # 0 Elemente hi, hy € R,[X]| mit grad(f — h1g) < gradg
und grad(f — ghg) < grad g gibt. Es folgt dann (wie in IV.1.7), daf alle Linksideale und
alle Rechtsideale in R,[X] von jeweils einem Element erzeugt werden konnen.

C.3. Ein wichtiges Beispiel fiir einen Ring vom Typ R,[X] ist das folgende: Seien K
ein Korper und ¢ € K ein Element mit ¢ # 0. Wir setzen R = K[Y], den gewohnlichen
Polynomring in der Unbestimmten Y, und definieren o : R — R durch

G(ZaiYi> = Zaiqui
>0 i>0
fir alle a; € K. Dies ist ein Ringautomorphismus, den wir auch als o(f(Y)) = f(¢Y)
beschreiben koénnen; die inverse Abbildung hat die Form f(Y) +— f(¢7'Y).In S = R,[X]
likt sich jedes Element eindeutig als >, 5, a;; X'Y7 mit allen a;; € K, fast allen ay;
gleich 0, schreiben. Die Multiplikation ist dadurch festgelegt, dafs Elemente in K zentral
sind und dafs
XY =q¢YX

gilt. Diesen Ring nennt man auch die Quantenebene iiber K zum Parameter gq.
C.4. Eine andere Methode zur Konstruktion von Schiefpolynomringen benutzt Deri-
vationen.

Definition: Eine Derivation eines Ringes R ist eine Abbildung § : R — R mit §(z+y) =
0(z) +d(y) und 0(zy) = d(x)y + 2d(y) fir alle z,y € R.

Das typische Beispiel ist natiirlich die Differentiation D von (gewohnlichen) Polynomen,
wie in IV.2.6. (Dieses Beispiel funktioniert auch dann, wenn dort A nicht als kommuta-
tiv vorausgesetzt wird.) Allgemein ist eine Derivation § ein Gruppenendomorphismus von
(R, +), erfiillt also §(0) = 0. Ferner folgt aus §(1-1) = 46(1)1 + 18(1), dak §(1) = 0.

Wir behaupten nun: Sind ein Ring R und eine Derivation 6 von R gegeben, so gibt es
einen Schiefpolynomring S iiber R in der Unbestimmten X, so daf

Xa = aX +6(a) fiir alle a € R (1)

gilt. Ist dies richtig, so folgt aus (1) durch Induktion

n

Xra=Y" (?) 5" (@) X 2)

=0
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fiir alle a € R, wobei wir §° = Idg setzen. Die Multiplikation ist dann durch

(Se) (T00) = 3 3 (1) st x o
i>0

§>0 0,j>0 £=0
gegeben. Wir bezeichnen S nun mit R[X;4].

Um die Existenz von S zu beweisen, konnen wir im Prinzip wie bei R[X] oder R,[X]
vorgehen: Man nimmt als Menge wieder alle Folgen (ag, a1, as, . ..) mit fast allen a; gleich 0,
definiert die Addition komponentenweise und tibersetzt (3) in eine Multiplikationsformel fiir
die Folgen. Das Nachrechnen der Ringaxiome wird nun aber etwas miithsamer als in den
fritheren Fillen — und es lafst sich umgehen, wenn man wie folgt verfahrt:

Wir betrachten den (gewdhnlichen) Polynomring R[Y] in der Unbestimmten Y. Die
Menge E aller Endomorphismen ¢ : R[Y] — R[Y] von R[Y] als additive Gruppe ist
ein Ring unter (¢ + ¥)(f) = @(f) + ¥(f) und ¢ - = po . Fiir jedes a € R ist
L(a) : R[Y] — R[Y],f — af ein Element von E. Die Abbildung a —— L(a) ist ein
injektiver Ringhomomorphismus R — FE, mit dessen Hilfe wir R als Teilring von E
auffassen.

Wir definieren § € E durch 5(Zi>0 aiYi) = Y i200(a;)Y?. Es gilt dann §(af) =

ad(f) +6(a)f fir alle @ € R und f € R[Y]. Schlieklich definieren wir X € E durch
X(f)=fY +6(f). Dann rechnet man leicht nach, daf in F

XL(a) = L(a)X + L(6(a)) (4)

fir alle a € R gilt. Wir setzen nun S gleich dem von X und allen L(a) mit a € R
erzeugten Unterring von E. Aus (4) folgt leicht, daf jedes Element in R sich in der Form
© =Y 0 L(a;) X" mit allen a; € R, fast allen a; gleich 0, schreiben lift. Aus §(1) = 0
folgt 6(Y™) = 0 fiir alle n, also X(Y™) = Y und daher X/(Y) = Y**! fiir alle ¢, mithin

(Z L(a) Xi) Y) = Y ayt

i>0 >0

Daher sind die a; in ¢ = Y ;50 L(a;)Y" durch ¢ eindeutig bestimmt. Es folgt, dak S
ein modifizierter Polynomring iiber R in der Unbestimmten X ist, wenn wir L(a) mit a
identifizieren. Durch diese Identifizierung geht (4) in (1) {iber, also gilt auch (3). Dies zeigt
dann aber, daf C.1(1) erfiillt ist, also S in der Tat ein Schiefpolynomring ist.

Ist R nullteilerfrei, so folgt aus (3) auch, daf in C.1(1) Gleichheit fiir alle f,g € R[X; ]
gilt. Insbesondere ist R[X;d] in diesem Fall nullteilerfrei.

C.5. Ringe vom Typ R[X;J] treten hiufig als Ringe von Differentialoperatoren auf. Be-
trachten wir zum Beispiel den Fall, daf R ein (gewohnlicher) Polynomring R = B|[Q)] in ei-
ner Unbestimmten @ tiber einem beliebigen Ring B ist. Wir nehmen fiir ¢ : B[Q] — B[Q)]
die Differentation beziiglich @. Dann erhalten wir einen Schiefpolynomring R[P;d], wo-
bei wir hier die Unbestimmte P statt X genannt haben. Dieser Ring heifit auch die erste
Weyl-Algebra iiber B und wird mit A;(B) bezeichnet. Jedes Element in A;(B) laft sich
eindeutig als Zi,jZO aijQin mit allen a;; € B, fast allen a;; gleich 0 schreiben. Die Mul-
tiplikation ist dadurch festgelegt, daft P und ) mit allen Elementen in B kommutieren,
wihrend PQ — QP =46(Q) =1 gilt.
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Jedes Element in A;(B) definiert einen ,Differentialoperator auf dem gewohnlichen
Polynomring B[X] durch

( > aijQin)f = > a; X' %

4,520 i,j>0

wobei d’ f/dX7 die ibliche* j-te Ableitung ist. Durch diese Konstruktion kann man A;(B)
mit einem Unterring des Rings aller Gruppenendomorphismen von B[X] identifizieren.

C.6. Die beiden hier beschriebenen Methoden zur Konstruktion von Schiefpolynomringen
lassen sich kombinieren: Betrachten wir einen Ring R und einen Ringendomorphismus
o : R — R. Eine o-Derivation von R ist dann eine Abbildung § : R — R mit
0z +y) = d(x) + (y) und 6(zy) = d(x)y + o(x)d(y) fiir alle z,y € R. Die frither
definierten Derivationen sind also die Idg—Derivationen. Wie diese erfiillt auch eine o—
Derivation 6(0) =0 =4(1).

Satz C.7. Zu R,0,0 wie oben gibt es einen Schiefpolynomring Ry[X; 0] iber R in
der Unbestimmten X, so daf

Xa=o0(a)X +d(a) (1)

fir alle a € R gilt.

Man kann dazu entweder eine explizite Produktformel hinschreiben und dann die Ringaxi-
ome tberpriifen. Oder man kann, wie im Fall R[X; ] beschrieben, R,[X;4d] als Unterring
des Rings E aller Endomorphismen der additiven Gruppe von R[Y] konstruieren. Da-

zu definiert man ¢ und L(a) fiir @ € R wie frither und fithrt zusétzlich 6 € E durch
G (Zizo aiYi) = Y i500(ai))Y" ein. Dann setzt man X(f) = &(f)Y + 5(f). Dann ist
R,[X;6] der von X und allen L(a) mit a € R erzeugte Teilring von E.

Fiir f,g € R,[X;6], geschrieben als f = > ja; X" und g = Z;.":O bj X7, hat fg
die Form a,0™(by,)X™™ plus ein Element vom Grad < n + m. Dies zeigt (wie im Fall
R,[X]), dak C.1(1) gilt und daf in C.1(1) stets Gleichheit gilt, wenn R nullteilerfrei ist
und ker(o) = 0 gilt. In diesem Fall ist R,[X;¢] dann nullteilerfrei.

Ist R ein Korper und ist o ein Automorphismus, so sieht man wie im Fall R,[X], daf
jedes Links- und jedes Rechtsideal in R,[X;d] von einem Element erzeugt wird.

Bemerkung: Wir haben nun alle Schiefpolynomringe S iiber R in einer Unbestimmten X
gefunden: Die Gradformel C.1(1) impliziert grad(Xa) < 1 fiir alle a € R; also gibt es
o(a),d(a) € R mit Xa = o(a)X + §(a). Berechnet man nun X (a + b), X(ab), und X1
fiir alle a,b € R, so erhélt man, dafs o ein Ringendomorphismus von R und ¢ eine o—
Derivation sein muf. Also ist S = R,[X;J].






V Elementare Theorie der Korpererweiterungen

In diesem Kapitel wird die allgemeine Theorie von Korpererweiterungen entwickelt. Wir
betrachten spezielle Klassen von Erweiterungen: einfache, algebraische, endliche, normale,
separable. Es wird gezeigt, dafs jeder Korper eine algebraisch abgeschlossene Erweiterung
hat. Am Schluf wird die allgemeine Theorie auf die Beschreibung aller endlichen Koérper
angewendet.

§ 1 Korpererweiterungen

1.1. Ein Teilkérper eines Korpers L ist ein Unterring K von L, so daf K mit jedem Ele-
ment ungleich 0 auch dessen inverses Element enthélt. Dann ist K versehen mit den von L
durch Restriktion erhaltenen Verkniipfungen (+, -) ein Kérper. Man nennt dann L Er-
weiterungskorper von K und spricht von der Kdrpererweiterung L/ K . Ein Zwischenkdrper
der Erweiterung L/K ist dann ein Teilkorper K’ von L mit K C K.

Ist M eine Teilmenge eines Korpers L, so gibt es einen kleinsten Teilkorper von L, der
M umfafst, ndmlich den Durchschnitt aller Teilkérper von L, die M enthalten; dieser wird
der von M erzeugte Teilkorper von L genannt. Bei gegebener Korpererweiterung L/K
bezeichnet K (M) den kleinsten Teilkorper von L, der K U M enthélt. Man sagt, daf
K (M) durch Adjunktion von M aus K entsteht.

Besteht M aus den endlich vielen Elementen ay,...,a, € L, so schreibt man K (M) =
K(ay,...,ap); dieser Korper enthélt den Ring

K[M] = { f(a1,...,an) | f € K[X1,..., Xn] }

aller polynomialen Ausdriicke f(ai,...,a,) in den a; mit Koeffizienten in K. Nun ist
K(M) der Quotientenkérper von K[M], dh. K(M) besteht aus allen Quotienten der
Form f(ai,...,an)/g(a1,...,a,) mit f,g € K[Xy,...,X,] und g(as,...,a,) #0.

Die Erweiterung L/K heifit endlich erzeugbar, falls es Elemente ai,...,a, € L mit
L = K(ay,...,ay) gibt. Die Erweiterung L/K heifit einfach, falls ein Element a € L mit
L = K(a) existiert.

Sind K und K’ zwei Teilkérper von L, so heifit der kleinste Teilkorper von L, der K
und K’ enthilt, das Kompositum von K und K’ in L und wird mit K - K’ bezeichnet;
man hat K- K' = K(K') = K'(K).

Ist K ein beliebiger Korper, so ist der Primkorper P von K der kleinste Teilkorper
von K; er ist der von {0} erzeugte Teilkorper. Ist ¢ : Z — K der durch ¢(n) =n-1
definierte Ringhomomorphismus, so ist ker ¢ ein Ideal in Z; da Z/kerp = imp C K
keine Nullteiler besitzt, ist ker ¢ ein Primideal. Man hat zwei Félle zu unterscheiden: Ist
char K = p eine Primzahl, so ist ker ¢ = p-Z ein maximales Ideal, und Z/pZ = im ¢ ist ein
Korper, der Primkorper von K. Ist char K = 0, so gilt kerp = (0), d.h. Z = ¢(Z) C K.
Also enthalt K einen zum Korper der Briiche Q von Z isomorphen Teilkorper; dies ist der
Primkoérper von K.
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Ist K C L ein Teilkérper von L, so kann L als Vektorraum iiber dem Korper K
aufgefalit werden. Die Dimension dimg L dieses Vektorraums iiber K heifst der Grad von
L dber K oder Grad der Kérpererweiterung L/K; man schreibt [L : K] := dimg L.
Zum Beispiel ist [C : R] = 2, weil 1,7 eine Basis von C als Vektorraum tiber R ist. Die
Erweiterung L/K heift endlich, falls [L : K| endlich ist. Sind L und K endliche Korper,
so hat man |L| = |K|™ mit m = [L: K].

Satz 1.2. Seien L/K eine Korpererweiterung und V' ein Vektorraum diber L. Sind
(vi)ier eine Basis von V' dber L und (ej)je; eine Basis von L tber K, dann ist
(ejv;)jesicr eine Basis von V als Vektorraum tber K . Insbesondere gilt dimg V =
[L: K] -dim;V.

Beweis: Die Vektoren e;jv; mit j € J und ¢ € I sind linear unabhéngig iiber K, denn
gilt Z]’,i Ajiejv; = 0 mit Aj; € K, so auch ZZ(ZJ Ajiej)v; = 0. Da die Vektoren v;,i € I,
linear unabhéngig tiber L sind, folgt ZJ- Ajie; = 0 fiir jedes ¢ € I, und dann Aj; = 0 fiir
alle 7 und ¢, da (e;);jes eine Basis von L iiber K ist.

Jedes v € V hat eine Darstellung v = >, a;v; mit o; € L. Es gibt 3;; € K mit
o = ;B e;, also gilt v =37, . Bije;v;, dh, V wird iiber K von den Vektoren e;v;
erzeugt. ]

Korollar 1.3. Sind L/K und M/L zwei Korpererweiterungen, so gilt fir die Er-
weiterung M/K , daf8 [M : K| = [M : L][L : K].

§ 2 Einfache Erweiterungen

2.1. Sei L/K eine Korpererweiterung. Zu gegebenem a € L induziert (nach IV.1.4) die
Inklusion i : K — L einen Homomorphismus i, : K[X] — L mit (iq)x = ¢ und
14(X) = a. Wie in IV.1.5(1) nennen wir nun a transzendent iiber K, wenn i, injektiv ist;
sonst heifit a algebraisch abhéngig iiber K.

Ist a transzendent iiber K, so hat man einen Isomorphismus i, : K[X] — KJa]. Der
Korper K (a) ist dann zum Korper der Briiche K (X) isomorph, und K(a) ist verschieden
von Kla]. Es gilt [K(a): K] = occ.

Ist hingegen a algebraisch abhéngig iiber K, so hat, per definitionem, i, einen nicht—
trivialen Kern. Der Ring K[X] ist ein Hauptidealring (nach IV.1.7). Ein erzeugendes
Element des Hauptideals keri, ist das normierte Polynom m, x kleinsten Grades in
K[X]\ (0) mit mqx(a) = 0. Das Polynom mq g ist eindeutig bestimmt und wird das
Minimalpolynom von a tber K genannt. Der Ring K[X]/(mqr) = K[X]/keri, ist zu
imi, = Kla] isomorph; letzterer ist als Unterring des Korpers L ein Integritiitsbereich.
Daher ist mgq k ein Primelement in dem Hauptidealring K[X], also irreduzibel. Das von
Mg,k erzeugte nicht-triviale Primideal (mgq ) = keri, ist somit auch maximal. Deshalb
ist K[X]/(ma,x) — Kla] ein Kérper, und man hat K[a] = K(a). Die Kérpererweiterung
Kla]/K hat den Grad [K[a] : K] = gradmg k. Ist n = gradmg i, so bilden die Elemente

a%,a',...,a""! eine Basis des Vektorraums K [a] iiber K . Die unter dem vermittelnden Iso-
morphismus K [X]/(mg k) — K]la] entsprechenden Elemente X° mod (mg k), X' mod
(Mai),- -, X" L mod (mgk) sind ndmlich eine Basis von K[X]/(m, k) iiber K. Dies

folgt daraus, daf zu jedem h # 0 in K[X] eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € K[X]
existieren, so dak h = gmg kg +r mit gradr < gradm, g gilt. Damit ist gezeigt:



Einfache Erweiterungen 111

Satz 2.2. Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei a € L. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Das Element a € L ist algebraisch abhingig iber K .

(il) Es gilt K[a] = K(a).

(i) Es gilt dimg K(a) < 00.

Gelten diese Aussagen, so ist der Grad der Kérpererweiterung K(a)/K gleich dem
Grad des Minimalpolynom mg g von a iber K:

[K(a) : K] = gradmg k.
Gelegentlich wird grad mg g auch der Grad von a dber K genannt.

Beispiel: Sei d # 1 eine quadratfreie ganze Zahl. Dann besteht der Teilkérper Q(v/d) € C
aus allen a 4+ bv/d mit a,b € Q und ist gleich dem in Beispiel 111.3.5(1) beschriebenen
Kérper, der auch schon damals mit Q(v/d) bezeichnet wurde. Es ist 1,+/d eine Basis von
Q(Vd) iiber Q; es gilt [Q(Vd) : Q] =2 und m 5, = X? —d.

Eine Korpererweiterung L/K heift algebraisch, wenn jedes a € L algebraisch abhingig
iber K ist. Aus Satz 2.2 erhdlt man als Folgerung:

Satz 2.3. (a) Ist L/K eine endliche Korpererweiterung, so ist L/K algebraisch.

(b) Ist eine Korpererweiterung L/K algebraisch und endlich erzeugbar, so ist L/ K
endlich.

(c) Sind L/K und M/L zwei algebraische Kérpererweiterungen, so ist auch die
Erweiterung M/K algebraisch.

Beweis: (a) Hat L/K den Grad [L: K] = m < oo, so sind zu einem gegebenen a € L
die Elemente 1,a,a?,...,a™ des K -Vektorraumes L linear abhéingig, d.h., a geniigt einer
nicht-trivialen polynomialen Gleichung mit Koeffizienten in K.

(b) Es gelte L = K(ay,...,ay); die Elemente ay,...,a, sind nach Voraussetzung al-
gebraisch abhéngig iiber K, also ist a; fiir 4« = 1,...,n auch algebraisch abhéngig tiber
K(ay,...,a;—1). Esfolgt fiir alle ¢, daf die Erweiterung K (a1, ...,a;) = K(a1,...,a;-1)(a;)
des Korpers K (ay,...,a;—1) endlich ist. Die Erweiterung L/K ist aus diesen Erweiterun-
gen zusammengesetzt: L D K(a1,...,ap,-1) D -+ D K(ai,a2) D K(a;) D K. Nun zeigt
Korollar 1.3, dak [L: K] =] ,[K(a1,...,a) : K(a1,...,a;—1)]; also ist L/K endlich.

(c) Sei @ € M gegeben. Da a algebraisch abhéngig iiber L ist, existiert ein Polynom g =
Yy aiXt € LIX], a; € L, mit g(a) =0 und g # 0; also ist a algebraisch abhiingig iiber
dem von den Koeffizienten von g erzeugten Kérper K (ag, .. ., an) =: Ko, und Ky(a)/Kjy ist
endlich. Die Erweiterung K(/K ist nach Konstruktion endlich erzeugbar; sie ist algebraisch,
daschon L/K algebraisch ist. Also ist Ky/K nach (b) endlich. Aus der Beziehung [Ko(a) :
K| = [Ko(a) : Ko][Kp : K] folgt dann, daf a algebraisch iiber K ist. [

Beispiele 2.4. (1) Seien p eine Primzahl und n € N\ {0}. Das Polynom X" —p € Q[X]
ist irreduzibel iiber Q und ist daher das Minimalpolynom von /p € R iiber Q. Also hat
die (einfache) Korpererweiterung Q({/p)/Q den Grad n.

(2) Sei L/K eine Korpererweiterung, und sei Lo = {a € L | a ist algebraisch abhéingig
iber K} die Menge der algebraischen Elemente {iber K. Sind z,y € Ly, so ist die Erwei-
terung K (x,y)/K endlich. Die Teilkorper K(z+y) und K(z-y) von K(z,y) haben dann
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auch endlichen Grad {iber K; also sind mit z,y auch z+y und x -y algebraisch abhéngig
iber K, d.h. Ly ist ein Teilkérper von L, den man den algebraischen Abschlufl von K in L
nennt.

(3) Die Erweiterung Co/Q der tiber Q algebraisch abhéngigen Elemente in C ist algebra-
isch, jedoch nicht endlich, da in Cy Elemente beliebig hohen Grades existieren, z. B. fiir
jede Primzahl p die Elemente {/p mit n € N.

(4) Ist L/K eine endliche Erweiterung, so ist L/K endlich erzeugbar, denn ist (a;)i<i<n
eine Basis des K-Vektorraums L, so gilt L = K(aq,...,a,). Eine endlich erzeugbare
Erweiterung muf jedoch nicht unbedingt endlich sein; zum Beispiel ist K(X)/K endlich
erzeugbar, aber die Monome 1, X, X2, X3 ... sind linear unabhéngig iiber K .

§ 3 Algebraische Erweiterungen

Sei K ein Korper. Es gilt nun, zu einem vorgegebenem Polynom f € K[X]| mit grad f > 1
einen Erweiterungskorper L von K zu finden, so daft f als Polynom iiber L eine Nullstelle
hat; dann existiert ein @ € L, so dak X — a ein Teiler des Polynom f in L[X] ist.
Allgemeiner stellt sich die Aufgabe, zu einem Polynom f € K[X] eine Erweiterung zu
konstruieren, iiber der sich f als Produkt linearer Faktoren (vom Grade 1) schreiben laft.

3.1. Sei f € K[X] ein irreduzibles Polynom. Das von f erzeugte Ideal (f) in K[X] ist
maximal, also ist L = K[X]/(f) ein Korper. Mit mgx : K — L, k — k+(f), sei der durch
Einschrankung auf K aus dem Restklassenhomomorphismus 7 : K[X] — K[X]/(f) =L
gewonnene Homomorphismus von Kérpern bezeichnet. Da f nicht konstant ist, also mx
nicht die Nullabbildung ist, muf g injektiv sein, d.-h., man kann K als Teilkorper von L
auffassen. Dann gilt L = K(a), wobei a := m(X) die Restklasse von X in L = K[X]/(f)
bezeichnet. Hat f die Form f =3 1", a; X, so gilt fiir f als Polynom iiber L

fla) =Y ai(X+ () =D aX +(f)=f+ () =0+(f)
i=0 i=0

Also ist a Nullstelle von f in L. Als irreduzibles Polynom ist f bis auf einen konstanten
Faktor das Minimalpolynom von a iiber K. Wegen L = K (a) folgt also [L: K| = grad f.
Damit haben wir gezeigt:

Satz 3.2. Sei K ein Korper, sei f € K[X]| ein irreduzibles Polynom. Dann gibt
es eine (algebraische) Korpererweiterung L/K mit [L : K] = grad f, in der f eine
Nullstelle hat.

Ist f € K[X] ein beliebiges nicht-konstantes Polynom, so konnen wir Satz 3.2 auf einen
irreduziblen Faktor, etwa ¢, anwenden und erhalten einen Erweiterungskérper L, in dem
g eine Nullstelle ¢ hat. Dann ist a auch eine Nullstelle von f. Wir konnen also Satz 3.2
auf alle nicht-konstanten Polynome ausdehnen; doch gilt dann in allgemeinen nur noch
[L:K]<gradf.

Dieses Resultat motiviert nun die folgende Definition eines algebraisch abgeschlossenen
Korpers.
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Satz/Definition 3.3. Ein Kiorper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls er einer
der folgenden dquivalenten Bedingungen gendigt:

(i) Jedes Polynom f € K[X]\ K besitzt eine Nullstelle in K .

(i) Jedes Polynom f € K[X]\ K ist Produkt von Polynomen in K[X] vom Grad 1.
(ili) Die normierten irreduziblen Polynome in K[X] sind alle X —a, a € K.

(iv) Ist L/K eine algebraische Erweiterung, so gilt L = K .

Zum Beispiel ist der Kérper C der komplexen Zahlen algebraisch abgeschlossen.

Satz 3.4. Ist K ein Korper, so gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Korper L
mit K C L.

Beweis: (E. Artin) Zuerst konstruiert man einen Erweiterungskorper Ly von K, so daf
jedes Polynom f € K[X],grad f > 1, eine Nullstelle in L; besitzt. Hierzu betrachtet
man den Polynomring A := K[(X¢)fer] in den unendlich vielen Variablen Xy, wobei
f die Indexmenge I = K[X]\ K durchlduft. (Die Konstruktion von Polynomringen in
unendlich vielen Variablen findet man in IV.3.7.) Sei a C A das von allen Polynomen
f(X¢), f € I, erzeugte Ideal in A. Das Ideal a ist nicht gleich dem ganzen Ring A,
denn sonst wire 1 € a, und man hitte eine Gleichung der Form 1= >"" | g; f;(Xy,) mit
fiel, gi € K[(Xf)ser], i = 1,...,n. Mit Hilfe von Satz 3.2 findet man zu den endlich
vielen Polynomen f1,..., f, eine Erweiterung F/K, so dak jedes f; in F mindestens
eine Nullstelle a; besitzt. Es gibt einen Homomorphismus ¢ : A — F[(Xy)ses] mit
g = Id, mit p(Xy,) = a; fiir alle 4 und p(Xy) = Xy fiir alle f ¢ {f1,..., fn}. Dann gilt
o(fi(Xy,)) = file(Xy,)) = fi(a;) = 0 fiir alle 7, also

n

1=0(1) =Y o(g) e(fi(Xp)) = 0.

i=1

Dieser Widerspruch zeigt a # A.

Nach II1.3.7 existiert zu dem Ideal a ein maximales Ideal m C A mit a C m. Dann ist
der Restklassenring L; := A/m ein Korper. Mit Hilfe des kanonischen Homomorphismus
K — K[(Xf)jer]l = A = A/m = L; identifiziert man K mit einem Teilkérper von
Li.Sei f €I=K[X]\K gegeben, f =3,a;X", dann gilt f(r(Xs)) =3, am(Xs)" =
Yimla)m(Xp) = n(f(Xs)) =0, da f(Xs) € a C m ist. Das Polynom f besitzt deshalb
in Ly die Nullstelle 7(X¢).

Durch Fortfithrung dieser Konstruktion von Erweiterungskorpern erhélt man einen Turm
von Erweiterungen K = Ly C Ly C Ly C - - -, so dak jedes Polynom g € L,[X],gradg > 1,
in L1 mindestens eine Nullstelle hat. Die Vereinigung L := USLC:O L, ist ein Korper, der K
als Teilkorper enthilt und der algebraisch abgeschlossen ist; denn ist g € L[X], gradg > 1,
ein Polynom, so existiert ein ng € N mit g € Ly, [X]. Dann hat g aber in L,,+1 C L eine
Nullstelle. |

Satz/Definition 3.5. Ist K ein Korper, so gibt es einen algebraisch abgeschlossenen
Kirper K O K, so daf die Erweiterung K/K algebraisch ist. Eine Erweiterung
dieser Form (d.h. L/K algebraisch, L algebraisch abgeschlossen) heifit algebraischer
Abschluf von K.
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Beweis: Es sei L ein algebraisch abgeschlossener Korper mit L > K. Dann ist K := {a €
L | a ist algebraisch abhéngig tiber K} nach Beispiel 2.4(2) ein Zwischenkorper der Erweite-
rung L/K . Der Kérper K ist algebraisch abgeschlossen, denn ist f € K[X], grad f > 1, so
besitzt f eine Nullstelle a in L, da L algebraisch abgeschlossen ist. Da die beiden Erweite-
rungen K (a)/K und K/K algebraisch sind, ist nach Satz 2.3.c auch K (a)/K algebraisch;
also ist a algebraisch abhingig iiber K und damit a € K. |

Definition 3.6. Sind L;/K, Ly/K Erweiterungen desselben Korpers K, so heift ein
Homomorphismus ¢ : Ly — Ly ein K —Homomorphismus, falls (k) = k fiir alle k € K
gilt. Ein bijektiver K —Homomorphismus heifst K—Isomorphismus. Ein K —Isomorphismus
@ Ly — Ly heift K—-Automorphismus.

Die Komposition von zwei K—-Homomorphismen ist wieder ein K —-Homomorphismus.
Ist ¢ ein K -Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung ¢! ein K ~Isomorphismus.
Fir jede Korpererweiterung L/K ist die Menge aller K—Automorphismen von L eine
Gruppe mit der Komposition als Verkniipfung; die identische Abbildung ist das neutrale
Element. Diese Gruppe wird mit Autg (L) bezeichnet. Zum Beispiel besteht Autgr(C) aus
der Identitdt und der komplexen Konjugation.

Ein K-Homomorphismus ¢ : L; — Ly ist stets injektiv, und ¢ : Ly — Lo ist K-
lineare Abbildung der zugehorigen K —Vektorrdume. Diese letzte Aussage impliziert, daf
im ¢ ein Zwischenkorper von Lo/K ist, der K -isomorph zu L; ist. Fiir endliche Erweite-
rungen L /K, Ly/K mit [Ly : K] = [Ly : K] folgt deshalb, daf jeder K ~Homomorphismus
@ : L1 — Ly ein K—Isomorphismus ist.

Sei ¢ : L1 — Lo ein K-Homomorphismus, und sei a € L;. Fiir alle f € K[X], f =
>iai Xt gilt nun f(p(a)) = 3, ai(p(a))t = (3, aia’) = o(f(a)). Weil ¢ injektiv ist,
folgt, dak a genau dann eine Nullstelle von f in L; ist, wenn ¢(a) eine Nullstelle von f in
L ist. Insbesondere sehen wir: Ist a algebraisch iiber K, dann ist auch ¢(a) algebraisch
tiber K, und es gilt my(q),x = Mo,k -

Satz 3.7. Seien K,K' zwei Kérper, 0 : K — K' ein Isomorphismus und o* :
K[X] — K'[X] der induzierte Isomorphismus der Polynomringe. Seien L/K und
L'/K’' algebraische Kérpererweiterungen.

(a) Sind a € L und o’ € L' mit mg g = 0*(mq k), dann gibt es genau einen
Isomorphismus ¢ : K(a) — K'(a') mit ox =0 und p(a) =d’.

(b) Sei a € L. Dann ist die Anzahl der Homomorphismen ¢ : K(a) — L' mit
@k = o gleich der Anzahl der Nullstellen von o*(ma,r) in L'.

Beweis: (a) Setze f = mg k. Der Homomorphismus 7 : K[X]/(f) — K(a), definiert
durch X + (f) — a, ist ein Isomorphismus, da f irreduzibel ist und a als Nullstelle hat.
Analog ist 7’ : K'[X]/(c*(f)) — K'(a'), definiert durch X + (o*(f)) — d’, ein Isomor-
phismus. Der Isomorphismus o* : K[X] — K'[X] fithrt das von f erzeugte Hauptideal
in (o*(f)) iiber und induziert daher einen Isomorphismus @ : K[X]/(f) — K'[X](c*(f))
mit ®x = 0. Dann ist ¢ =7’ 0o ® o7~ ! der gesuchte Isomorphismus ¢ : K(a) — K'(a’)
mit @ = o und p(a) =a'.

(b) Nach (a) gibt es fiir jede Nullstelle a’ von 6*(mg k) in L' genau einen Homomorphis-
mus ¢ : K(a) — L' mit g = 0 und @(a) = a’. Also folgt (b), wenn wir zeigen, daf
wir so alle Homomorphismen ¢ : K(a) — L' mit ¢x = o erhalten, also daf ¢(a) fiir
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jeden solchen Homomorphismus eine Nullstelle von o*(mq k) ist. Dies folgt, denn fiir alle

f=3aX" € K[X] gilt o*(f) (¢(a)) = 32;0(ai)¢(a)’ = X ¢(ai)e(a)’ = ¢(f(a)). =

Korollar 3.8. Seien K(a)/K und K(d')/K zwei einfache algebraische Erwetterun-
gen des Korpers K. Stimmen die Minimalpolynome mq ¢ und mg g von a und a
tiber K iiberein, so gibt es genau einen K —Isomorphismus ¢ : K(a) — K(a') mit
pla) =d.

Dies ist die Aussage in 3.7.a fir c =1d : K — K.

Beispiel: Sei d # 1 eine quadratfreie ganze Zahl. Dann haben v/d und —v/d beide das
Minimalpolynom X2 — d. Wegen Q(v/d) = Q(—V/d) sagt das Korollar in diesem Fall: Es
gibt einen Automorphismus ¢ von Q(vd) mit o(a + bvd) = a — bV/d fiir alle a,b € Q.

Satz 3.9. (a) Seien L/K eine algebraische Erweiterung, M ein algebraisch ab-
geschlossener Kérper und o : K — M ein Homomorphismus von Kérpern. Dann
existiert ein Homomorphismus ¢ : L — M mit ¢\ = o, d.h., ¢ ist eine Fortsel-
zZung von o.

(b) Sei 0 : K — K’ ein Isomorphismus von Korpern, seien K ein algebraischer
Abschluff von K und K' einer von K'. Dann gibt es einen Isomorphismus ¢ : K —
K' mit o =o0.

(¢) Sind Ly, Ly algebraische Abschliisse eines Korpers K, dann existiert ein K —
Isomorphismus Ly — L.

Beweis: Man benutzt das Lemma von Zorn, das schon [iiber die Existenz eines maximalen
Ideals| in den Nachweis der Existenz eines algebraisch abgeschlossenen Korpers L D K
einging.

(a) Man betrachte die Menge Z aller Paare (Z,7), wobei Z ein Zwischenkorper der
Erweiterung L/K ist und 7 : Z — M ein Korperhomomorphismus mit T = 0. Die
Menge Z ist nicht leer, da (K,o0) € Z gilt. Versehen mit der Relation <, die durch
[(Z1,m1) < (Z2,m2) = Z1 C Zy und gz = 71] definiert wird, ist Z eine teilweise
geordnete Menge; jede Kette in Z besitzt eine obere Schranke. Also besitzt Z ein maximales
Element (Zo, 7).

Es muf dann Zy = L gelten. Sonst sei a € L, a ¢ Zy, und f sei das Minimalpolynom
von a iiber Zy. Dann besitzt 7(f) eine Nullstelle o’ in M. Nach Satz 3.7.a gibt es nun
einen Homomorphismus ¢ : Zg(a) — M mit 4z, = 70 und ¢(a) = a’. Dies steht jedoch
im Widerspruch zur Maximalitit von (Zp, 1) in Z.

(b) Nach (a) existiert ein Homomorphismus ¢ : K — K’ mit ¢ = ¢. Das Bild ¢(K)
ist algebraisch abgeschlossen. Weil K’ algebraisch iiber K’ = ¢(K) C p(K) ist, muf auch
K'/p(K) algebraisch sein. Der algebraisch abgeschlossene Kérper ¢(K) lift jedoch nach
3.3(iv) keine echten algebraischen Erweiterungen zu; also gilt o(K) = K’, und ¢ ist ein
Isomorphismus.

(¢) Dies ist die Aussage (b) fir c =1d : K — K. [
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§ 4 Zerfillungskorper

4.1. Sei f € K[X] ein Polynom vom Grad m > 1 iiber einem Korper K. In einer
Erweiterung L/K heift der Erweiterungskorper L Zerfillungskorper von f uber K, falls
es Elemente aq,...,an, € L und ¢ € K gibt, so daf

(1) f=cIlZi(X —a;), dh., f zerféllt iiber L in Linearfaktoren,
(2) L=K(a,...,am), dh., L wird von den Nullstellen von f erzeugt.

Zum Beispiel ist C ein Zerfallungskorper von X2 + 1 iiber R, denn es gilt X2 4+ 1 =
(X —49)(X +14) in C[X], und es ist C =R(i,—1).

Ist L Zerfallungskorper eines Polynoms f vom Grad m iiber einem Koérper K, so ist
L/K nach Satz 2.3.b endlich. Genauer erhélt man [L : K| < (grad f)!. Dies zeigt man mit
Induktion iiber m: Da myq, i ein Teiler von f ist, gilt [K(a1) : K] = gradmg, x < grad f =
m. Nun ist L = K(a1)(a,...,an) ein Zerfallungskorper von f/(X — a1) iber K(aq).
Wegen grad(f/(X —a1)) = grad(f)—1 = m—1 zeigt Induktion, daf [L : K(a1)] < (m—1)!.
Es folgt, daB [L: K] =[L: K(a1)][K(a1) : K] < (m —1)!m =ml.

Ist K ein algebraischer AbschluR von K, so zerfillt f in K[X] in Linearfaktoren,
d.h., es existieren ay,...,am € K, so dab f = c[[(X — a;), ¢ € K, gilt. Dann ist
L := K(ai,...,an) ein Zerfallungskorper von f iiber K, und zwar der einzige, der in K
enthalten ist.

Wir erhalten so alle Zerféllungskérper von f tiber K. Ist ndmlich L ein beliebiger
Zerfallungskorper von f iiber K, so wihlen wir einen algebraischen Abschluf L von L.
Mit L/K ist nach Satz 2.3.c auch L/K algebraisch; daher ist L auch ein algebraischer
Abschluf von K, und L ist dann der einzige Zerfallungskorper von f iiber K, der in L
enthalten ist.

Der so konstruierte Zerfillungskorpers von f iiber K ist (bis auf K-Isomorphie) unab-

héngig von dem gewéhlten Erweiterungskorper K. Dies ist eine Folgerung der folgenden
allgemeineren Aussage, in der man o = Id setze.

Satz 4.2. Seien 0 : K — K’ ein Isomorphismus von Kérpern und o* : K[X] —
K'[X] der zugehdrige Isomorphismus der Polynomringe. Sei f € K[X]\ K. Sei-
en L ein Zerfillungskorper von f idiber K und L' ein Zerfillungskirper von o*(f)
iiber K'. Dann gibt es einen Isomorphismus ¢ : L — L' mit | = 0. Jeder sol-
che Isomorphismus bildet die Menge der Nullstellen von f in L auf die Menge der
Nullstellen von o*(f) in L' ab.

Beweis: Es gibt algebraische Abschliisse K von K und K’ von K’ mit L ¢ K und
L’ ¢ K'. Nach Satz 3.9.b gibt es einen Isomorphismus ¢ : K — K’ mit ¢y = 0. Es
existieren ¢ € K und ay,...,a, € K mit f = c[["(X —a;); dannist L = K(ay,...,an).
Nun gilt
m
o*(f) = ¢*(f) = o(e) [[(X = v(@)).
i=1

Also sind (a1),...,%(an) die Nullstellen von o*(f) in K’. Daraus folgt

L'= K/('(/)(al)’ s 7¢(am)) = '(/)(K(ah s 70'771)) = ’(/)(L)
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Dabher ist die Restriktion ¢ von 1 auf L der gesuchte Isomorphismus.

DaR jeder Isomorphismus ¢ von L auf L’ mit ¢ = o die Menge der Nullstellen von f
in L auf die Menge der Nullstellen von ¢*(f) in L’ abbildet, folgt mit derselben Rechnung
wie oben fiir 1. |

Dieser Satz erlaubt es, von dem Zerfallungskorper (eindeutig bis auf K —Isomorphie be-
stimmt) eines Polynoms zu sprechen.

4.3. Dieser Begriff erfihrt folgende Verallgemeinerung: Ist F' eine Menge nichtkonstanter
Polynome in K[X], so heifit ein Erweiterungskorper L von K Zerfillungskorper von F
dber K, falls alle Polynome f € F iiber L in Linearfaktoren zerfallen und falls es keinen
echten Teilkérper Ly von L mit K C Ly gibt, so dal alle f € F bereits iiber Ly in
Linearfaktoren zerfallen.

Satz 4.4. Sei F C K[X] eine Menge nichtkonstanter Polynome tber K .

(a) Zu einem gegebenen algebraischen _Abschluﬂ K won K gibt es genau einen Zer-
fallungskéorper von F idiber K, der in K enthalten ist.

(b) Je zwei Zerfallungskorper von F dber K sind K —isomorph.

Beweis: (a) Der von allen Nullstellen der f € F' in K erzeugte Teilkorper ist ein Zerfil-
lungskorper von F'.

(b) Seien L und L' Zerfillungskorper von F iiber K. Es seien L und L’ algebraische
Abschliisse von L und L'. Dann sind L und L' auch algebraische Abschliisse von K. Es
gibt also einen Isomorphismus 1 von L auf L' mit Y = Id. Bezeichnet S die Menge
der Nullstellen der Polynome in F' in L und S’ diejenige in L, so gilt L = K(S) und
L' = K(S') . Man argumentiert wie im Beweis von Satz 4.2 und erhélt erst ¢(S) = S" und

dann L' = ¢(L). Also ist YL der gesuchte Isomorphismus. [ ]

Definition: Eine Erweiterung L/K heifit normal, wenn es eine Menge F' C K[X]\ K gibt,
so daf L Zerfallungskorper von F' iiber K ist. Man beachte, dafs es dann im allgemeinen
sehr viele verschiedene Mengen F' gibt, die diese Bedingung erfiillen. Zum Beispiel ist C
nicht nur der Zerfillungskorper von X2 4 1 iiber R, sondern auch von X2 — 2X +2 =
(X =1 —d)(X —1+44) und von X2 +4X +5 = (X +2— ) (X + 2+ i), um nur zwei
irreduzible Polynome vom Grad 2 iiber R zu nennen.

Satz 4.5. Ist K ein Korper mit algebraischem Abschlufi K, so sind fiir einen Zwi-

schenkorper K C L C K die folgenden Aussagen dquivalent.

(i)  Jedes irreduzible Polynom f € K[X], das in L eine Nullstelle hat, zerfdllt iber

L in Linearfaktoren.

(ii) Die Erweiterung L/K ist normal.

(iii) Ist ¢ : L — K ein K -Homomorphismus, so ist p(L) = L.
Beweis: (i) = (iii): Es gibt eine Menge F C K[X]\ K, so daf L der Zerfallungskorper
von F iiber K ist. Es gilt also L = K(.S), wobei S die Menge der Nullstellen der Polynome
in F in K bezeichnet. Ist ¢ : L — K ein K-Homomorphismus, so gilt f = ©*(f) fiir
alle f € F, also ¢[[[X, (X —a;) = c[[}Z, (X — ¢(a;)), wobei ay,...,an die Nullstellen von
f in K bezeichnet, d.h., ¢(a;) ist wieder Nullstelle von f. Es gilt dann ¢(S) = S, und
damit folgt p(L) = p(K(S)) = K(p(S)) = K(S)=L.
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(iii) = (ii): Sei a € L, sei mqx das Minimalpolynom von a iiber K. Sei b € K eine
Nullstelle von my i . Dann existiert ein K -Isomorphismus K(a) — K(b) mit a — b. Die
Komposition o : K(a) — K(b) — K 1i#t sich nach 3.9.a zu einem K —Homomorphismus
¢ : L — K fortsetzen. Da ¢(L) = L nach Voraussetzung, folgt b = o(a) = p(a) € L.
Daher zerféllt mg, i iiber L in Linearfaktoren. Der Koérper L ist Zerfallungskorper der
Menge F' aller Minimalpolynome m, x der Elemente a von L.

(iii) = (i): Dies ist im Argument des vorigen Schrittes enthalten.

(i) = (iii): Das Minimalpolynom mg i zu a € L zerfillt nach Voraussetzung iiber L
in Linearfaktoren. Es gibt also a1 = a,a2,...,am € L mit myx = [[0;(X — a;). Ist
¢: L — K ein K-Homomorphismus, so ist (wie oben gezeigt) mq,x = [[1r; (X — ¢(ai)),
also {a1,...,am} = {p(a1),...,p(am)}. Es gibt also Indizes ¢ und j mit ¢(a) = p(a1) = a;
und ¢(a;) = a1 = a. Insbesondere ist p(a) € L und a € ¢(L). Also gilt ¢(L) = L. ]

Satz 4.6. Sei L/K eine normale Erweiterung, seien a,b € L. Es gibt genau dann
einen K —~Automorphismus o € Autg (L) mit o(a) = b, wenn mqx = My K .

Beweis: Gibt es o € Autg (L) mit o(a) = b, so gilt o(f(a)) = f(b) fir alle f € K[X].
Insbesondere ist b eine Nullstelle von my f; dies impliziert mg, g = myp i .

Gilt umgekehrt mq x = my i, so gibt es nach 3.8 einen K ~Isomorphismus ¢ : K(a) —
K(b) mit ¢(a) = b. Nach Satz 3.9.b gibt es einen K -Automorphismus o : L — K, der
o fortsetzt. Nun impliziert Satz 4.5, daf o(L) = L; also konnen wir ¢ als Element von
Autg (L) auffassen. [

Satz 4.7. (a) Ist L/K eine normale Erweiterung, so ist auch fiir jeden Zwischen-
kérper M von L/K die Erweiterung L/M normal.

(b) Ist L/K eine normale Erweiterung, und ist E/K eine Erweiterung, so dafi L
und E in einem gemeinsamen Erweiterungskorper (etwa K ) enthalten sind, so ist
das Kompositum L - E/E eine normale Erweiterung.

Beweis: (a) Nach 4.5(ii) ist L = K(S), wobei S die Menge der Nullstellen der Polynome
in einer Menge F' C K[X]\ K bezeichnet. Dann gilt auch L = M(S).

(b) Analog ist fir L = K(S) in dieser Situation L - E = E(S). [

Beispiele: (1) Ist L/K eine Erweiterung vom Grad 2 und ist « € L\ K, so gilt L = K(a),
und das Minimalpolynom mg x hat den Grad 2. Es zerfillt in L[X] in Linearfaktoren
Mma,x = (X —a)(X —b). Der Kérper L = K(a) ist Zerfallungskorper von mg g tiber K.
Die Erweiterung L/K ist deshalb normal.

(2) Das Polynom f = X* —2 € Q[X] ist irreduzibel, es besitzt die Nullstelle a; = v/2.
Die Erweiterung Q(v/2)/Q ist jedoch nicht normal, da die Nullstelle as = i+v/2 nicht
in Q( {4/5) enthalten ist. Man bemerke, daf jedoch die beiden durch den Zwischenkorper
Q(v/2) gegebenen Erweiterungen Q(v/2)/Q bzw. Q(+/2)/Q(v/2) nach (1) normal sind. Das
Polynom f hat die Zerlegung

f=X-a)(X +a)(X —a2)(X +az).

Deshalb ist L = Q(v/2,) Zerfillungskérper von f iiber Q; die Erweiterung L/Q hat den
Grad 8.
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Satz 4.8. Ist L/K eine endliche Erweiterung, so existiert ein Erweiterungskorper N
von L, so dafp N/K eine endliche normale Erweiterung ist.

Beweis: Seien ay,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,). Ist mq, k das Minimalpolynom
von a; iber K, i =1,...n, so setze f = [[i_; mq, x € K[X]. Der Zerfillungskorper N
von f iiber L ist auch der Zerfallungskoérper von f iiber K. Deshalb besitzt N endlichen
Grad iiber K, und die Erweiterung N/K ist normal nach 4.5. |

§ 5 Separable Erweiterungen

5.1. Seien K ein Kérper und K ein algebraischer Abschluf von K . Fiir eine algebraische
Erweiterung L/K definiert man den Separabilitatsgrad [L : K]s von L/K als die Anzahl
der verschiedenen K -Homomorphismen L —s K.

Zum Beispiel sagt Satz 3.7.b fiir eine einfache algebraische Erweiterung K(a)/K, daf
[K(a) : K]s gleich der Anzahl der verschiedenen Nullstellen des Minimalpolynoms mg
in K ist.

Der Separabilitdtsgrad ist unabhéngig von der speziellen Wahl des algebraischen Ab-
schlusses K. Allgemeiner gilt: Ist o : K — M ein Korperhomomorphismus mit M al-
gebraisch abgeschlossen, so ist [L : K]y gleich der Anzahl der Koérperhomomorphismen
¢: L — M mit ¢ = o.In der Tat, fiir jedes solche ¢ ist ¢(L)/p(K) algebraisch, also
(L) in dem algebraischen Abschluf von ¢(K) = o(K) in M enthalten. Daher kénnen wir
M durch diesen algebraischen Abschluf ersetzen, also annehmen, daft M ein algebraischer
Abschluf von o(K) ist. Nun gibt es nach Satz 3.9.b einen Isomorphismus % : K — M
mit g = 0. Dann sind ¢1 — ¢ o1 und ¢g — ™1 0 @y inverse Bijektionen zwischen
der Menge aller K -Homomorphismen L — K und der Menge alle Homomorphismen
p:L— M mit g =o0.

Fiir K—-isomorphe Erweiterungen L;/K und Lo/K gilt [Ly : K]s = [Lay : K]s. Ist L/K
normal, so zeigt Satz 4.5, daR o(L) = L fiir alle K -Homomorphismen L — K. Also gilt

L/K normal = [L: K], = |[Autg(L)|. (1)

Lemma 5.2. (a) Ist M D L D K ein Turm von algebraischen Erweiterungen M/L
und L/K , so gilt [M : K|s=[M : L]s-[L: K];.
(b) Ist L/K eine endliche Erweiterung, so gilt [L: K|s <[L: K].

Beweis: (a) Ist (¢;)icr mit |I| = [L : K], die Familie sdmtlicher K -Homomorphismen
L — K, so kann jedes ¢; auf genau so viele Weisen zu einem K -Homomorphismus
M — K fortgesetzt werden, wie der Separabilititsgrad [M : L]s angibt.

(b) Man hat L = K(aq,...,a,) mit a1,...,an € L;setze Lo := K und L; := K(aq,...,a;)
fir 1 <i<n. Dann gllt Ll = Li,l(ai) fiir alle ¢ > 0. Wegen [L : K] = Hzn:l[Ll : Lifl]
und [L : K], = [[i2,[Li : Li—1]s reicht es zu zeigen, daR [L; : Li—1]s < [L; : L;—q] fiir
alle 7. Dies gilt nun, weil [L; : L;—1] der Grad des Minimalpolynoms f von a; iber L; 1
ist, wihrend [L; : L;—1]s nach 5.1 die Anzahl der Nullstellen von f in K ist. ]

5.3. Man nennt eine endliche Erweiterung L/K separabel, falls Separabilitdtsgrad und
Korpergrad tibereinstimmen, d.h., wenn [L : K|; = [L : K| gilt; man sagt dann auch: L
ist separabel tiber K. Ist M D L D K ein Turm von endlichen Erweiterungen M /L und
L/K, soist M/K genau dann separabel, wenn M/L und L/K separabel sind.
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Ist L = K(a) eine einfache algebraische Erweiterung von K, so ist diese genau dann
separabel, wenn das Minimalpolynom mg x von a iiber K nur einfache Nullstellen besitzt.
Dies begriindet die folgende Definition: Ein Element a € K im algebraischen Abschluf K
des Kérpers K heifit separabel iber K, falls das Minimalpolynom mg x von a iiber K nur
cinfache Nullstellen in K besitzt.

Lemma 5.4. Ein Element a € K ist genau dann separabel diber K, wenn m), i # 0.

Beweis: Ist m] , = 0, so ist mZL’K(a) = 0; also ist a nach Satz IV.2.7 eine mehrfache
Nullstelle von m@ & und damit nicht separabel iiber K.

Sei nun mfly x 7 0. Weil der Grad von mZL’ x Kkleiner als der Grad von mg g ist, kann
dann mg g nicht ein Teiler von m], - sein. Da mq i irreduzibel ist, muff daher 1 der groRte
gemeinsame Teiler von mg i und m;, x im Hauptidealring K[X] sein. Also existieren
q1,q2 € K[X] mit 1 = gimg i + QZm;,K- Dann gilt fiir jede Nullstelle b von mq g in K,
daR 1 = g2(b) m], ;(b); also ist my, 4 (b) # 0, und b ist eine einfache Nullstelle von mq, s .
Daher ist a separabel iiber K. [ ]

Satz 5.5. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) Die Erweiterung L/K ist separabel.

(i) Jedes Element a € L ist separabel iber K .

(iii) Es gibt idber K separable Elemente ay,...,am € L mit L = K(a1,...,an).

Beweis: (i) = (ii): Sei a € L. Wenden wir die erste Bemerkung in 5.3 auf den Turm
K C K(a) C L an, so folgt, da auch K(a)/K separabel ist. Nach 5.3 ist dies dazu
aquivalent, daft a separabel liber K ist.

(ii) = (iii): Das ist klar nach Beispiel 2.4(4).

(i) = (i): Setze Lo := K und L; := K(a,...,a;) fir 1 <i<m.Danngilt L; = L;_1(a;)
fiir alle ¢ > 0. Nach 5.3 reicht es zu zeigen, daf alle L;/L;_; separabel sind. Weil q;
sep;{rabel iiber K ist, hat das Minimalpolynom f; von a; iiber K nur einfache Nullstellen
in K. Das Minimalpolynon{ g; von a; lUber L;_; ist ein Teiler von f;. Daher hat auch g;
nur einfache Nullstellen in K. Also ist a; auch tiber L;_; separabel. Wegen L; = L;_1(a;)
folgt nun die Separabilitit von L;/L;_1. |
Dieses Resultat erlaubt, den Begriff der Separabilitét einer endlichen Erweiterung L/K auf

alle algebraische Erweiterungen auszudehnen. Eine algebraische Erweiterung L/K heifit
separabel, falls jedes Element a € L separabel iiber K ist.

Satz 5.6. Sei K ein Kdrper.

(a) Hat K die Charakteristik char K = 0, so ist jede algebraische Erweiterung L
von K separabel.

(b) Hat K die Charakteristik char K = p, p eine Primzahl, so ist jede endliche
Erweiterung L dber K, deren Grad nicht von p geteilt wird, separabel.

Beweis: Sei f € K[X]\ K. In IV.2.8 wurde gezeigt: Hat der Korper K die Charakteristik
char K = 0, so gilt grad f' = grad f — 1, also f’ # 0. Hat K die Charakteristik char K =
p > 0, so gilt f/ = 0 genau dann, wenn es ein g € K[X] mit f(X) = g(XP?) gibt;
insbesondere ist dann grad f = p - grad g durch p teilbar.
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(a) Sei mg i das Minimalpolynom eines Elementes a € L iiber K. Da char K = 0 ist,
gilt mﬁlyK # 0, also ist a nach Satz 5.4 separabel iiber K .

(b) Fiir alle a € L ist [K(a) : K] = grad mq i ein Teiler von [L : K]. . Aus der
Voraussetzung in (b) folgt also, daf auch grad mg x nicht von p geteilt wird; also ist
my, g # 0. [ ]

Satz 5.7. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann ist Ls := {a € L |
a ist separabel iber K} ein Teilkérper von L, der K enthdlt.

Beweis: Man hat offenbar K C L. Sind a,b € L, so ist nach 5.5 die Erweiterung
K(a,b)/K separabel. Es folgt, daf a + b, —a, ab und a~! (im Falle a # 0) separabel
iiber K sind; also sind diese Elemente in Lg enthalten. [ ]

Der Kérper Ly in Satz 5.7 heiftt die separable Hiille von K in L.

Satz 5.8. Ist L/K eine separable Kéorpererweiterung, so sind fiir jeden Zwischenkér-
per M, K C M C L, die Erweiterungen L/M und M/K separabel.

Beweis: Zu gegebenem a € L seien mq g € K[X] das Minimalpolynom von @ tiber K
und mg s € M[X] das von a iber M. Das Polynom mg s teilt mq x in M[X]; nach
Voraussetzung hat m, r nur einfache Nullstellen in K , also auch MM N M = K. Daher
ist L/M separabel. Ist a € M, so ist a € L, also ist a separabel iiber K. Daher ist auch
M/K separabel. [

Definition: Sei K ein Korper. Ein irreduzibles Polynom f € K[X] heiRt separabel, falls
/' # 0. Ein beliebiges Polynom g € K[X], g # 0,gradg > 0, heifit separabel, falls jeder
irreduzible Faktor von g separabel ist. Sonst heiflt ¢ inseparabel.

Satz 5.9. Sei f € K[X|,f # 0,grad f > 0 ein Polynom. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Der Zerfillungskorper von f iber K ist separabel iber K .
(ii) Das Polynom f ist separabel.

Beweis: (i) = (ii): Der Zerfallungskorper L von f iiber K sei separabel. Ist m ein
normierter irreduzibler Teiler von f in K[X], so hat m eine Nullstelle ¢ in L, da f
iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Dann ist m = m, x Minimalpolynom eines iiber K
separablen Elementes in L; also gilt m’ = m:L x 7 0, und damit ist m separabel.

(ii) = (i): Es gibt Elemente ai,...,a, im Zerfillungskérper L von f iber K, so dak
[ =cllLy(X —a;) und L = K(ay,...,a,) gilt. Das jeweilige Minimalpolynom myg, x
von a; iiber K ist ein irreduzibler Teiler von f, erfiillt also m;l x 7 0. Daher ist jedes a;
separabel iiber K. Nun folgt (i) aus Satz 5.5. ' [

Korollar 5.10. Ist L/K eine separable endliche Korpererweiterung, so existiert ein
Erweiterungskorper N wvon L, so daff die Erweiterung N/K normal, separabel und
endlich ist.

Beweis: Man geht wie im Beweis von Satz 4.8 vor. Ausgehend von L = K(ay,...,a,)
nimmt man als N den Zerfillungskorper des Polynoms f = [}, My, , tber L. |

Das folgende Ergebnis wird gewShnlich der Satz vom primitiven Element genannt.
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Satz 5.11. Sei L/K eine separable endliche Kérpererweiterung. Dann existiert ein
Element a € L, so daf§ L = K(a) gilt.

Beweis: Ist K ein endlicher Korper, so ist L endlich. Die multiplikative Gruppe L* von L
ist zyklisch, siehe Satz IV.2.4. Ist a ein erzeugendes Element von L*, so gilt L = K(a).

Wir setzen jetzt voraus, daff K unendlich ist. Da L/K eine endliche Erweiterung ist,
existieren ay,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,). Wir fithren Induktion {iber n durch. Ist
n =1, soist L = K(ay), und die Behauptung gilt. Ist n > 1, so kénnen wir wegen der
Induktionsannahme und 5.8 annehmen, daf es ein b € L mit K (b) = K(a1,...,an—1) gibt.
Fiir L folgt dann L = K (b, ay,). Deshalb geniigt es, die Behauptung fiir n = 2 zu beweisen.

Sei also L = K (b,c) mit geeigneten b,c € L gegeben. Sei K ein algebraischer Abschluf
von K. Wir bezeichnen mit ¢, ..., ¢, die verschiedenen K -Homomorphismen ¢; : L —

K. Esgilt m=[L: K], =[L: K]. Man betrachte das Polynom
9= 1100 —¢i0) X + i) = pi()] € K[X].
i<j

Ist i # j, so ¢; # @j. Da L = K(b,c) ist, folgt daft ¢;(b) # ¢;(b) oder p;(c) # ¢;(c) gilt.
Also ist g # 0. Da K als unendlich angenommen wurde, existiert ein A € K mit g(\) # 0.
Aus der Definition von g erhélt man durch Einsetzen Ap;(b) — A;(b) # ¢j(c) —¢i(c). Dies
ergibt fiir ¢ < j

©i(Ab+¢) = Api(b) + i(c) # Ap;j(D) + ¢j(c) = pj(Ab+c).

Setzt man a := Ab + ¢, so sind also die Elemente ¢;(a), ¢ = 1,...,m, alle verschieden.
Diese sind Wurzeln des Minimalpolynoms mq x . Also gilt die Abschitzung

[K(a): K] =gradmgg >m = [L: K| =[L:K(a)]-[K(a): K].
Es folgt [L: K(a)] =1 und deshalb L = K(a). [

§ 6 Endliche Koérper

6.1. Sei K ein endlicher Korper, |K| = ¢q. Wegen der Endlichkeit hat der Ringhomomor-
phismus x : Z — K mit x(n) = n - 1g fiir alle n € Z einen nicht—trivialen Kern. Die
Charakteristik von K ist deshalb eine Primzahl p (vgl. Beispiel I11.2.5(3)), und K enthilt
einen zu F, = Z/pZ isomorphen Teilkérper. Fafit man K als Vektorraum iiber F, auf, so
ist dimp, K = n endlich. Es folgt ¢ = p".

Die multiplikative Gruppe K* von K hat die Ordnung |K*| = ¢g—1 = p™—1, also gilt fiir
jedes Element a € K* die Identitit a9~! = 1. Daher hat das Polynom f = X7—X € F,[X]
genau ¢ verschiedene Wurzeln in K. Man erhélt f = [[,cx(X —a), und K erweist sich als
Zerfallungskorper von f iiber F,. Falls also ein endlicher Kérper K der Ordnung g = p™
existiert, so ist er bis auf Isomorphie eindeutig als Zerféllungskérper von f = X7 - X €
F,[X] bestimmt.

Um die Existenz zu sichern, betrachte man deshalb zu einer Primzahl p und einer
positiven ganzen Zahl n das Polynom f = X?" — X iiber dem Kérper I, der Charakteristik
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p>0.Sei L C Fp Zerfallungskorper von f iiber Fp. Der Korper L stimmt mit der Menge
der Nullstellen von f in F iiberein, denn sind a,b Nullstellen von f, so gilt

(a+bP" —(a+b)=a" +0" —(a+b) =0

und
(ab?" —ab = a?" V" —ab= (a®" —a) " 4+ a (" —b) =0.

Also sind auch a + b und ab Nullstellen von f. Die neutralen Elemente 0 und 1 sind
Nullstellen von f. Ist a # 0 Nullstelle von f, so offenbar auch a~!. Weiter gilt

noo.n

(=0 — (=a) = (=1)""a”" — (~a).

Fiir p ungerade zeigt dies, dafs auch —a Nullstelle von f ist. Ist p = 2, so gilt —a = a.
Da f' =p"XP"~1 —1 = —1 gilt, sind alle Nullstellen von f nach IV.2.7 einfach. Deshalb
enthdlt L genau p" Elemente, und alle a € L sind separabel iiber F,,.

Wir fassen zusammen.

Satz 6.2. Zu jeder Primzahl p und jeder positiven ganzen Zahl n gibt es einen
endlichen Kérper der Ordnung p™. Dieser ist bis auf Isomorphie eindeutig als Zerfil-
lungskorper L des Polynoms f = XP" — X iiber F,, bestimmt. Die Elemente dieses
Korpers stimmen mit den Nullstellen von f iberein. Die Erweiterung L/F, ist alge-
braisch, separabel und normal, und es gilt [L : Fp] =n.

Bemerkung: Man notiert den bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten endlichen Kérper
der Ordnung ¢ = p™ gewdhnlich mit .

6.3. Ist I ein endlicher Kérper, ¢ = p", so ist der durch die Zuordnung = — 2P, x € F,,
gegebene Homomorphismus Fr : F; — Fy ein F,-Automorphismus von Fy, denn F'r
ist als nicht—trivialer Homomorphismus von Koérpern injektiv und damit wegen der End-
lichkeit von F, auch surjektiv. Der Homomorphismus Fr wird Frobenius-Automorphismus
genannt.

Satz 6.4. Ist ¢ = p", so ist die Gruppe Autg,(F,) der F,-Automorphismen zyklisch
von der Ordnung n. Sie wird vom Frobenius—Automorphismus Fr erzeugt.

Beweis: Es bezeichne s die Ordnung der von Fr erzeugten zyklischen Gruppe (Fr). Es
gilt Fr*(a) = a?" = a fiir alle a € F,. Also ist Fr" die Identitét, und s teilt n.
Andererseits gilt a = Fré(a) = a?" fiir alle a € F,. Also ist jedes a € F, Nullstelle des
Polynoms f = XP° — X. Aber f hat hochstens p® verschiedene Nullstellen, deshalb gilt
s >mn, also s =n. Da |Auty,(F;)| < n nach 5.2, erzeugt Fr die Gruppe Autp,(F,) der
F,~Automorphismen von F,. |
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UBUNGEN

§ 1 Korpererweiterungen

1.

Seien L/K und M/L Korpererweiterungen. Zeige: Gilt [M : K] = [L : K] < oo, so ist
M=1L.

. Seien p eine Primzahl und L/K eine Korpererweiterung mit [L : K] = p. Zeige, daR L =

K(a) firalleace L,a ¢ K.

. Sei L/K eine Korpererweiterung. Fiir zwei Zwischenkorper Z1, Zo von L/K ist deren Kom-

positum Z; - Z5 als der von Z; U Z5 erzeugte Teilkorper von L definiert. Zeige:
(‘cL) Z1 . Z2 = Zl(Zg) = ZQ(Z])
(b) Sind die Erweiterungen Z;/K,i = 1,2, algebraisch, so ist auch Z; - Z3/K algebraisch.

(c) Gilt [Z; : K] =m; < oo(i =1,2), sogilt [Z1-Zy : K] < my-mg. Sind my und mo
teilerfremd, so gilt die Gleichheit.

. Seien K ein Korper, n € N und f,g € K[Xq,...,X,]. Zeige: f = g <= fiir alle Korper

LD K und ay,...,a, € L gilt f(a1,...,as) = g(a1,...,a,). (Vgl. Aufgabe IV.18.)

§ 2 Einfache Erweiterungen

5.

10.
11.

12.

Sei F' ein Korper der Charakteristik char F' # 2. Zeige:

(a) Jede Korpererweiterung K/F vom Grad 2 wird durch Adjunktion einer Quadratwurzel
erhalten: Man hat K = F(d), wobei D = d? ein Element von F ist.

(b) Sei a ein Element eines Erweiterungskérpers L von F mit a? € I, aber a ¢ F. Dann
hat die Erweiterung F(a)/F den Grad 2.

. Seien a = ¥/2, b = /5. Bestimme den Grad der Kérpererweiterung Q(a, b)/Q.

. Seien L/K eine Korpererweiterung und ¢ € L. Zeige: Ist ¢ algebraisch iiber K und ist der

Grad von m,,  ungerade, so gilt K(c?) = K(c).

. Gegeben sei eine Korpererweiterung E/F. Bestimme das Minimalpolynom m, ¢ des Ele-

mentes a € E iiber dem Korper F' in den folgenden Fillen

() E=C, F=Q,a=1i (b) E=C, F=R,a=1i
(c) E=C,F=Q,a=("5+1)/2 (d E=C, F=Q, a=(ivV3—-1)/2
() E=C,F=R, a=7 (f) E=C, F=Q,a=7

. Welchen Grad besitzt die Korpererweiterung (@(\/57 i)/Q7? Bestimme das Minimalpolynom

von i+ /2 iiber Q.
Bestimme alle Zwischenkorper Q C K C Q(/17).
Sei o = V2 + V3.

(a) Bestimme das Minimalpolynom mq g .

(b) Gib ein Polynom P € Q[X] mit P(a) = a1 an.

In der folgenden Aufgabe bezeichnet T eine Unbestimmte. Zeige:

(a) Der Restklassenring K := F7[T]/(T3 — 2) ist ein Kérper mit 343 Elementen.
(b) Das Polynom X? — 2 zerfillt in K[X] in Linearfaktoren.

(c) Der Restklassenring L := Q[T]/(T? — 2) ist ein Kérper.

(d) Das Polynom X?® — 2 zerfillt in L[X] nicht in Linearfaktoren.
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13.

14.

15.

Seien K C L Kérper, f,g € K[X] irreduzible Polynome vom Grad n bzw. m und a,3 € L
mit f(a) = g(8) = 0.

(a) Gib ein Erzeugendensystem des K —Vektorraums K[a, 8] an und folgere: [K|a, 3] : K] <
n-m und gradmayg g <n-m und gradme.gx < n-m.

(b) Sei o € L eine weitere Nullstelle von f. Zeige: grad ma/ x = gradma, x und [K(a, o) :
K] <n(n-1).

Sei z € C\ R algebraisch vom Grad n iiber Q. Zeige:

(a) [Qlz7]:Qz+7)] > 2.

(b) Re(z) ist algebraisch vom Grad < n(n —1)/2 iiber Q.

Es seien p,q Primzahlen und es sei L = Q(y/p, ¥/q). Zeige, dak L = Q(y/p - ¢/q) gilt, und
bestimme den Kérpergrad [L : Q].

§ 3 Algebraische Erweiterungen

16.

17.

18.

19.

Sei L/K eine Korpererweiterung. Eine Teilmenge S von L heit Transzendenzbasis von L
iber K, wenn S algebraisch unabhéngig iiber K ist (vgl. Aufgabe IV.20) und wenn L/K(S)
eine algebraische Erweiterung ist. Zeige:

(a) Ist S maximal unter den {iber K algebraisch unabhingigen Teilmengen von L, so ist S
eine Transzendenzbasis von L {iber K.

(b) Jede iiber K algebraisch unabhingige Teilmenge von L ist in einer Transzendenzbasis
von L iiber K enthalten.

(c) Ist L algebraisch abgeschlossen und ist a € L transzendent iiber K, so gibt es ein
¢ € Autg (L) mit ¢(a) # a.

Ein Korper K heifst quadratisch abgeschlossen, wenn jede quadratische Gleichung mit Koef-
fizienten aus K eine Losung in K hat.

(a) Sei K ein algebraischer Abschluff von K. Zeige: Es gibt einen eindeutig bestimmten
quadratisch abgeschlossenen Korper K C K ) ¢ K, so daR jeder andere quadratisch abge-
schlossene Teilkérper K € K’ ¢ K diesen K(?) enthélt.

(b) Ist Q®/Q endlich?

(¢) TIst Q) algebraisch abgeschlossen?

Sei P der Primkorper eines Korpers K. Zeige, daf jeder Automorphismus von K ein P—
Automorphismus ist.

Zeige, dak Aut(R) = {Idr}. Zeige, dak es Automorphismen von C gibt, die auf R nicht die
Identitdt induzieren.

§ 4 Zerfillungskorper

20.

21.

22.

(a) Zerlege das iiber @ irreduzible Polynom f = X3 — 7 iiber dem Korper K = Q(¥/7) in
irreduzible Faktoren.

(b) Bestimme den Zerfillungskorper L von f iiber Q. Welchen Grad hat die Korpererwei-
terung L/Q7?

Sei Q(X,Y) der Polynomring in den Unbestimmten X,Y, sei I das von den Polynomen
f=X3-2und g = X2+ XY + Y? erzeugte Ideal in Q[X,Y]. Zeige, dak Q[X,Y]/I ein
Zerfallungskorper von f iiber Q ist.

(a) Gegeben seien die Polynome f; = X3 — 1, f, = X* +5X%2+6, f3 = X6 -8 in Q[X].
Konstruiere fiir jedes i einen Zerfallungskorper von f; iiber @ und bestimme dessen Grad
iiber Q.

(b) Konstruiere einen Zerfallungskorper L iiber dem Korper Fo mit zwei Elementen fiir
f(X)=X%+ X +1, f € F2[X]. Wieviele Elemente besitzt L?
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23

24.

25.

26.

27.

28.

§5

29

30.

31.
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. Seien K = Q(¥/2) und Q ¢ L ¢ C der Zerfallungskérper von X3 — 2 iiber Q. Sei ¢ := 3
und K’ := Q(¢V/2). Zeige:

(a) (V2¢ K, (V2€el (b) (€K, (€L

() V-3¢ K, V-3¢l (d) V2¢ K’

() K'(¥2)=L=K'(v/=3) (f gradm g g, = 2
Sei f € Q[X] irreduzibel; sei f(X) = (X —a1) (X —a2)... (X —ay) mit aq,a9,...,0,, € C.
Sei L = Q(av, ..., ay) der Zerfillungskorper von f. Fiir jede Permutation 7 von {1,2,...,n}
gebe es einen Automorphismus o € Autg(L) mit ooy = gy fiir i = 1,2,...,n. Zeige:

(a) Die «; sind alle verschieden.

(b) Die a; +a; mit 1 << j <n sind alle verschieden.

Beweise oder widerlege, dafs fiir alle Kérper K C Ly C Loy gilt:

(a) Wenn L;/K und Lo/L; endliche, algebraische Erweiterungen sind, so ist auch Ly/K
endlich und algebraisch.

(b) Wenn Ly/K und Ls/L; normal sind, so ist auch Ly/K normal.

(¢) Wenn Ly/K normal ist, so ist auch L;/K normal.

Seien K ein Korper, f € K[X] ein Polynom und L der Zerfillungskorper von f. Die
Nullstellen von f in L seien einfach. Zeige, daf die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Die Gruppe Autg (L) operiert transitiv auf den Nullstellen von f.

(ii) Das Polynom f ist iiber K irreduzibel.

Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0, und sei b eine Wurzel von X?—a € K[X],a € K .
Bestimme Aut g K (b).

Beweise oder widerlege, dafs fiir alle Kérper K C Ly C Loy gilt:

(a) Wenn Lo/K eine endliche, algebraische Erweiterung ist, dann gibt es zu jedem o; €
AutK(Ll) ein oy € AutK(Lg) mit o2\, =01-

(b) Wenn Lo/K normal ist, dann gibt es zu jedem o1 € Autg(Lq) ein o2 € Autg(Lg) mit
‘72|L1 =01.-
(¢) Wenn Lo/K normal ist, dann gilt fiir jedes o2 € Autx(L2) auch o2, € Autg (Ly).

Separable Erweiterungen

. Sei L/K eine Korpererweiterung mit char(K) = p > 0. Zeige: Ist « € L algebraisch iiber K,

so gibt es eine ganze Zahl e > 0, so daR zP* separabel iiber K ist.

Seien K ein Korper der Charakteristik p > 0 und a ein Element aus K, das nicht als p—te
Potenz eines Elementes aus K geschrieben werden kann. Zeige: Fiir jede ganze Zahl e > 0
ist f = X" —a ein iiber K irreduzibles Polynom.

Sei L/K eine Korpererweiterung mit char(K ) = p > 0. Ein Element z € L heifst rein—
inseparabel iiber K | wenn es ein e > 0 mit z?° € K gibt. Zeige:

(a) Sei z € L rein-inseparabel iiber K. Ist e > 0 die kleinste natiirliche Zahl mit 2 e K,
so ist das Minimalpolynom von x iiber K gerade

. .
my g = XV —aPl .

(b) Ein Element z € L ist genau dann separabel und rein-inseparabel iiber K, wenn = € K.
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32.

33.

34.

35.
36.

Eine algebraische Korpererweiterung L/ K mit char(K) = p > 0 heift rein—inseparabel, wenn
alle x € L rein-inseparabel iiber K sind. Zeige:

(a) Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung mit char(K) =p > 0. Es ist L/L, rein—
inseparabel. Die Erweiterung L/K ist genau dann rein-inseparabel, wenn K = L.

(b) Ist L/K eine endliche Korpererweiterung mit char(K) =p > 0, so ist L/K genau dann
rein-inseparabel, wenn [L: K]; =1 .

Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0, und sei L = K(u) eine einfache transzendente
Erweiterung von K. Zeige: Das Polynom f = X? —u € L[X] ist irreduzibel und inseparabel.
Sei f € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom iiber einem Korper K und sei « eine
Nullstelle von f in einem Erweiterungskorper von K. Ist auch f(a+ 1) =0, so zeige:

(a) Der Korper K hat positive Charakteristik.

Ist char K = p, und gilt zudem o —« € K, so zeige man:

(b) f stimmt mit dem Polynom X? — X — (o — «) iiberein.

(c) Die Erweiterung K(«)/K ist normal und separabel.

(d) Die Gruppe Autg K () ist zyklisch und hat Ordnung p.

Bestimme das Minimalpolynom iiber Q der Zahlen v/2 + ¥/2 und v/3 + V/3.

Sei L der Zerfillungskorper des Polynoms X3 — 2 in Q[X]. Bestimme ein a € L so daR
L=Q(a) gilt.

§ 6 Endliche Korper

37.

38.

39.

40.

41.

Seien p eine Primzahl und d,n positive ganze Zahlen mit d | n.

(a) Zeige, dak p? —1|p" —1 in Z.

(b) Sei F ein endlicher Kérper mit |F| = p™. Zeige, daf§ X?" — X iiber F in Linearfaktoren
zerfillt und daR F einen Teilkorper mit p¢ Elementen enthilt.

Seien p eine Primzahl und n eine positive ganze Zahl.

(a) Zeige: Ein irreduzibles Polynom f € F,[X] teilt genau dann X P" — X, wenn grad f | n.
(b) Fiir alle d € Z, d > 0 setze M(d) gleich der Menge aller normierten und irreduziblen
Polynome in F,[X] vom Grad d. Zeige, daf X?" — X = o Hrerra f-

(a) Sei K =TF, ein endlicher Kérper. Wieviel Elemente in K sind Quadrate eines Elementes
in K7

(b) Zeige: In einem endlichen Korper kann jedes Element als Summe von zwei Quadraten
geschrieben werden.

Es seien K ein endlicher Korper und a,b von Null verschiedene Elemente aus K . Zeige, daf
es z,y € K mit 1+ az? +by? =0 gibt.

(a) Bestimme den Zerfillungskorper des Polynoms f = X* — 16X2 + 4 in Q[X] und ent-
scheide, ob f irreduzibel tiber Q ist.

(b) Zeige fiir jeden endlichen Kérper k, daf das Polynom g = X* — 16X2 +4 in k[X]
reduzibel ist.






VI GGaloistheorie

In diesem Kapitel wird zunéchst der Hauptsatz der Galoistheorie bewiesen; danach gibt
es unter bestimmten Voraussetzungen eine Bijektion von der Menge aller Zwischenkorper
einer Korpererweiterung auf die Menge aller Untergruppen einer Automorphismengruppe.
Diese Bijektion wird in bestimmten Féllen genauer beschrieben, insbesondere, wenn die
Korpererweiterung durch Adjunktion einer Einheitswurzel oder, allgemeiner, einer beliebi-
gen Wurzel, entsteht. Als Anwendung erhélt man das klassische Resultat von Galois {iber
die Auflésbarkeit von Gleichungen durch Radikale. Aufterdem beweisen wir die Existenz
spezieller Basen (,Normalbasen) fiir die hier betrachteten Erweiterungen.

§ 1 Galoiserweiterungen

1.1. Eine algebraische Korpererweiterung L/K heift galoissch oder Galoiserweiterung,
wenn L/K separabel und normal ist. In diesem Fall heifit die Gruppe Autg (L) der K-
Automorphismen von L die Galoisgruppe von L ber K und wird mit G(L/K) bezeichnet.

Sei L/K eine Galoiserweiterung. Ist f ein irreduzibles Polynom in K[X], das in L eine
Nullstelle hat, so permutiert G(L/K) die Nullstellen von f in L transitiv. Wir kénnen
némlich annehmen, dafs f normiert ist; dann gilt fiir jede Nullstelle @ von f in L, dafs
f = mg k. Nun folgt die Behauptung aus Satz V.4.6.

Fiir eine endliche Galoiserweiterung L/K gilt

|G(L/K)| = [L : K] ()
nach V.5.1(1).

Ist G eine Gruppe von Automorphismen eines Kérpers L, so bildet die Menge LE :=
{a € L| p(a) =a fir alle ¢ € G} einen Kérper; man nennt ihn den Fizkérper von G.

Satz 1.2. Sei L/K eine galoissche Erweiterung. Dann ist der Fizkérper der Galois-
gruppe G(L/K) gerade K, d.h. LEL/K) = K

Beweis: Man setze G := G(L/K); nach Definition gilt K ¢ L¢. Ist a € L,a ¢ K,
so ist der Grad von m, x mindestens 2. Weil L/K normal ist, zerfillt m, i tiber L in
Linearfaktoren. Weil L/K separabel ist, hat a Multiplizitdt 1 als Nullstelle von mg g .
Daher gibt es ein b € L,b # a mit mq x(b) = 0. Nach 1.1 gibt es ein ¢ € Autg (L) mit
w(a) =b# a; also gilt a ¢ L. Nun folgt L% = K. ]

Satz 1.3. Seien L ein Korper und H eine endliche Gruppe von Automorphismen
von L. Dann ist L/LH eine Galoiserweiterung, und es gilt [L : L] = |H|. Fiir die
Galoisgruppe von L/LH gilt G(L/LT) = H.

Beweis: Zu gegebenem a € L sei Y, := {p(a) | ¢ € H}. Seien a = ay,aq,...,a, mit
n = |Y,| < |H| die endlich vielen Elemente von Y, . Jeder Automorphismus ¢ € H definiert
eine Permutation von Y,. Fiir das Polynom f, := [ (X — a;) gilt deshalb ¢*(fs) =
[T (X — ¢(a;)) = f, fiir alle ¢ € H. Daher gehoren die Koeffizienten von f, zu L7
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und damit ist f, € L¥[X]. Als Nullstelle des separablen Polynoms f, iiber L7 ist a
deshalb algebraisch und separabel iiber L¥ . Daher ist die Erweiterung L/L algebraisch
und separabel. Der Korper L ist der Zerfallungskorper der Menge F := {f, | a € L} C
LX)\ L¥ iiber LH, also ist L/L” normal und damit eine Galoiserweiterung. Man
bemerke, dakl m,, n ecin Teiler von f, ist; also gilt gradm, ;u <n < |H| fiir alle a € L.

Gilt |H| < [L : LH] < 00, so gibt es eine endliche Teilmenge S C L, so dak fiir den
Zwischenkérper M = LH(S) die Ungleichungen |H| < [M : L] < oo gelten. Nach dem
Satz vom primitiven Element (V.5.11) existiert ein ¢ € L mit M = L#(c). Das bedeutet
aber, daR man gradm, x = [L(c) : L] > |H| hat. Dies steht im Widerspruch zur
abschliefenden Bemerkung des ersten Absatzes. Daher gilt [L : L¥] < |H|. Andererseits
ist H C Autyx (L), und nach Lemma V.5.2.b gilt |Aut;u(L)| < [L : L¥]. Daraus folgt
|H| < [L: LH]. Da wir die umgekehrte Inklusion schon haben, erhalten wir nun |H| = [L :
LH] = |Autyx (L)| und damit auch H = Aut;n (L) = G(L/LH). ]
Bemerkung: Fiir alle a € L folgt nun mit der Notation des Beweises f, = m, p#. Denn
nach 1.1 sind alle ¢(a) mit ¢ € H = G(L/L) Nullstellen von Mg pu, also ist f, ein
Teiler von m, pr. Da aber, wie im Beweis gesehen, auch m,, ;u ein Teiler von f, ist und
da beide Polynome normiert sind, folgt ihre Gleichheit.

Satz 1.4. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Es bezeichne U die Menge aller
Untergruppen der Galoisgruppe G(L/K) und Z die Menge aller Zwischenkorper der
Erweiterung L/K . Die Zuordnungen

y:2Z2 — U pU — Z
M ~ G(L/M) H —~ L7

sind zueinander inverse Bijektionen; sie kehren die Enthaltenseinsrelation um. Fir
eine gegebene Untergruppe H € U und einen Automorphismus ¢ € G(L/K) gilt
p(L) = LPHe™

Fiir einen Zwischenkérper M der Erweiterung L/K ist die Erweiterung M/K ge-
nau dann normal, wenn die Untergruppe G(L/M) normal in G(L/K) ist. Ist dies
der Fall, so definiert die Restriktion p — @)z einen surjektiven Homomorphismus
G(L/K) — G(M/K), dessen Kern gerade G(L/M) ist. Man erhdlt einen Isomor-
phismus G(M/K) = G(L/K)/G(L/M).

Beweis: Sei M € Z ein Zwischenkorper der endlichen Galoiserweiterung L/K . Dann ist
auch L/M Galoiserweiterung (vgl. V.4.7.a und V.5.8), und es gilt fiir die Galoisgruppe
y(M) = G(L/M) die Gleichheit M = LEE/M) = [7(M) = (n(M)), d.h., pory =Idz.

Sei H € U eine Untergruppe der Galoisgruppe G(L/K). Fiir den Fixkorper L7 = p(H)
gilt nach Satz 1.2, dak L/L eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G(L/LT) = H ist.
Es folgt v(p(H)) = (L) = G(L/LT) = H, d.h. yo p = Idy. Damit sind p und ~
zueinander inverse Bijektionen.

Fir My, My € Z gilt: Aus My C M, folgt G(L/My) D G(L/Ms), und fir Hy,Hy € U
impliziert H; C Hy die Beziehung L' > LH2  d.h., die Enthaltenseinsrelation wird durch
v und p umgekehrt.

Seien H € U und ¢ € G(L/K). Ein beliebiges a € L gehort genau dann zu LT, wenn
a = 7(a) fiir alle 7 € H . Diese Bedingung ist dquivalent zu ¢(a) = ¢7(a) = (e 1) (p(a))

1

fiir alle 7 € H, also zu ¢(a) € LPH?™" . Damit folgt o(L#) = LeHe ™"
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Sei H € U. Ist die Erweiterung L7 /K normal, so gilt L7 = o(L#) = L#H*™" fiir alle
¢ € G(L/K) nach Satz V.4.5. Die Bijektivitit von p impliziert nun H = @H ™! fiir alle
¢ € G(L/K). Also ist H eine normale Untergruppe von G(L/K).

Sei umgekehrt N<G(L/K) =: G eine normale Untergruppe. Dann gilt fiir den Fixkorper
LY, dak G(L/LN) = N. Die Faktorgruppe G/N operiert in natiirlicher Weise auf LY , und
es gilt (LN)S/N = L& = K. Es folgt, daf LN /(LN)9/N = LN /K eine Galoiserweiterung
mit Galoisgruppe G(LV/K) = G/N = G(L/K)/G(L/LY) ist. Der Isomorphismus wird
durch die Restriktionsabbildung G = G(L/K) — G(L"/K) mit Kern N induziert. m

Satz 1.5. (Translationssatz) Seien L/K und M/K Kérpererweiterungen, so daf M
und L in einem gemeinsamen Erweiterungskorper enthalten sind. Ist L/K endliche
Galoiserweiterung, so ist auch das Kompositum L - M/M Galoiserweiterung, und
die Zuordnung G(L - M/M) — G(L/K), o ~ o1, definiert einen Isomorphismus
G(L-M/M)— G(L/LNM).

Beweis: Die Erweiterung L - M /M ist nach V.4.7.b endlich und normal. Nach Satz V.5.5
gibt es iiber K separable Elemente ay,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,). Dann ist
L-M = M(a,...,a,), und die a; sind auch {iber M separabel, siche den Beweis von
Satz V.5.8. Daher ist L- M /M separabel und deshalb eine endliche Galoiserweiterung. Die
Abbildung ¢ + o), definiert einen Homomorphismus res : G(L - M/M) — G(L/K). Ist
o € ker (res), so gilt o, = Idg und o)py = Idy, also o = Id, d.h. res ist injektiv. Fiir
H := im (ves) gilt LY = LN (L - M)GEM/M) — [0 M. Mit 1.3 ergibt sich im (res) =
G(L/L")=G(L/Ln M) Cc G(L/K). [ ]

Satz 1.6. (Produktsatz) Seien L1/K, Lo/K endliche Galoiserweiterungen, so
dafy L1 und Lo in einem gemeinsamen FErweiterungskorper enthalten sind. Dann
ist L - Lo/K eine Galoiserweiterung, und man hat einen injektiven Homomorphis-
mus G(L1Ly/K) — G(L1/K) x G(Ly/K), definiert durch die Zuordnung o +—
(02,5 011,) - Gilt L1 N Ly = K, so0 ist dies ein Isomorphismus.

Beweis: Die Erweiterung Ly Lo/ K ist galoissch. Denn ist L; (fir ¢ = 1,2) Zerfallungskorper
iiber K einer Teilmenge F; C K[X]\ K, soist L1Ly Zerfallungskorper iiber K von FyUF.
AuRerdem ist LjLg/Ls nach Satz 1.5 separabel. Da Lo/K nach Voraussetzung separabel
ist, folgt die Separabilitét von LjLo/K aus Satz V.5.8.

Gilt fir 0 € G(L1L2/K), dak o), = Id und oy, = Id, so ist ¢ = Id. Deshalb
definiert die Zuordnung o +— (U| L150|L,) einen injektiven Gruppenhomomorphismus. Ist
LiNLy = K, so folgt aus dem Translationssatz G(L1La/Lo) = G(L1/L1NLg) = G(L1/K)
und G(L1L2/Ly) = G(Ly/K), also ist die Abbildung in dem Fall auch surjektiv. [

Beispiele 1.7. (1) Wir betrachten in C den Zerfillungskorper L von f = X*—2 € Q[X]
itber Q. Nach Beispiel 2 zu Satz V.4.7 gilt L = Q(a,7) mit a = v2 € R und [L: Q] = 8.

Aus der Gradformel folgt [Q(i)(a) : Q(i)] = [L : Q(i)] = 4. Daher hat m, g Grad
vier, ist also gleich X 4 _ 2. Da ia eine Nullstelle dieses Polynoms ist, folgt nach 1.1, daf
es ein 0 € G(L/Q(i)) < G(L/Q) mit o(a) = ia gibt. Indem man in diesem Argument
die Rollen von a und i vertauscht, zeigt man, daf m; g = X 2 +1, und erhilt dann ein
T € G(L/Q(a)) < G(L/Q) mit 7(i) = —i.
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Elemente ¢ € G := G(L/Q) sind durch ¢(a) und ¢(¢) eindeutig festgelegt. Die beiden
oben konstruierten Elemente ¢ und 7 von G erfiillen:

o i — i, a — ia,
T: 4 — —i, a +— a.

Wir behaupten, daf G = {Id, 0,02, 03, 7,07,027,037}. Da |G| = [L : Q] = 8, reicht es zu
zeigen, daf die acht genannten Elemente paarweise verschieden sind. Das sieht man leicht,
indem man ihre Wirkung auf ¢ und i bestimmt. So zeigt man auch, daf o* = Id und
72 =1d.

Die Zuordnung o +— x,7 — y definiert einen Isomorphismus zwischen G(L/Q) und der
Diedergruppe Dy = (z,y | 2% = 1,4% = 1,2y = ya3), vgl. 1.5.7(1).

Die Caloisgruppe G(L/Q) hat die Untergruppen U; := {Id, o, 0% 03} 2 Z/4Z, U, :=
{1d,0%,7,0%1} Us:={Id,0?, 07,037} der Ordnung 4; die Gruppen Uy, Us sind isomorph
zur Gruppe Z/27 x 7Z/27Z. Es gibt die folgenden fiinf (zyklischen) Untergruppen der Ord-
nung 2: Vi = {Id, 02}, Vo = {Id, 7}, V3 = {Id, o7}, V4 = {Id, 0?7}, V5 = {Id,037}. Die
normalen Untergruppen von G(L/K) sind gerade G(L/K),U;,Us, U3, V; und {Id}. Die
Inklusionen zwischen den Untergruppen von G(L/K) werden durch das folgende Diagramm
beschrieben:

G(L/Q)

Vi Va Vi Vs Vs

{Id}

Man erhélt ein entsprechendes Diagramm von Inklusionen fiir die zugehorigen Fixkorper.
Unmittelbar erkennt man

L =Q(v2), L"=0Q@, L%=qQiv2);
diese Korper haben den Grad 2 tiber Q. Weiter gilt
L% =Q(ia), L™ =Q(a), LY =QGv2), LY =Q((1+ia), L% =Q((1-i)a).

Das iiberpriift man zum Beispiel so: Man rechnet nach, daf o7((1 4+ i)a) = (1 +i)a und
daR o?((1 +1i)a) # (1 +i)a. Das erste Ergebnis zeigt, dak Q((1 +i)a) C L3, das zweite,
daR Q((1 + i)a) # LU fiir alle k. Dann bleibt Q((1 + i)a) = L"? als einzige Moglichkeit
ibrig.

Die Untergruppe Vs ist zu Vj konjugiert, die Untergruppe V3 zu Vj; genauer gilt
oVao™! = V4 und oV3o~! = V. Dem entspricht, daf o Isomorphismen Q(a) = Q(ia)
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und Q((1+1i)a) = Q((1 —i)a) induziert. Die iibrigen fiinf Untergruppen von G(L/K) sind
normal, also die entsprechenden Fixkorper stabil unter allen Elementen von G(L/K).

(2) Sei p eine Primzahl. Wir betrachten einen algebraischen Abschluf F, des endlichen
Primkorpers F,. Nach Satz V.6.2 enthalt IF‘p fiir jede positive ganze Zahl n genau einen
endlichen Teilkérper Fy» der Ordnung n, und zwar ist F,» der Zerfallungskdrper in I_Fp
von XP" — X iiber F,. Die Erweiterung Fy» /F), ist normal und separabel, also galoissch,
mit [Fpn : Fp] = n. Die Galoisgruppe G := G(Fpn/Fp) ist zyklisch von der Ordnung n,
und wird vom Frobenius—Automorphismus erzeugt.

Zu jedem Teiler d von n gibt es nach Satz 1.1.13 genau eine Untergruppe H < G mit
|H| = n/d, und man erhilt so alle Untergruppen von G. Fiir den H zugeordneten Fixkorper
]F;‘ﬁ gilt dann G(Fpn/]l“z{{n) = H, also [Fpn : IF;{L] = n/d. Die Gradformel impliziert dann
[IF‘{,{, :Fp]=d, also F Ifﬂ = F,¢. Daher sagt Satz 1.3, dak die Teilkorper von Fyn genau die

Fpa mit d | n sind.

(3) Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Nach dem Satz vom primitiven Element
(V.5.11) ist diese einfach, also existiert ein a € L mit L = K(a). Ist H eine Untergruppe
der Galoisgruppe G(L/K), so kann man in folgender Weise vorgehen, um den Fixkorper
L zu bestimmen.

Sind o1 =1d, 09, ...,0, die Elemente der Gruppe H, so betrachte man das Polynom
n
f= H( —oi(a Z a; X7.
i=1

Fiir alle 7 € H gilt

n n

ZT((lj)Xi:H(X—TOO'i(a)) :H( —oi(a)) = Za]XZ

j=0 i=1 i=1

also ist f € L¥[X]. Wegen f(a) =0 wird f von myg ru geteilt. Der Grad von m, pu ist
gleich [L# (a) : L¥] = [L : L] = |H| = n, also gleich dem Grad von f.Da f normiert ist,
folgt f =mg pu.

Adjungiert man nun die Koeffizienten des Minimalpolynoms m, ;# an den Grundkér-
per K, so erhilt man L¥ dh., es gilt L¥ = K(ao,...,a,). Denn: Der Korper K’ :=
K(ag,...,an) ist ein Teilkérper von L. Das Polynom f gehort zu K'[X] ¢ L¥[X], ist
normiert, und ist erst recht in K'[X] irreduzibel, da es sogar in L[X] irreduzibel ist. Daraus
folgt f = mq k-, also [K(a) : L] = [K(a) : K']. Der Gradsatz impliziert dann L7 = K'.

§ 2 Einheitswurzeln

2.1. Sei K ein Korper. Ein Element endlicher Ordnung ¢ € K* heifst Einheitswurzel
in K. Ist n € N eine positive natiirliche Zahl und ist ¢ € K* mit (" = 1, so heifst ¢ eine
n—te Finheitswurzel. Ist n = ord ¢ = |({)|, so wird { eine primitive n—te Einheitswurzel
genannt. Jede n—te Einheitswurzel ¢ € K ist eine Nullstelle des Polynoms X" — 1 in K.
Die Menge der Nullstellen dieses Polynoms besteht aus héchstens n Elementen; sie ist
eine Untergruppe von K*, bezeichnet p,(K), die nach IV.2.4 zyklisch ist. Ist ¢ eine n—te
Einheitswurzel mit ¢ # 1, so ist ¢ eine Nullstelle von (X" — 1)/(X — 1), also gilt die
Identitdt ¢" 14+ (¢" 2 4. +(+1=0.
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Im Korper C der komplexen Zahlen kann die Menge 4, (C) der n—ten Einheitswurzeln
mit Hilfe der Exponentialfunktion exp beschrieben werden; man hat

1n(C) = {exp(2mik/n) |0 <k <n}.

Die primitiven n—ten Einheitswurzeln sind exp(27ik/n) mit 0 < k < n und ggT(k,n) = 1.
Die n—ten Einheitswurzeln haben den Absolutbetrag 1 und lassen sich geometrisch als die
Punkte auf der Kreislinie aller z € C mit |z| = 1 in der komplexen Zahlenebene mit
den Koordinaten (cos(2mk/n),sin(2wk/n)), k = 0,...,n — 1, interpretieren. Man nennt
Q(¢) mit ¢ = exp(2mi/n) den n—ten Kreisteilungskéorper; dies ist ein Zerfallungskorper des
Polynoms X™ — 1 iiber Q.

Die Menge U aller Einheitswurzeln in C ist zur Gruppe Q/Z isomorph, wobei der
Isomorphismus Q/Z — U durch ¢+ Z — exp(2miq) gegeben ist.

Sei K ein Korper der Charakteristik char K = p > 0 und sei n = p*m eine positive na-
tiirliche Zahl, wobei m nicht durch p teilbar ist. Dann gilt X®—1 = (X™—1)?°  also haben
die Polynome X" —1 und X™—1 dieselben Nullstellen in einem algebraischen Abschluf K
von K ; ihre Zerfillungskorper in K stimmen iiberein. Wenn wir nun den Zerfillungskorper
von X™ — 1 untersuchen, kénnen wir uns deshalb auf den Fall beschrinken, daf n kein
Vielfaches der Charakteristik von K ist. Wir sehen auch, dafs es keine primitiven n—ten
Einheitswurzeln in K gibt, wenn n durch char K teilbar ist.

Satz 2.2. Seien K ein Kérper und n eine positive ganze Zahl, teilerfremd zu char K .

(a) Der Zerfillungskorper K, des Polynoms X™ — 1 dber K ist eine endliche sepa-
rable und normale Erweiterung von K, also eine Galoiserweiterung.

(b) Die Anzahl der n—ten Einheitswurzeln in einem algebraischen Abschiufi K von K
ist gleich m, die der primitiven n—ten Einheitswurzeln gleich o(n) = |(Z/nZ)*|.

Beweis: Nach Voraussetzung ist n kein Vielfaches der Charakteristik von K. Dann besitzt
das Polynom X™ — 1 keine mehrfachen Nullstellen, da der gréfite gemeinsame Teiler von
X™—1 und seiner Ableitung nX™! gerade 1 ist, also X™ — 1 separabel ist. Damit ist der
zugehorige Zerféallungskorper eine endliche, separable und normale Kérpererweiterung, und
die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K ist zyklisch von der Ordnung n, enthélt also
genau ¢(n) erzeugende Elemente. [

Bemerkung: Betrachte K und n wie im Satz. Ist K, der Zerfallungskorper des Polynoms
X" —1 iber K, so gilt also |pun(Ky)| =n und p,(Ky,) 2 Z/nZ. Da pn(K) C un(Ky) ist,
folgt p,(K) = Z/dZ fir einen Teiler d von n. Die Menge der primitiven n—ten Einheits-
wurzeln in K, werde mit p}(K,) bezeichnet; es ist also |uk (K,)| = ¢(n).

2.3. Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, € C[X] ist definiert als Produkt aller Polynome
X — ¢ iber die primitiven n-ten Einheitswurzeln ¢ € C:

¢, = H (X - C) (1)

Ceur(C)

Es ist ein normiertes Polynom vom Grad ¢(n). Da die Ordnung einer n-ten Einheitswur-
zel ein Teiler von n ist, kann man p,(C) als disjunkte Vereinigung schreiben: p,(C) =
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Ud|n w15(C). Es folgt die Zerlegung

xt—1= [ &x-9=]] 2 (2)

C€pn(C) dln

Satz 2.4. Das n—te Kreisteilungspolynom ®,, hat ganzzahlige Koeffizienten, d.h., es
gilt @, € Z[X].
Beweis: Wir beniitzen Induktion iiber n. Man hat ®; = X — 1 € Z[X]. Nach Indukti-
onsvoraussetzung ist das normierte Polynom f = Hdln, dzn P ein Element in Z[X]. Zu
X"™ — 1 existieren dann eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € Z[X] mit X" —1=g¢qf +r
und gradr < grad f. Andererseits gilt auch die Identitat X™ —1 = ®,,f in C[X], also folgt
r= f(®, —q). Da gradr < grad f gilt, muk @, = ¢ € Z[X] sein. ]

Beispiele: (1) Die Formel @, = (X" —1)/]] djn, dn ®a erlaubt die rekursive Berechnung
von Kreisteilungspolynomen. Man erhilt: & = X —1, &y = X +1, 3= X2+ X +1, §, =
X241, 05 =X+ X34+ X2+ X +1, 06=X2-X+1, 07 =X+ X5+ X+ X3+ X2+
X+1,d5=X*+1,...

(2) Fiir eine Primzahl p gilt allgemein &, = Xl XxP~2 4 ... 4 X +1.Ist « €N eine
positive natiirliche Zahl, so gilt XP* —1 = (Xp(k1 — 1)@, also folgt

a—1

)= (XPTP e XY

a—1

Bpo = (X7 = 1)/(X7" —1) = By (X7

(3) Ist m > 1 ungerade, soist ¢ € C genau dann eine primitive n—te Einheitswurzel, wenn
—( eine primitive 2n-te Einheitswurzel in C ist. Fiir das Kreisteilungspolynom ®s,, gilt
Pop(—X) =[[;(-X - (—¢)) = [1;(Xx - ¢7) = ®,(X). Dies folgt aus dem Isomorphismus
(Z/)2nZ)* = (Z./22)* x (Z/nZ)* = (Z/nZ)*.

2.5. Sei K ein Korper mit char K t n. Bezeichne mit x den einzigen Ringhomomorphismus
X : Z — K, siehe I11.3.5. Aus 2.3(2) folgt, da®

xt -1 =] x(@a) (1)

din

in K[X] gilt. Sei K,, ein Zerfallungskorper von X" —1 iiber K . Das zum Beweis von 2.3(2)
beniitzte Argument zeigt, daf in K, [X]

xr-1=1] [ x-0. (2)

din. cep(Kn)

Mit Induktion iiber n folgt daraus

X' (®n) = (X =9. 3)
CEps (Kn)

(Der Fall n =1 ist klar.) Dies bedeutet, daf x*(®,) das Analogon zu ®,, iiber K ist; wir
bezeichnen deshalb x*(®,) auch mit @, k.
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Satz 2.6. Das n—te Kreisteilungspolynom ®,, ist irreduzibel iber Z und tiber Q.

Beweis: Das Polynom @,, ist normiert; also ist ®,, genau dann {iber Q irreduzibel, wenn
P,, tiber Z irreduzibel ist.

Sei K, Zerfallungskorper von &, iiber Q. Der entscheidende Schritt im Beweis des
Satzes ist die folgende Behauptung:

(x) Sei ¢ € K, eine primitive n—te Einheitswurzel. Ist p eine Primzahl, die n nicht teilt,
so stimmen die Minimalpolynome m¢ g von ¢ und mep g von (P iber Q fberein.

Nehmen wir diese Behauptung an, so ergibt sich der Satz aus dem folgenden Argument:
Wir wihlen eine feste primitive n—te Einheitswurzel ¢ € K, . Eine beliebige primitive
n—te Einheitswurzel hat dann die Form ¢™ mit ggT(m,n) = 1. Nun wihlen wir eine
Primfaktorzerlegung m = p; ...pg. Dann gilt p; 1 n fiir alle ¢, und mit ¢ ist auch jedes
¢PrPi mit 1 < j < k primitive n—te Einheitswurzel. Wenden wir (x) auf alle ¢P1-Pi-1
an, so folgt induktiv, daf alle (P*~Pi dasselbe Minimalpolynom wie ¢ haben. Insbesondere
folgt m¢ @(¢™) = 0. Daher hat m¢ g mindestens ¢(n) Nullstellen, ndmlich alle primitiven
n~ten Einheitswurzeln in K. Da ( auch eine Nullstelle von ®,, ist, wird ®,, von m¢q
geteilt. Weil ®,, normiert ist und Grad ¢(n) hat, folgt nun ®,, = m¢ g; insbesondere ist
®,, irreduzibel.

Wir miissen nun (%) beweisen. Zunéchst bemerken wir, daf m¢ g und me» g ganzzahlige
Koeffizienten haben: ®,, zerlegt sich in Z[X] in der Form ®,, = Hle fi mit irreduziblen
fi € Z[X]. Da ®,, normiert ist und die f; Koeffizienten in Z haben, sind die hochsten
Koeffizienten der f; gleich +1. Daher sind die f; auch in Q[X] irreduzibel. Indem wir
notfalls einige f; durch —f; ersetzen, konnen wir annehmen, daff alle f; normiert sind.
Nun ist ¢ eine Nullstelle von einem der Polynome f;. Dieses f; ist dann, da normiert und
irreduzibel iiber Q, gerade m¢ g. Ebenso findet man ein j mit mer g = f; € Z[X].

Um m¢ g = m¢r,g nachzuweisen, miissen wir ¢ = j zeigen. Gilt dies nicht, so ist m¢ g -
mer@ = fifj ein Teiler von @, in Z[X], also auch ein Teiler von X™ —1.

Wir setzen zur Abkiirzung f := f; = m¢q und g := f; = m¢r o. Wir nehmen an, daf
fg | X™—1 in Z[X] und suchen einen Widerspruch. Wegen ¢(¢?) = 0 ist ¢ eine Wurzel des
Polynoms g(X?). Also teilt f als Minimalpolynom von ¢ das Polynom ¢(X?) in Q[X],
aber dann auch in Z[X], vergleiche den Beweis von Satz 2.4. Es gibt also ein h € Z[X] mit
9(XP) = fh.

Man betrachte jetzt den natiirlichen Homomorphismus 7 : Z — F), = Z/pZ und den
zugehérigen Homomorphismus 7 : Z[X] — Fp[X]. Schreibt man g = >, a; X7 mit
a; € Z, so folgt, da m(a;) = m(a;)P in F, gilt,

(3270 X7)" =3 mlay) X7 = (9(x7)
() 7 (h),

d.h., 7*(f) teilt 7%(g)P in Fp[X]. Ist ¢ € Fp[X] ein irreduzibler Faktor von 7*(f), dann
teilt ¢ auch 7*(g). Daher teilt ¢? das Produkt 7*(f)7*(g), also auch X" —1 = 7*(X"—1),
da wir fg | X™ — 1 annehmen. Man kann also X" — 1 = ¢?s mit irgendeinem s € F,[X]
schreiben. Bildet man die Ableitung, so erhélt man

" (9)"

D(X™ —1) =nX""t =2¢D(q)s + ¢*D(s).
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Dies zeigt, daf das Polynom ¢ das Polynom nX""! teilt. Da p eine Primzahl ist, die n
nicht teilt, gilt n # 0 in F,. Also muB ¢ das Polynom X"~! teilen. Weil ¢ irreduzibel ist,
stimmt es (bis auf einen Faktor # 0) mit X tbercin. Auf diese Weise erhilt man einen
Widerspruch, da einerseits g das Polynom X" —1 teilt, andererseits aber X das Polynom
X™ —1 nicht teilt. |

Der folgende Satz gibt Auskunft {iber die Primfaktorzerlegung der Kreisteilungspolyno-
me iiber endlichen Primkoérpern.

Satz 2.7. Seien n eine positive ganze Zahl und p eine Primzahl, die n nicht teilt.
Sei e die Ordnung der Restklasse von p in (Z/nZ)*, also e := ord (p mod n) in
(Z/nZ)* . Dann zerfillt das n—te Kreisteilungspolynom @y g, in ©(n)/e verschiedene
irreduzible Faktoren vom Grad e. Insbesondere ist ®p, r, genau dann irreduzibel, wenn
die Restklasse von p modulo n die Einheitengruppe (Z/nZ)* erzeugt.

Beweis: Sei ( eine primitive n-te Einheitswurzel in K, also eine Nullstelle von @, ;
dann gilt K,, = F,((), und p™ ist die Anzahl der Elemente in K, , wobei m := [F(¢) : Fp).
Es geniigt, m = e zu zeigen, denn dann sind die irreduziblen Faktoren von ®, g, vom
Grade e, und wegen grad ®,r, = ¢(n) gibt es ¢(n)/e solche irreduzible Faktoren.

Die Ordnung n = ord ( von ¢ in K ist ein Teiler von |K}| = p™ — 1, also folgt
p™ = 1 mod n, und damit (p mod n)™ = 1, d.h. e teilt m, und deshalb ist m > e.
Andererseits ist p¢ = 1mod n, also wird p¢—1 von n geteilt. Es folgt (P~ = 1, und damit
¢P° = (. Deshalb ist der durch die Zuordnung z — x?° definierte F,~Automorphismus von
Fy(¢) die Identitit, also gilt 2?°~! = 1 fiir alle x € F,(¢)*. Da F,(¢)* eine zyklische
Gruppe der Ordnung p™ — 1 ist, folgt e > m. Somit ergibt sich e = m. |

Seien K ein Korper und n eine positive ganze Zahl. Wir nehmen wieder an, daff char K { n.
Der Zerfallungskorper K, des Polynoms X" — 1 iiber K ist eine Galoiserweiterung. Ist
¢ eine primitive n—te Einheitswurzel in K}, so gilt K,, = K(¢); alle primitiven n—ten
Einheitswurzeln sind dann von der Form ¢™ mit (m,n) =1 und 0 < m < n.

Ist 0 € G(K,/K), soist o(¢)" =0(¢") =1, aber o({)™ =0(¢"™) #1 fir 0 <m < n.
Also hat o(¢) Ordnung n, und es gibt ein eindeutig bestimmtes Element ©(c) € (Z/nZ)*
mit o(¢) = ¢°©) . Die Zuordnung ¢ — ©(c) hiingt nicht von der Wahl der primitiven
n—ten Einheitswurzel ¢ ab, denn fiir beliebiges n € uk(K,) existiert k € (Z/nZ)* mit
n = ¢k, und es gilt o(n) = o(¢F) = o(O)* = (€O = 4°0)  Fiir alle 0,7 € G(K,,/K)
gilt ©(oo7) =0(0)-0(r) wegen (0 07)(¢) = 7(¢O)) = (¢C)O) = ¢O@)O()  Daher
ist © : G(K,/K) — (Z/nZ)* ein Gruppenhomomorphismus. Dieser ist injektiv, da aus
O(0) =1 folgt, da o(¢) = ¢ gilt, also ist o (wegen K,, = K(¢)) die identische Abbildung.

Damit ist die erste Aussage im folgenden Satz bewiesen. Im Fall K = Q folgt aus
Satz 2.6, daB ®, = m¢ g, also [K, : K| = [K(¢) : K] = ¢(n) = [(Z/nZ)*|; das gibt die
zweite Aussage im Satz.

Satz 2.8. Seien K ein Korper und n eine positive ganze Zahl mit char K { n. Dann
qilt:

(a) Die Galoisgruppe G(K,/K) des Zerfillungskorpers des Polynoms X™—1 tiber K
ist isomorph zu einer Untergruppe von (Z/nZ)*. Insbesondere ist G(K,/K) abelsch.
(b) Ist K =Q, so ist G(K,/Q) = (Z/nZ)*.
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Wir betrachten nun speziell den Fall, dak n = p eine Primzahl ist. Sei ¢ € Q eine primitive
p—te Einheitswurzel. In diesem Fall ist G := G(Q(¢)/Q) zyklisch von der Ordnung p — 1,
da G = (Z/pZ)* = F, nach Satz 2.8.b, vgl. IV.2.4. Fiir jeden Teiler d von p —1 hat G
genau eine Untergruppe der Ordnung d; also hat Q(¢)/Q genau einen Zwischenkorper M
mit [M : Q] = (p —1)/d. So erhalt man alle Zwischenkérper von Q(¢)/Q.

Satz 2.9. Seien p eine Primzahl, ¢ € Q eine primitive p—te Einheitswurzel und @
ein erzeugendes Element der Galoisgruppe G(Q(€)/Q). Sei d ein Teiler von p — 1.
Setze m = (p —1)/d und

i ::Z ranil(e) fir0<i<m-—1.

Dann erhdlt man den Zwischenkérper M von Q(¢)/Q mit [M : Q] = m als M =

Q(no) = Q(m) =+ = Q1) -
Beweis: Da m¢g = ®, Grad p—1 hat, ist 1,(,...,(P? eine Basis von Q(¢) = Q[X]/(®,)
iiber Q. Dann ist auch ¢, ¢2,..., (P72, (P71 eine solche Basis.

Weil G := G(Q(¢)/Q) = {¢' | 0 < i < p— 2} die Nullstellen des irreduziblen Poly-
noms @, transitiv permutiert (siche 1.1), gilt {¢*(¢) |0 <i<p—-2} ={¢7|1<j<p—1}.
Daher bilden auch die ¢*(¢) mit 0 < i < p—2 eine Basis von Q(¢) iiber Q. Da ¢ Ordnung
p—1 hat, gilt im iibrigen fiir beliebige i,j € Z, daf ¢*(¢) = ¢’(¢) genau dann, wenn i = j
(mod p—1).

Der Zwischenkorper M im Satz ist der Fixkorper der Untergruppe (™) < G der
Ordnung d. Fiir alle ¢ mit 0 <i <m gilt

d-1
") = Z PP Q) = Y@t =,
k=0 k=0
da ™4 (¢) = @P=1(() = ¢!(¢). Damit erhalten wir 7; € Q(¢)%™ = M und Q(1;) € M.
Ist diese Inklusion echt, so 1st G(Q(¢)/Q(m;)) echt groker als G(Q(C)/M) = (¢™). Es gibt
dann ¢ > 0 mit G(Q(¢)/Q(n;)) = (¢?) und ¢ < m. Dann gilt ¢7(n;) = n;, also

d-1 d-1
N gitkmra(g) = ST R(C). (1)
k=0 k=0

Die lineare Unabhiingigkeit der 7 (¢) mit 0 < j < p — 1 impliziert, daf jeder Summand
auf der rechten Seite von (1) auch auf der linken Seite auftreten muf. Insbesondere gibt es
ein k mit 0 <k < d und ¢*(¢) = @+ H9(¢). Daraus folgt i =i +km+q (modp—1),
also p—1|km+q. Aber 0 < g<m anhzmrt 0 < km+q < dm =p—1 — Widerspruch!
Also ist G(Q(C)/Q(mi)) = (™) und Q(mi) = M. .

Bemerkung: Es gibt ein s mit 1 < s <p—1, so daf ¢(¢) = ¢°. Dann ist P(0) = Csj
fiir alle j > 1, und es gilt n; = Zﬁ;é CsH»km
von Q(¢) genannt.

. Die n; werden d—gliedrige Gauf$sche Perioden
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Beispiel: Betrachte p = 5. In diesem Fall wird die multiplikative Gruppe (Z/5Z)* von
der Restklasse von 2 erzeugt. Daher kénnen wir oben annehmen, dak ¢(¢) = ¢? gilt. Fiir
d = m = 2 erhalten wir dann 79 = ¢ 4+ ¢* und m = ¢% 4 ¢3 = ¢(no). Beniitzt man nun,
dak 0= ®5(¢) = ¢* + ¢34+ (24 ¢+ 1, so zeigt eine kleine Rechnung, dak 7?2 +m — 1 = 0.
Daraus folgt, daf m1 € {(—14+/5)/2}. Aukerdem muR auch 7y = ¢~ !(n1) eine Nullstelle
von X2+ X — 1 sein; also gilt {no,m} = {(—1 + v/5)/2}, und Q(no) = Q(m) = Q(+/5)
ist der eindeutig bestimmte Teilkorper von Q(¢) vom Grad 2 iiber Q. Wihlen wir ¢ =
exp(27i/5) € C, so gilt offenbar 19 = (=1 + +/5)/2 und 7 = (=1 — +/5)/2. Da nun
¢% — ¢+ 1 =0, erhalten wir auch

 —1+V5+V/-10-2V5
- : ,

¢

§ 3 Lineare Unabhingigkeit von Kérperhomomorphismen, Normalbasen

3.1. Sind M eine Menge und K ein Korper, so kann die Menge Abb(M,K) =: KM
der Abbildungen f : M — K auf folgende Weise mit der Struktur eines Vektorraumes
itber K verschen werden: Die Addition zweier Elemente f,g in KM ist durch (f+g¢)(m) :=
f(m)+g(m) fiir alle m € M definiert. Die Multiplikation mit einem Skalar ¢ € K ist durch
(¢f)(m) :=cf(m) gegeben.

Sei jetzt M ein Monoid, also eine nichtleere Menge versehen mit einer (multiplikativ
geschriebenen) Verkniipfung M xM — M , die assoziativ ist und fiir die es ein Einselement
gibt, siehe 1.1.2(6). Eine Abbildung x : M — K heifit Charakter, falls x(M) c K*
und x(mimg) = x(m1)x(me) fiir alle m1,mg € M gilt. Insbesondere gilt dann x(1) =
x(1)x(1), also x(1) =1 wegen x(1) € K*.

Satz 3.2. Sei K ein Korper und sei M ein Monoid. Sind x1,...,Xn paarweise
verschiedene Charaktere von M nach K, so sind diese linear unabhdngig als Elemente
im K ~Vektorraum KM .

Beweis: Ist die Behauptung nicht richtig, so existiert ein minimales r > 1, so dafs die
Charaktere xi,...,x, linear abhéngig sind. Dann gibt es Elemente c¢y,...,c¢,, die nicht
gleichzeitig alle Null sind, so dak Y., ¢ixi(g) = 0 fiir alle g € M. Ist » = 1 so gilt
cixi(g) =0 fiir alle g € M, also x1(g) =0 fiir alle g € M, da ¢; # 0; dies ist unmoglich
wegen x1(M) C K*.

Sei also r > 2 vorausgesetzt. Da r minimal gewéhlt ist, sind die » — 1 Charaktere
X1,---,Xr—1 linear unabhéngig. Es folgt ¢, # 0. Weiter existiert ein Index j < r mit
¢j # 0, denn sonst wire c,x,(g) = 0 fiir alle g € M im Widerspruch zu x,(M) C K*.
Durch Umordnung der Charaktere x; mit ¢ < r kann man annehmen, daf ¢; # 0 gilt.
Da xi,...,Xr paarweise verschiedene Abbildungen sind, existiert ein h € M mit x1(h) #
Xr(h). Aus der Gleichung " ¢;xi(g) = 0 erhilt man nun einerseits durch Einsetzen

T T
0="> cxi(hg) =D cixi(h)xi(g)  fiir alle g € M.
i=1 i=1
Andererseits ergibt sich durch Multiplikation mit x,.(h)

-
0= Zcixr(h))@(g) fiir alle g € M.
i=1
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Durch Subtraktion der zweiten von der ersten Gleichung folgt

r—1

0= Zci()(i(h) —xr(h))xi(g) fiir alle g € M.
i=1

Aus der linearen Unabhéngigkeit der xi,...,x,—1 folgt, dak die Koeffizienten Null sind,
insbesondere also 0 = ¢1(x1(h) — x»(h)) gilt. Da ¢; # 0 und x1(h) # xr(h), ist dies ein

Widerspruch. [ ]
Korollar 3.3. Sei K ein Kérper. Sind o1, . ..,0, paarweise verschiedene Automor-
phismen von K, so sind diese linear unabhdngig als Elemente des K —Vektorraums
Abb(K, K).

Beweis: Die Restriktion eines Automorphismus o; : K — K auf die multiplikative Grup-
pe K* ist ein Gruppenhomomorphismus von K* in sich selbst. Da 0;(0) = 0 fiir alle 7 gilt,
sind diese Restriktionen ebenfalls paarweise verschieden.

Hat man nun ;" ; A\;0; = 0 mit irgendwelchen X; € K, so gilt auch >, \jo;(g9) = 0 fiir
alle g € K*. Aus dem vorhergehenden Satz folgt dann \; = 0 fiir alle 7. |

Korollar 3.4. Seien L/K eine separable Erweiterung vom Grade n und o1,...,0p
die verschiedenen K ~Homomorphismen von L in K . Fiir n Elemente vy,...,v, € L
gilt genau dann det((o3(vy))ij) # 0, wenn vy,...,v, eine Basis des Vektorraums L
tber K ist.

Beweis: Bilden die v; keine Basis von L iiber K, so sind sie linear abhingig. Es gibt
also A1,..., A\, € K, nicht alle gleich Null, so daf§ Z?Zl Ajv; = 0. Dann gilt fiir alle 1,
dab 0= 0;(3°7_; Ajv;) = >_7_; Ajoi(v;). Daher sind die Spalten in der Matrix aller o;(v;)
linear abhéingig, also die Determinante der Matrix gleich 0.

Nehmen wir nun an, daf vy,...,v, eine Basis von L iiber K ist. Ist die genannte
Determinante gleich Null, so sind die Zeilen der Matrix linear abhéngig, also existieren
A1, ..o, An € K, nicht alle gleich Null, so daB Y1 ; Mioi(v;) = 0 fiir alle 1 < j < n gilt.
Daraus folgt > i) A\jo; = 0, denn fiir alle v = > yjv; € L mit allen p; € K gilt

O Nie) @) =D Nipjoi(v) =D n (O Nioi(v;) =0.
i ij j i

Also sind die Charaktere o; : L* — K linear abhingig iiber K, im Widerspruch zu

Satz 3.2. -
Satz 3.5. Seien L/K eine endliche Galoiserweiterung und oy = Id,o9,...,0, mit
n = [L: K| die verschiedenen Elemente der Galoisgruppe G(L/K). Dann gibt es ein
a €L, so daff 01(a),02(a),...,on(a) eine Basis von L tber K ist.

Eine Basis wie im Satz wird eine Normalbasis von L iiber K genannt.

Beweis: Wir betrachten hier nur den Fall, daft K unendlich ist. In VII.9.5 beweisen wir
dann den Satz fiir endliche Korper.

Wir wollen ein a € L mit det(o;(oj(a))) # 0 finden. Dann sagt Korollar 3.4, daf die
oj(a) eine Basis von L iiber K bilden.
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Zunéchst gibt es nach Satz V.5.11 ein b € L mit L = K(b). Dann sind die b; := 0;(b) mit
1 < i < n die paarweise verschiedenen Nullstellen von f :=myp g, und f =[]} (X —b;)
hat Grad n;esist by =b. Fir 1 < j <n setze

X - b

95 = b,
i#j bi—bi

€ L[X].

Dann gilt g;(b;) = d;; fiir alle 4 und j. Nun erhalten wir
gtgttogn=1, (1)

weil beide Seiten Polynome vom Grad < n — 1 sind und an den n verschiedenen Stellen
b1,ba, ..., b, dieselben Werte annehmen. (Wende Satz II1.2.2 auf die Differenz der beiden
Polynome an.)

Fir alle 0 € G(L/K), ¢ € L und h € L[X] gilt o*(h)(o(c)) = o(h(c)). Daraus folgt
fiir alle j mit demselben Argument wie eben, dak g; = 07(g1), weil beide Seiten dieselben
Werte an allen b; annehmen: Es ist 07(g1)(b;) = U*(ql)(6](b1)) =0(g1(b1)) = 0;(1) = 1.
Fiir ¢ # j gibt es ein k # 1 mit b; = o (gk) und man erhilt nun o7 (g1)(b;) = o5(g1 (b)) =
0']'(0) =0.

Fiir alle u € K gilt nun g;(u) = oj(g1)(u) = 05(g1(u)). Wenn wir ein v € K mit
det(o(0;(g1(u))) = det(os(g;(u)) # 0 ﬁnden so konnen wir oben a = g1 (u) nehmen und
sind fertig. Wir kénnen die Bedingung an v in der Form det(o} (g;)(u)) # 0 umschreiben.
Diese Determinante ist der Wert an der Stelle u von det(o;(g;)) € L[X]. Wenn wir nun
zeigen konnen, daf det(o7(g;)) nicht das Nullpolynom ist, gibt es in dem unendlichen(!)
Kérper K ein Element u mit det(o7(g;)(u)) # 0, und wir sind fertig.

Setze A gleich der Matrix tiber L[X] mit (7, j)-Eingang o7 (g;). Wir miissen zeigen, daf
det(A) #0.Ist i # 7, so gilt gig;(bx) = 0 fiir alle k. Daher ist g;g; durch [[;_, (X —bx) = f
teilbar:

Gig; =0 (mod f) fiiri# . (2)

Multiplizieren wir (1) mit g;, so folgt mit (2)
¢ =g; (mod f) fiir alle i. (3)

Nun betrachte die Produktmatrix B = A - A', wobei A! die transponierte Matrix von A

ZUZ (91)07 (gr) = Y _(0i0%)"(91)(050%) " (91)-
k=1
Es gibt m(i, k) mit 0;0, = oy k), also (d50%)*(91) = a;‘n(i k) (91) = Gm(i,k) - Damit erhalten

wir "
bij = Z Im(i k) Im(i.k)
k=1

Ist i # j, so ist 003, # oj0y fiir alle k, also m(i, k) # m(j, k); aus (2) folgt dann b;; =0
(mod f). Ist i = j, so folgt aus (3) und (1), daf

bi = > Goiig) = D Gmiik) = 1 (mod f),
k=1

k=1



142 Galoistheorie

da fiir festes ¢ die m(i,k) eine Permutation von 1,2,...,n sind. Also ist B modulo f
kongruent zur Einheitsmatrix. Daraus folgt det(B) =1 (mod f). Insbesondere sehen wir,
daR 0 # det(B) = det(A) det(A?), also auch det(A) # 0 wie gewiinscht. [

§ 4 Die Polynome X™ — a

4.1. Es seien K ein Korper, a € K ein Element von K mit a # 0 und n eine natiirliche
Zahl. Eine Nullstelle des Polynoms X™ — a in einem Erweiterungskérper von K heifit ein
Radikal von a iiber K und wird symbolisch mit {/a bezeichnet. Man beachte, daff {/a
nur bis auf Multiplikation mit n—ten Einheitswurzeln eindeutig bestimmt ist, denn sind z
und y Nullstellen des Polynoms X" — a, so gilt (zy )" =aa~! = 1.

Seien K ein algebraischer Abschluf von K und ¢ € K ein erzeugendes Element fiir die
zyklische Gruppe i, (K). Dann sind die Nullstellen von X” —a in K gerade alle ¢*:/a
mit k& € Z. Daher hat das Polynom X™ — a den Zerfallungskorper K(/a,() iiber K.
Gilt char K t n, so hat X" — a die n paarweise verschiedenen Nullstellen ¢*{/a mit
0 < k < n; diese haben alle Multiplizitdt 1, und X™ — @ ist deshalb separabel. Daher ist
dann K({/a,()/K nach Satz V.5.9 separabel, also galoissch.

Satz 4.2. Seien K ein Kérper und n eine positive ganze Zahl, die kein Vielfaches
der Charakteristik von K ist. Der Kéorper K enthalte eine primitive n—te Einheits-
wurzel C.

(a) Dann ist jede Korpererweiterung K({/a)/K mit a € K eine Galoiserweiterung
mit zyklischer Galoisgruppe; ihre Ordnung teilt n.

(b) Ist umgekehrt L/K eine endliche Galoiserweiterung, [L : K] = n, mit zyklischer
Galoisgruppe, so ist L Zerfillungskorper eines Polynoms X™ —a mit a € K.

Beweis: (a) Man kann annehmen, daR a # 0 ist. Sei y € K eine Nullstelle des Polynoms
X" —a. Dann ist K(y) = K({/a) = K({/a,() der Zerfillungskérper in K von X" —a
iiber K. Nach 4.1 ist K (y)/K eine Galoiserweiterung.

Jeder Automorphismus ¢ € G(K(y)/K) ist durch die Einheitswurzel ¢* € p,(K) mit
o(y) = ¢y eindeutig bestimmt. Die Zuordnung o + o(y)y~! definiert deshalb eine injek-
tive Abbildung

0 : G(K(y)/K) — pn(K).

Wir behaupten, daf © ein Gruppenhomomorphismus ist. Dazu seien 0,7 € G(K(y)/K)
und s,t € Z mit o(y) = ¢y und 7(y) = (*y. Dann folgt

or(y) = o(C'y) = ¢'aly) = ¢'¢y,
also O(o7) = ¢5¢t = O(0)O(7). Daher ist G(K(y)/K) zu einer Untergruppe von pu,(K) =
Z/nZ isomorph, also zyklisch von einer Ordnung, die n teilt.
(b) Sei L/K eine Galoiserweiterung vom Grad [L : K] = n mit zyklischer Galoisgruppe
G(L/K) = (o). Fiir jedes a € L kann man die sogenannte Lagrangesche Resolvente

n—1

> (io'(a)

i=0
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betrachten. Nach Korollar 3.3 sind die Automorphismen ¢ mit 0 < i < n linear unab-
hingig im L-Vektorraum Abb(L,L). Es gilt Z:l:_ol ~ig? £ 0, also gibt es ¢ € L mit
b= ;L:_Ol ~ioi(c) # 0. Dann gilt

n—1 n—1
o(b) =D (ot e) = ¢ ¢ o) = ¢,
i=0 i=0
also folgt o”(b) = ¢¥b fiir v = 1,...,n. Insbesondere sind diese ¢”(b) paarweise verschie-

dene Nullstellen von my, . Daraus folgt [K(b) : K] > n = [L: K], also K(b) = L. Wegen
o(b™) = ™" = b" ist a := b" ein Element des Fixkérpers K von G(L/K) = (o). Die
Nullstellen von X™ —a in L sind gerade alle ¢"b, also ist L = K (b) Zerfallungskorper von
X" —a iiber K. [ ]

Wir wollen nun untersuchen, wann ein Polynom X" —a irreduzibel ist. Zunéchst kénnen
wir auf den Fall reduzieren, dafs n eine Primzahlpotenz ist.

Satz 4.3. Seien K ein Korper, a € K und m,n natirliche Zahlen, die zueinander
teilerfremd sind. Dann ist das Polynom X"™ — a genau dann tiber K irreduzibel,
wenn die beiden Polynome X™ —a und X™ — a dber K irreduzibel sind.

Beweis: Fir das Polynom f = X" —a gilt f(X™) = (X")™ —a = X™" — a. Faktorisiert
f = 0192, 50 auch X™ —a = g1 (X")g2(X"™). Also impliziert die Irreduzibilitit von X™"—q
die von X" — a; symmetrisch folgt die von X™ — a.

Seien nun die Polynome X™ — a und X" — a irreduzibel. Ist b eine Nullstelle von
XM — q. soist b™ Nullstelle von X™ — a, und b"™ ist Nullstelle von X™ — a. Man erhélt
[K(™): K] =n und [K(b") : K] = m. Wenden wir den Gradsatz auf K (b) D K(b™) D K
und K (b) D K(b™) D K an, so folgt n | [K(b) : K] und m | [K(b) : K]. Da m und n
teilerfremd sind, gilt dann auch mn | [K(b) : K], also gradmy, x> mn. Weil b Nullstelle
von X™" —q € K[X] ist, muf X" —a =my g irreduzibel in K[X] sein.

Bemerkung: Der Beweis zeigt, dafs die Implikation ,Wenn X" — g irreduzibel, dann
X™ —a irreduzibel* auch ohne die Voraussetzung an die Teilerfremdheit von n und m gilt.

Wenn n eine Primzahl ist, gibt es ein einfaches Kriterium fiir die Irreduzibilitdt von X" —a:

Satz 4.4. Seien K ein Kirper, a € K und p eine Primzahl. Folgende Aussagen

sind dquivalent:

(i) Das Polynom f = XP — a ist irreduzibel iber K .

(ii) Das Polynom f = XP —a besitzt keine Nullstelle in K, d.h., das Element a € K

lafst sich micht als p—te Potenz eines Elementes von K darstellen.
Beweis: (1) = (ii): Sei a = b” mit b € K; dann gilt f(b) = 0, also ist f reduzibel, da
grad f=p>1.
(i) = (i): Sei g € K[X] ein normierter Teiler von f mit 1 < gradg =: m < p. Zu den
teilerfremden Zahlen p und m gibt es r,s € Z mit rp+sm = 1. Sei y = {/a € K eine
Nullstelle von f = XP —a, sei ¢ € K eine primitive p-te Einheitswurzel in K. Dann gilt
XP —a = Hf;ol (X — ('), und g ist als normierter Teiler von f Produkt von m in f
vorkommenden linearen Termen. Das konstante Glied von g hat die Form (—1)™¢%y™ fiir
irgendein t € Z. Fiir ¢ := ('y™ € K gilt dann P = (PyP™ = ™. Es folgt die Identitit

a=a"Pa®™ = a"Pc’? = (a" )P wobei a"c® € K. ]
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Das folgende Lemma ist eine technische Hilfe fiir die genaue Untersuchung des Reduzi-
bilitatsverhaltens der Polynome X" — a, wenn n eine Primzahlpotenz ist.

Lemma 4.5. Seien K ein Korper, a € K und p eine Primzahl. Ist das Polynom
XP — a drreduzibel iber K und ist y € K eine Wurzel von XP — a, so gilt:

(a) Ist p ungerade, oder ist p = 2 und char K = 2, so ist y keine p—te Potenz
in K(y).

(b) Ist p=2 und char K # 2, so ist y genau dann ein Quadrat in K(y), wenn —4a
eine vierte Potenz in K ist.

Beweis: 'Wir nehmen an, daff y eine p—te Potenz in K (y) ist; sei z € K(y) mit y = 2?.

Sei zundchst char K = p. Aus y? = a € K folgt dann 2? € K fiir alle z € K[y] = K(y),
insbesondere y = 2P € K. Dies steht im Widerspruch zur Irreduzibilitit von X?P — a
iber K.

Von nun an gelte char K # p. Sei ¢ eine primitive p—te Einheitswurzel in K. Dann ist
M = K(¢,y) der Zerfallungskorper von XP — a tiber K, also ist M/K eine Galoiserweite-
rung. Die Galoisgruppe G(M/K) operiert transitiv auf den Wurzeln des irreduziblen Poly-
noms XP? —a. Also gibt es fiir jedes i =0,...,p—1 einen Automorphismus o; € G(M/K)
mit o;(y) = C'y; jedes 0 € G(M/K) hat die Eigenschaft o(y) = Iy fiir irgendein j.

Es gilt 2 ¢ K,day =2’ ¢ K. Da [K(y) : K] = p eine Primzahl ist, impliziert
der Gradsatz, daf K(z) = K(y) und grad(m. ) = p. Die O'l(Z) mit 0 < ¢ < p sind
paarweise verschiedene Nullstellen von m., ¢, also gilt m. x = [[?~ (X — 04(2)). (Beachte:
Aus 0y(z) = oj(z) folgt o;(y) = 0;(y) wegen y € K(z), also ¢ = j.) Insbesondere ist
c:= Hf;ol oi(z) € K als (bis aufs Vorzeichen) konstantes Glied von m, . Nun gilt o;(2)P =
0i(2P) = o;(y) = C'y fiir alle i, also c? = Hf;ol((‘y) = ny? = na, wobei

1 flrp>2
— i _ ~p(p—1)/ s
n= HC ¢ {71 fiir p = 2.

Ist p > 2, so folgt a = ¢ mit ¢ € K im Widerspruch zur Irreduzibilitit von X" — a
iiber K.

Ist p = 2, so folgt —a = ¢? mit ¢ € K. Dies reicht zum Beweis von (b) noch nicht
aus. Hier schliekt man so: Wir schreiben z = A + py mit A, u € K. Dann gilt y = 22 =
A2 4 22y + p?y?. Da y? = a folgt A2 + p%a =0 und 2\p = 1. Ersetzt man in der ersten
Gleichung z2 durch p? = (2\)72, so erhilt man A2 + (2\)"%a = 0, also a = —4\*, d.h.
—4a = 16! ist eine vierte Potenz in K. — Gilt umgekehrt —4a = 16d* fiir ein d € K, so
setze man d’' = 1/(2d) und erhilt y = (d + d'y)>. ]

Satz 4.6. Seien K ein Korper, p eine Primzahl und a € K ein Element, das keine
p-te Wurzel in K besitzt. Dann gilt:

(a) Ist p ungerade, so ist XP" — a irreduzibel iiber K fiir jedes m € N.
(b) Ist p=2 und ist char K = 2, so ist X2 —a irreduzibel tiber K fiir jedes m € N.
(¢) Ist p=2 und ist char K # 2, so ist X2" —a fiir m > 2 genau dann iber K

wrreduzibel, wenn —4a keine vierte Potenz in K ist.

Beweis: Nach Voraussetzung ist a keine p—te Potenz in K'; also ist das Polynom X? —a
nach 4.4 irreduzibel iiber K.
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(a), (b) Sei y € K eine Nullstelle von XP" —a; setze x := y?" . Dann gilt 2 = y?" = a;
also ist « eine Wurzel des iiber K irreduziblen Polynoms X?—a, und es gilt [K(x) : K] = p.
Andererseits folgt aus Lemma 4.5.a, daft = in den Fillen ga) und (b) keine p—te Potenz in
K (x) ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist deshalb XP™ " —z irreduzibel iiber K (z), und
y hat als Nullstelle dieses Polynoms den Grad p™~! iiber K(x). Wegen der Gradformel
[K(y) : K] = [K(y) : K(z)] - [K(%) : K] = p™~!.p hat y den Grad p™ iiber K, also ist
XP™ — @ in den Fillen (a) und (b) irreduzibel iiber K .

(c) Ist —4a eine vierte Potenz in K, so sei a = —4\? mit A € K. Dann gilt

X2 —a = (XY At = (X2 22X 1 2a) (X272 - 2ax2 T 4262,

also ist das Polynom iiber K reduzibel.

Umgekehrt sei —4a keine vierte Potenz in K. Sei wieder y € K eine Nullstelle von
X2" — g, und man setze z := y2" . Dann gilt 2% = a, also [K(z) : K] = 2. Wie oben gilt
es, [K(y) : K(x)] = 2™ ! nachzuweisen. Ist m = 2, so gilt dies, da  nach Lemma 4.5.b
kein Quadrat in K (x) ist. Ist m > 2, so gilt dies via Induktion, falls = kein Quadrat in K
ist und falls —4a keine vierte Potenz in K (z) ist. Nach Lemma 4.5.b sind weder = noch
—z ein Quadrat in K(z) = K(—x). Wire —4x = p* eine vierte Potenz in K (z), so wire
—x = (1?/2)? ein Quadrat in K (z); aber das haben wir gerade ausgeschlossen. Also folgt
die Behauptung. n

Satz 4.7. Seien K ein Kérper, a € K und n eine positive ganze Zahl. Das Polynom

X" — a ist genau dann tber K irreduzibel, wenn die folgenden Bedingungen erfillt

sind:

(1) Ist p Primzahl mit p | n, so ist a keine p—te Potenz in K .

(2) Ist 4 ein Teiler von n und ist char K # 2, so ist —4a keine vierte Potenz in K .
Beweis: Nehmen wir zuerst an, dalt X™ — a iiber K irreduzibel ist. Nach der Bemerkung
zu Satz 4.3 ist dann auch XP — q fiir jeden Primteiler p von n irreduzibel; ebenso folgt die
Irreduzibilitit von X* — a, wenn 4 | n. Nun folgt (1) aus Satz 4.4 und (2) aus Satz 4.6.c.

Nehmen wir nun umgekehrt an, daf (1) und (2) gelten. Wir kénnen n > 1 annehmen. Sei

dann n = p{"'py™* ... p;"* eine Primfaktorisierung mit paarweise verschiedenen Primzahlen
P1,P2,-- -, Pk und Elositivcn ganzen Zahlen mq,mo,...,my. Nach Satz 4.3 reicht es zu
zeigen, daf alle XPi * — q iiber K irreduzibel sind. Das folgt nun aus Satz 4.6. [ ]

§ 5 Auflosbarkeit von Gleichungen

5.1. Seien K ein Korper und f € K[X], f ¢ K ein separables Polynom. Es gibt einen
Zerfallungskorper L von f iiber K; nach Satz V.5.9 ist L/K separabel, also eine endli-
che Galoiserweiterung. Man nennt in diesem Fall die Galoisgruppe G(L/K) oft auch die
Galoisgruppe von f iiber K. Beachte, dafs diese Gruppe durch f und K eindeutig bis auf
Isomorphie bestimmt ist: Fiir einen weiteren Zerfillungskérper L' von f iiber K gibt es
einen K -Isomorphismus 1 : L — L'; dann ist ¢ — ®og@oth™! ein Gruppenisomorphis-
mus G(L'/K) — G(L/K).

Es selen nun ay,...,a,, die (verschiedenen) Nullstellen von f in L; es ist also L =
K(ai,...,am) und f =[] (X — a;) mit ¢ € K und mit ganzen Zahlen m; > 0. Nun
gilt p({ai,...,am}) ={a1,...,an} fir jedes p € G(L/K). Es gibt also eine Permutation
o(p) € Sp mit p(a;) = ay() @ fiir alle i,1 < ¢ < n. Die Abbildung G(L/K) —
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Sp mit ¢ +— o(p) ist ein Gruppenhomomorphismus, wie man leicht nachrechnet; sie ist
injektiv, weil der K —Automorphismus ¢ von L = K(ay,...,an) durch (p(a1),...,o(am))
eindeutig festgelegt ist.

Wir kénnen also die Galoisgruppe von f iiber K mit einer Untergruppe der symmetri-
schen Gruppe S, identifizieren, wobei n die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in
jedem Zerfallungskorper von f ist. Welche Untergruppe man erhélt, wird im allgemeinen
von der Numerierung der Nullstellen abhédngen; unterschiedliche Numerierungen fithren zu
konjugierten Untergruppen in S, .

Multiplizieren wir f mit einem Skalar a € K, a # 0, so &ndert sich die Menge der Null-
stellen nicht: Die Polynome f und af haben dieselben Nullstellen, dieselben Zerfallungs-
korper und dieselbe Galoisgruppe iiber K. Deshab kénnen wir uns im folgenden meistens
auf den Fall beschrénken, daff f normiert ist.

5.2. Ist f wie in 5.1 irreduzibel in K[X], so haben alle Nullstellen des (separablen)
Polynoms f die Multiplizitdt 1. Daher gilt oben n = grad f. Auferdem operiert G(L/K)
in diesem Fall transitiv auf den Nullstellen von f in L, siche Satz V.4.6. Fassen wir nun
die Galoisgruppe von f iiber K als Untergruppe von S, auf, so operiert diese Gruppe
transitiv auf {1,...,n}. Daraus folgt mit Satz 1.6.4, daf n die Ordnung der Gruppe teilt.
Dieses erhélt man aber auch aus n = [K(a1) : K] | [L: K] = |G(L/K)]|.

Ist zum Beispiel f € K[X] ein irreduzibles und separables Polynom vom Grad 2, so
folgt, daf die Galoisgruppe von f iiber K zu Ss isomorph ist.

Sei nun f € K[X] irreduzibel und separabel vom Grad 3. Wir kénnen annchmen, daf
f normiert ist, und haben dann f = ?:1()( — a;) tuber dem Zerfallungskorper L =
K(ay,a3,a3). Ist G das Bild von G(L/K) in S3 unter einer Einbettung wie in 5.1, so ist
|G| durch 3 teilbar. Daraus folgt G = S3 oder G = Ajs. Setze

A(f) := (a1 — a2)(a1 — a3)(az — as).

Dann ist A(f)? = D(f) die Diskriminante von f wie in IV.3.6(2). Nehmen wir nun an
daf char(K) # 2. Man rechnet leicht nach: Ist G = Ajs, so gehért A(f) zu LE = K;
ist G = S35, so gilt (A(f)) = —A(f) fiir diejenigen ¢ € G(L/K), fir die o(p) eine
Transposition ist. Also gehért A(f) genau dann zu LY = K, wenn G = Ajs. Daher ist
G = As dazu dquivalent, daff D(f) ein Quadrat in K ist. Dieses Kriterium kann man
praktisch anwenden, weil man D(f) durch die Koeffizienten von f ausdriicken kann. Hat
zum Beispiel f die Form f = X3 4+ pX + ¢ mit p,q € K, so gilt D(f) = —4p® — 27¢%,
siehe 1V.3.6.

5.3. Sei K weiterhin ein Korper. Sind a,b € K mit a # 0, so gibt es einen Automor-
phismus @,x 45 des Polynomrings K[X] mit ¢,x15(X) = aX +b und (pax)|x = ldk:
Nach Satz IV.1.4 gibt es genau einen Ringendomorphismus ¢,x 4, von K[X] mit diesen
Eigenschaften, und man sieht leicht, dak ¢,-1(x_p) eine zu @ux 44 inverse Abbildung ist.

Sei nun f € K[X] mit grad f > 0, und sei L ein Zerfallungskorper von f {iber K. Es
gibt also a; € L und ¢ € K, ¢ # 0 mit f = ¢[][ (X — a;). Dann folgt, da wir @ux+s
auch auf L[X] definieren konnen, daf

eaxio(f) = c[[(aX +b—a;) = ca" [[(X = 2)

i=1 i=1
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mit b; = (a; — b)/a. Die b; sind dann die Nullstellen von @, x15(f); wegen a; = ab; + b
ist die Bestimmung der Nullstellen von f &quivalent zu der Bestimmung der Nullstellen
von @ax1b(f). Offensichtlich ist L = K(ay,as,...,a,) = K(b1,be,...,b,) auch ein Zer-
fallungskorper von ¢,x44(f) iiber K; die Polynome f und ¢gx15(f) haben dieselben
Galoisgruppen.

Ist f=X"+Y" ;X" normiert vom Grad n und gilt char(K) {n, so wendet man
die Konstruktion oben insbesondere mit px_., /, an. Eine einfache Rechnung zeigt, daf es
¢ e K mit ox_c /n(f) =f=X"+3 1, ;X" gibt, d.h., das neue Polynom ist wieder
normiert und hat dazu die Eigenschaft, daf der Koeffizient von X"~ ! gleich 0 ist. Man
nennt @x_., /n(f) das zu f gehorige reduzierte Polynom.

Im Fall n = 2 fithrt der Ubergang zum reduzierten Polynom auf Polynome der Form
X2 + a, deren Nullstellen sich als ++/—a schreiben lassen. In Fall n = 3 kann man sich so
auf Polynome der Form X3+ pX 4 ¢ beschriinken, deren Nullstellen durch die Cardanosche

B R N

gegeben ist, falls char(K) > 3; hier muf man die beiden dritten Wurzeln so wéhlen, daf
deren Produkt gerade —p/3 ergibt.

5.4. FEine Korpererweiterung L/K heilt durch Radikale auflosbar, wenn es Elemente
u,...,up € L und natiirliche Zahlen myq,...,my gibt, so dak L C K(uq,...,ux) gilt
und ui € K und u" € K(uy,...,u;—1) fir ¢ = 2,...,k, dh., wenn ein Turm K =
Ko C Ky C -+ C K endlicher Erweiterungen mit Kj D L existiert, so daf jede einzelne
Erweiterung K;/K;_1 durch Adjunktion eines Radikals eines Elementes in K;_1 entsteht.

Fiir ein Polynom f € K[X], f ¢ K, sagt man, daf die Gleichung f(z) = 0 durch
Radikale auflosbar ist, wenn fiir einen Zerféllungskérper L von f {iber K die Erweiterung
L/K durch Radikale auflosbar ist. Die Beispiele in 5.3 zeigen, daf alle Polynome vom
Grad 2 und 3 durch Radikale auflosbar sind, wenn char(K) > 3.

Satz 5.5. Sei L/K eine endliche Erweiterung eines Korpers K der Charakteristik 0.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Die Erweiterung L/K ist durch Radikale auflisbar.

(ii) Es gibt eine endliche Galoiserweiterung M/K mit M D L, so daff die Galois-
gruppe G(M/K) auflosbar ist.

Beweis: (1) = (ii): Nach Voraussetzung existiert zu der Erweiterung L/K eine Erweiterung
M/K , die durch sukzessive Adjunktion von Radikalen entsteht und L enthilt. Sei K > M
ein algebraischer Abschlufs von K. Im ersten Schritt wird gezeigt, dafl sogar eine normale
Erweiterung M’/K dieser Art mit M’ C K existiert, d.h., man kann M/K spiter als
normal annehmen.

Der Beweis wird durch Induktion iiber den Grad [M : K] = n gefiihrt. Da die Aussage
fiir n = 1 richtig ist, sel n > 2 vorausgesetzt. Dann existieren ein Zwischenkérper My der
Erweiterung M/K und a € M, so dak M = My(a) # My und a™ € My fiir irgendein
m > 0. Dann gilt [My : K] <n — 1; nach Induktionsvoraussetzung existiert eine normale
Erweiterung M| /K, die durch sukzessive Adjunktion von Radikalen entsteht und so daff



148 Galoistheorie

My C M} C K. Man betrachte das Polynom

f= JI ™ =elm)eMx).
pEG(MY/K)

Wie in 1.3 sieht man, daf ¢*(f) = f fiir alle ¢ € G(M}/K), also f € K[X] da K =
(M))GM/K)  Sei M' der Zerfallungskorper in K des Polynoms f iiber Mj. Das gewihlte
a € M C K ist Nullstelle des Polynoms f, nimlich des Faktors X™ — a™; also gilt
M = My(a) C M.

Als endliche normale Kérpererweiterung ist Mj/K Zerfallungskorper eines Polynoms
g € K[X]. Dann ist M’ Zerfallungskorper von f - g iiber K, also ist M’/K normal.
Man erhélt M’ aus M durch Adjunktion aller m—ter Wurzeln aller p(a)™, und es gilt
¢(a)™ € M. Daher ist M’ als Erweiterung von M durch Radikale auflosbar, also M'/K
eine normale, durch Radikale auflosbare Erweiterung.

Wir nehmen also jetzt an, dall M/K eine normale Erweiterung ist, die durch sukzessive
Adjunktion von Radikalen entsteht und die L enthélt. Es gibt einen Turm K = Ky C
Ky C--- CKp=M,wobei K =K;_i(u;) fii i =1,...,k mit v € K;_; fiir geeignetes
positives m; € Z. Es sei m das kleinste gemeinsame Vielfache der Exponenten my, ..., my;
sei ¢ € K eine primitive m-te Einheitswurzel. Die Kérpererweiterung M (¢)/K (¢) entsteht
dann ebenfalls durch sukzessive Adjunktion von Radikalen: Setzt man K/ := K;(¢), so
erhilt man eine Kette K(¢) = K, C K| C --- C K}, = M(¢), wobei K] = K/_;(u;), und
u" € K/_, fiir alle ¢ > 0; auBerdem ist jeder Exponent m; ein Teiler von m.

Die Erweiterung M (¢)/K ist galoissch, denn M/K ist als normale Erweiterung Zerfil-
lungskorper eines Polynoms h iiber K, also ist M (() Zerfallungskorper von h - (X™ — 1)
tiber K . Die Erweiterungen K/K/_, sind nach Satz 4.2 Galoiserweiterungen mit zyklischer
Galoisgruppe. Setze G; := G(M(¢)/K}) fiir 0 < i < k. Weil jedes K[/K]_, galoissch ist, ist
G, nach Satz 1.4 eine normale Untergruppe in G;_1, und es gilt G;_1/G; = G(K|/K|_,). Es
folgt, dak G;_1/G; abelsch ist. Nach Satz 2.8 ist auch K, = K(¢)/K eine Galoiserweiterung
mit abelscher Galoisgruppe. Daher ist G eine normale Untergruppe in G := G(M(¢)/K),
so daRk G/Go =2 G(K(¢)/K) abelsch ist. Deshalb ist

G=GM)/K)>Go >G> >Gp={e},

eine abelsche Normalreihe in G (siehe § 11.3), und G ist auflosbar.

(ii) = (i): Sei nun M/K eine galoissche Erweiterung, deren Galoisgruppe G(M/K) auf-
16sbar ist und die L enthélt. Sei ¢ eine primitive n—te Einheitswurzel, n = [M : K]. Die
Erweiterung M(¢)/K ist eine Galoiserweiterung. [Ist M Zerfallungskorper von f € K[X]
iiber K, soist M(¢) Zerfallungskorper von f- (X" —1) iiber K.| Ist 0 € G(M(¢)/K(¢)),
so hat die Einschrénkung |57, da M/K normal ist, die Eigenschaft oj5,(M) C M; also
definiert die Zuordnung o +— 0| einen Homomorphismus

res : G(M(C)/K(()) — G(M/K).

Fir 7 € ker(res) gilt 7(z) = z fiir alle ¥ € M. Andererseits gilt 7z = Id, da
T € G(M(C)/K(¢)). Also ist 7(y) = y fur alle y € M(¢), d.h., der Homomorphismus
res ist injektiv. Deshalb ist G(M({)/K(¢)) auflosbar. Dann besitzt (nach Satz I11.3.5)
G = G(M(¢)/K(¢)) eine abelsche Normalreihe G = Gy > Gy > --- > G, = {e}, so
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daR die Faktorgruppen G;_1/G; (i =1,...,m) zyklisch von Primzahlordnung sind. Dieser
Normalreihe entspricht nach Satz 1.4 ein Kérperturm K(¢) = Ko C --- C K,,, = K(();
jede Erweiterung K;/K;_; ist galoissch und ihre Galoisgruppe ist zyklisch. Der Kérpergrad
n; = [K; : K;—1] teilt n = [M(¢) : K(¢)], und K;_; enthélt die n—ten Einheitswurzeln. Es
folgt (vgl. Satz 4.2), daf K; Zerfallungskorper eines Polynoms X™ —a; mit a; € K;_; ist.
Deshalb entseht die Erweiterung M (¢)/K durch die sukzessive Adjunktion von Radikalen.

|

Korollar 5.6. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung eines Kéorpers K der Cha-
rakteristik 0. Dann ist L/K genau dann durch Radikale auflosbar, wenn die Galois-
gruppe G(L/K) auflésbar ist.

Beweis: Ist L/K durch Radikale auflosbar, so gibt es nach Satz 5.5 eine endliche Galois-
erweiterung M/K mit M D L, so dak die Galoisgruppe G(M/K) auflosbar ist. Nach
Satz 1.4 gilt nun G(L/K) = G(M/K)/G(M/L), also ist nach Satz 11.3.2 auch G(L/K)
auflosbar. Die Umkehrung ist nach Satz 5.5 klar. |

Bemerkung: Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Fiir ein Polynom f € K[X], f ¢ K
sagt Korollar 5.6 insbesondere, daft die Gleichung f(z) = 0 genau dann durch Radikale
auflosbar ist, wenn die Galoisgruppe von f iiber K auflosbar ist.

Gilt grad f < 4, so ist dies immer der Fall. Denn die Galoisgruppe ist dann zu einer
Untergruppe G in einer symmetrischen Gruppe S, mit n < 4 isomorph. Die Gruppe
Sy ist auflosbar; sie besitzt die abelsche Normalreihe Sy > Ay >V > {e}, wobei V die
Kleinsche Vierergruppe {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} bezeichnet, siche Beispiel 11.3.1(3).
Also ist auch G auflosbar. Im Fall grad f = 3 folgt dies natiirlich auch aus der (hier nicht
bewiesenen) Cardanoschen Formel in 5.3. Auch im Fall grad f = 4 war die Auflésbarkeit
der Gleichung f(z) = 0 seit dem 16. Jahrhundert bekannt.

Fiir grad f > 5 lassen sich die Nullstellen von f im allgemeinen nicht durch Radikale
beschreiben. Nach Beispiel 11.3.8 sind S,, und A,, fiir n > 5 nicht auflésbar. Es gibt aber
Polynome des Grades 5 iiber Q, so dak die Galoisgruppe des Zerfallungskorper von f
iber Q zu S5 isomorph ist, sieche Aufgabe 6.

§ 6 Norm und Spur

6.1. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K. Jeder K -linearen
Abbildung ¢ : V — V ist das charakteristische Polynom

pp =det(X -1d — ) € K[X]
zugeordnet. Es hat die Form (mit n =dimV )
Ppp=X"— (tro) X" 4+ 4 (=1)"det o,

wobei tr die Spur von ¢ und det ¢ die Determinante von ¢ bezeichnen. Fiir alle ¢, v €
Endg (V) gilt bekanntlich det(y o ¥) = det ¢ - det ¥ und tr(Ap + pp) = Atr(p) + ptr(y)
fiir alle A\, u € K.

Sind L/K eine endliche Korpererweiterung und a ein Element in L, so ist durch ¢, (v) =
av fir alle v € L ein Endomorphismus ¢, : L — L des K —Vektorraumes L gegeben; die
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Zuordnung a — ¢, definiert einen Ringhomomorphismus L — Endg (L) von L in den
Endomorphismenring von L iiber K. Wir bezeichnen das charakteristische Polynom von
Yo Mit X 1/K = Py, - Wir erhalten nun eine Abbildung, genannt Spur,

tI‘L/Ki L — K
a = tre,

und eine Abbildung, genannt Norm,

npg:L — K
a +— detp,.

Die Spurabbildung tr g ist K-linear, und die Normabbildung ist multiplikativ, d.h., es
gilt np/x(ab) =np/g(a) np/(d) firalle a,b € L.

Beispiele: (1) Ist ¢, beziiglich einer Basis vy, ..., v, von L iiber K durch av; = ZJ- ivj
mit aj; € K gegeben, so gilt X, 1/ = det(X E, — (a;)), wobei E,, die Einheitsmatrix ist.
Nun folgt trp g (a) = Y, ai; und np /g (a) = det(aj;).

(2) Seien K = Q und L = Q(v/d) fiir ein Nichtquadrat d € Q. Fiir a = a; + asv/d € L
mit a1,a2 € Q hat ¢, beziiglich der Basis 1,v/d die Matrixform (a‘ d;f). Somit ist

az
Xa,L/K = X2 201X + a2 — da2; es gilt trr/x(a) = 2a1 und np g (a) = a? — da3.

Lemma 6.2. Sei M ein Zwischenkiorper einer endlichen Koérpererweiterung LK .
Dann gilt
[L:M]
Xa,L/K = XQ}M K

fiir alle a € M.

Beweis: Seien wvq,...,v, eine Basis von M iiber K und wy,...,w,, eine Basis von L
iber M. Dann bilden alle Produkte wygv; nach Satz V.1.2 eine Basis von L iiber K.
Es gibt aj; € K mit av; = 337, ajiv;. Setze A gleich der Matrix aller aj;; dann gilt
Xa,M/K = det(XEn - A)

Weiter gilt awgv; = E;Lzl ajwyv; fir alle ¢ und k. Dies zeigt, daf die Matrix von ¢,
auf L beziiglich der Basis aller wyv; die Form

A 0 ... 0
0 A ... 0
0 0 ... A
hat. Daraus folgt unmittelbar x, r/x = det(X E, — A)™, also die Behauptung. [

Bemerkung 6.3. Unter den Voraussetzungen des Satzes erhdlt man fiir alle a € M, dafs

trp/ic(a) = [L: Mltryg(a)  und  npjp(a) = nagyp(a) 20

Wir konnen dies insbesondere fiir beliebiges a € L auf M = K(a) anwenden und erhalten
o

trp ic(a) = [L: K(a)] trreyr(a)  und  npp(a) = nggx (@5 @0 (1)
Man kann auch (wieder fiir beliebiges M) zeigen, dak try g = tray/ g otrp s und np )i =
nM/K o nL/M .
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Satz 6.4. Seien L/K eine endliche Kérpererweiterung, und a € L. Das Minimal-
polynom wvon a habe die Form mqx = X" + a1 X"+ X + ag mit
g, Q1,...,an—1 € K. Dann gilt

trpi(a) = —[L: K(@)]an1  und  npgla) = ((—1)"ag)HK @)

Beweis: Nach 6.3(1) reicht es, den Fall L = K(a) zu betrachten. In diesem Fall hat L die

Basis 1,a,a?,...,a" ! iiber K. Die Matrix von ¢, beziiglich dieser Basis ist dann
000 ... 0 —Q
100 ... 0 -—-m
010 ... 0 -—a
000 ... 0 —apo
000 ... 1 —ap
Sie hat Spur —ay,—1 und Determinante (—1)"«q. Daraus folgt die Behauptung. u

Bemerkung: Man kann genauer zeigen, dab X, x(s)/xk = ™Ma k- Nach dem Satz von
Cayley-Hamilton gilt namlich X x(a)/x (¢a) = 0. Andererseits ist X4, x(a)/x(¥a) (1) =
Xa,K(a)/K (@) Da nun a eine Nullstelle von X, g(a)/x ist, folgt ma i | Xa,x(a)/x- Nun
erhalten wir Gleichheit, weil beide Polynome normiert und vom Grade [K(a) : K] sind.

Beispiel: Seien K ein Korper der Charakteristik p > 0 und @ € K ein Element, das keine
p—te Potenz in K ist. Nach Satz 4.4 ist XP — a irreduzibel in K[X]. Wihle eine Nullstelle
b von XP—a in K und setze L := K(b). Danun my, g = XP —a, gilt [K(b) : K] = p. Wir
wollen zeigen, daf in diesem Fall trz,/x(c) = 0 und np/g(c) = ¢? fiiralle c€ L. Ist c€ K,
so gilt mex = X — ¢, und Satz 6.4 sagt in diesem Fall try, x(c) = [L : K]c = pc =0
sowie npx(c) = (=(=¢))P = c”. Sei nun ¢ € L mit ¢ ¢ K. Wenden wir den Gradsatz auf
K(b) D K(c¢) D K an, so erhalten wir [K(c) : K] = p, also gradm. g = p. Andererseits
gilt ¢ € K, da c e K(b) = K[b] und b” = a € K. Daraus folgt mcx = XP — cP, also
trp/i(c) =0 und np g(c) = (=1)P(—=cP) = cP.

Satz 6.5. Sei L/K eine endliche separable Erweiterung des Grades n = [L : K].
Die n verschiedenen K —Homomorphismen L — K seien mit o1, ...,0, bezeichnet.
Dann gilt

o) = oia)  und  ngx(a) = [[oita).
i=1 =1

fiir alle a € L.
Beweis: Sei a € L; wir schreiben mg,x = X" + a1 X"V 4+ o+ a1 X + ap mit
ap,ai,...,a,—1 € K. Nach Satz V.5.8 ist auch K (a)/K separabel, also gibt es r verschie-

dene K -Homomorphismen 71,7s,...,7. von K(a) nach K. Die 7;(a) sind dann gerade
die Nullstellen von mq i in K, es gilt mq x = [T (X —7i(a)), also

T

ZTZ'(CL) =—a,_1 und HTi(a) = (—1)"ayp.
i=1

=1
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Fiir jedes j = 1,...,7n ist (0}) k(e ein K-Homomorphismus K(a) — K, also einer der
7; mit 1 <4 < 7. Fiir jedes @ ist die Anzahl der j mit (0j)x(e) = 7 gleich [L: K(a)]s =
[L : K(a)], siche V.5.1. Daraus folgt

> ojla) =[L: K(a)] Y 7i(a) = —[L: K(a)] ap_y =ty (a),
j=1 i=1

wobei wir zum Schluf Satz 6.4 benutzen. Analog folgt die Behauptung fiir ny/x(a). |

Satz 6.6. Sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung.
(a) EBs gibt ein Element a € L mit trp x(a) # 0. Die K -lineare Abbildung try i :

L — K ist nicht—trivial und damit surjektiv.

(b) Durch (v,w) := trp, g (vw) wird eine symmetrische nicht-ausgeartete Bilinear-
form des K —Vektorraumes L definiert.

Beweis: (a) Sind 7, ...,7, mit n = [L : K| die paarweise verschiedenen Homomorphismen
von L in K, so sind diese linear unabhéingig als Elemente in Abbx(L; K). Da trp x(a) =
>y 7i(a) gilt, kann try g nicht die Nullabbildung sein.

(b) Die genannte Zuordnung definiert offenbar eine symmetrische Bilinearform. Diese ist
zudem nicht—ausgeartet: Sei v # 0 ein Element in L, und sei a € L ein Element mit

trp i (a) # 0. Dann gilt (v,av™ 1) = trp i (a) # 0. [ ]

Der folgende Satz ist unter dem Namen Hilberts Satz 90 bekannt:

Satz 6.7. Seien L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe
G(L/K) und o ein erzeugendes Element von G(L/K). Sei b € L. Es gilt genau
dann np i (b) =1, wenn es ein a € L* mit b= ac(a)™' gibt.

Beweis: Setze n = [L : K]. Es ist also ny k(b)) = [17=) o’ (b). Gibt es ein a € L* mit
b = ao(a)~", so folgt o'(b) = o'(a)o’!(a)~" fiir alle i, also npx(b) = 0%(a)o™(a)™! =
aa"l=1.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dak ny,/x (b) = 1. Fiir alle j > 0 setze b; = HZ 0 i (d).
Es gilt also by = 1 und b; = b sowie b, = np i (b) = 1. Wegen der linearen Unabhanglgkelt

der ¢ mit 0 <i < n (siehe Korollar 3.3) gilt Z;‘l:_ol bjod # 0. Es gibt also ¢ € L mit

n—1
a:= ijaj(c) # 0.

=0

Nach Konstruktion gilt o(b;) = bilbj_,_l fiir alle j. Wegen o™ =Id = ¢° und b, = 1 = by
folgt nun

ola) =b" Zb 109 e) = b~ 1Zbka c) a,

7=0

also b = ao(a)~! wie behauptet. [
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Hier kommt eine additive Version von Satz 6.7:

Satz 6.8. Seien L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe
G(L/K) und o ein erzeugendes Element von G(L/K). Set b € L. Es gilt genau
dann trp g (b) =0, wenn es ein a € L mit b=a —o(a) gibt.
Beweis: Setze n = [L : K]. Es ist also try x(b) = S, oi(b). Gibt es ein a € L mit
b=a—o(a), so folgt o'(b) = o'(a) — o' (a) fiir alle 4, also trp/x(b) = 0°(a) — 0™(a) =
a—a=0.
Nehmen wir nun umgekehrt an, daf trp g (b) = 0. Fiir alle j > 0 setze b; = ZZ 0 Loi(b).
Es gilt also bp = 0 und by = b sowie b, = trp;r(b) = 0. Nach Satz 6.6.a glbt esein ce L
mit trp /g (c) # 0. Setze

Zb 0"7

Nach Konstruktion gilt o(bj) = bj+1 — b fiir alle j. Wegen o =Id = ¢° und b,, = 0 = by
folgt nun

tIL/K

ola) = Eisobin =0 _ Y=ot _
trr/k(c) trp i (c) '

also b = a — o(a) wie behauptet. [

Mit Hilfe von Satz 6.8 konnen wir nun Satz 4.2.b ergédnzen:

Satz 6.9. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Sei L/K eine endliche

Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G(L/K) der Ordnung p. Dann gibt

esa€Ll mit L=K(a) und a® —a € K.
Beweis: Sei o ein erzeugendes Element von G(L/K). Fiir alle b € K gilt trp g (b) = [L :
K]b = pb=0. Nach Satz 6.8 gibt es deshalb zu b = —1 ein @« € L mit a — o(a) = —1,
also mit o(a) = a + 1. Daraus folgt o(a) = a + i fiir alle 4, und die @ +i mit 0 <i < p
sind p verschiedene Nullstellen von mg . Aus p = [L: K] > [K(a) : K] = gradme g > p
folgt nun [L: K| = [K(a) : K], also L = K(a). Aufierdem gilt o(a?) = (a + 1)? =a? + 1,
also o(a? —a) = a? +1 — (a + 1) = a® — a; daher gehért a? — a zu LEW/E) = K [
Bemerkung: Man kann unmgekehrt zeigen: Sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0.
Hat ein Polynom f = XP — X — b mit b € K keine Nullstelle in K, so ist f irreduzibel,
und die Galoisgruppe von f iiber K ist zyklisch von der Ordnung p.

UBUNGEN

§ 1 Galoiserweiterungen

1. Es sei L der Zerfillungskorper des Polynoms f(X) = (X2 —2)(X% +1) € Q[X]. Bestimme
die Galoisgruppe G(L/K), ihre Untergruppen und die zugehorigen Fixkorper in L.

2. Das iiber Q irreduzible Polynom f = X®—7 in Q[X] besitzt die drei verschiedenen Wurzeln
VT, w/T,w? /7, wobei w eine primitive dritte Einheitswurzel ist. Sei L der Zerfillungskorper
von f iiber Q.

(a) Zeige, dak die Galoisgruppe G(L/Q) von L iiber Q isomorph zur symmetrischen Gruppe
S3 ist.

(b) Finde ein a € L mit der Eigenschaft L = Q(«).

(¢) Bestimme die Untergruppen von G(L/Q) und die zugehdrigen Zwischenkorper.
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10.

11.

12.

Galoistheorie

. Im Polynomring Q[X] sei das Polynom f = X%+ 3 gegeben.

(a) Zeige: f ist irreduzibel.

(b) Bestimme den Zerfillungskorper K von f als Teilkorper des Korpers der komplexen
Zahlen C, bestimme seinen Grad und gib eine Basis von K iiber Q an.

(c) Skizziere die Wurzeln (1, (2, (3,4 € C des Polynoms f in der komplexen Ebene und zeige:
Die Galoisgruppe G(K/Q) induziert genau diejenigen Permutationen o von {(i,..., (4}, fir
die

|‘7(<V) - U(gu)l = |<V - Cu‘
fiir alle v, p € {1,2,3,4}.

(d) Bestimme eine Kompositionsreihe von G(K/Q) und die zugehorige Folge von Teilkorpern
von K.

. Sei L/K eine separable Korpererweiterung vom Grad 4. Es gebe a,b € L mit L = K(a,b)

und gradmge x = 2 = gradms k. (Solche Erweiterungen werden biquadratisch genannt.)
Zeige, dak L/K eine Galoiserweiterung ist und bestimme G(L/K).

. Es seien py,...,p, paarweise verschiedene Primzahlen. Man bestimme die Galoisgruppe der

Erweiterung Q(,/p1, /P2, ---,v/Pn)/Q.

. (a) Sei p eine Primzahl. Zeige: Enthélt eine Untergruppe G der symmetrischen Gruppe S,

eine Transposition und einen p-Zykel, so gilt G = 5),.

(b) Sei p eine Primzahl. Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad p. Zeige: Hat f
genau zwei nicht-reelle Wurzeln, so ist die Galoisgruppe G(L/Q) des Zerfallungskorpers L
iiber Q isomorph zu Sp,.

(c) Bestimme die Galoisgruppe des Zerfillungskdrpers L/Q des Polynoms X° — 6X + 3 €
Q[x7.

. Sei K = C(y) der Korper der rationalen Funktionen in y. Betrachte die C—Automorphismen

0,7 von K, definiert durch ¢ :y+ —y und 7:y~ iy~'. Sei G die von ¢ und 7 erzeugte
Untergruppe von AutcK . Zeige: Der Fixkorper F = K ist der Kérper C(w) der rationalen
Funktionen in w = y% — y~2.

. Sei L/K eine Galoiserweiterung mit char K = 0. Sei U eine Untergruppe der Galoisgruppe

G(L/K); fiir alle a € L setze try(a) = ). oy o(a). Zeige: Ist ay,...,a, eine Basis von L
iiber K, so gilt fiir den zu U gehdrenden Fixkérper LY = K (try(a1), .. ., tru(an)).

. Seien K ein Korper, n € N und a € K. Sei L ein Zerfallungskorper des Polynoms f = X" —

a € K[X]. Zeige: Falls char K kein Teiler von n ist, dann ist L/K eine Galoiserweiterung
und die Galoisgruppe von L/K ist zu einer Untergruppe der Gruppe der Matrizen der Form
( :é 31/ ) mit x € (Z/nZ)* und y € Z/nZ isomorph.

Sei k ein Korper, L = k(X1,X2). In dem Korper L definiere X5 := —(X; + X3), Q :=
X] 'X2 . X3, P .= X1X2 +X2X3 +X5X1 und setze K := k(P, Q) Cc L. ZCigCZ L/K ist eine
Galoiserweiterung mit Galoisgruppe Ss.

Sei K ein Korper und f € K(X) eine rationale Funktion mit der Eigenschaft f(X) = f (%)
Zeige: Es gibt ein g € K(X) mit f(X) = g(X + %).

Fiir jedes n € N gibt es einen Kérper K, C Q, fiir den K,,/Q galoissch mit Galoisgruppe Sy,
ist. Man beweise oder widerlege: Es gibt ein n € N und einen Kérper K mit Q C K C K,
so daf K/Q galoissch ist mit Galoisgruppe Z/7Z.
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13.

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Sei f € K[X] ein normiertes irreduzibles Polynom.
Dann gibt es paarweise verschiedene normierte irreduzible Polynome g¢1,¢2,...,9, € L[X]
und ganze Zahlen mi,ma,...,m, >0 mit f=[],_, g/". Zeige, da

{9192, 9r} ={0"(91) | 0 € G(L/K) },

und daf m; = 1 fiir alle .

§ 2 Einheitswurzeln

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sei L = Q(¢g) der achte Kreisteilungskorper iiber Q (mit (s eine primitive achte Ein-
heitswurzel). Bestimme die Galoisgruppe G(L/Q), deren Untergruppen und die zugehorigen
Zwischenkorper der Erweiterung L/Q.

Setze ¢ = e*™/12 eine primitive 12-te Einheitswurzel. Die relativen Automorphismen des
Kreisteilungskorpers Q(¢) iiber Q sind durch die Zuordnungen

or 1 ¢ — CF K] € (Z/122)*
vollstédndig beschrieben, und die Zuordnung j : oy — k mod 12 liefert einen Isomorphismus

der Galoisgruppe G der Erweiterung Q(¢)/Q auf (Z/12Z)*.

(a) Zeige: Die Galoisgruppe von Q(¢)/Q wird durch die Automorphismen o1,05,07 und
011 gebildet und ist isomorph zur Kleinschen Vierergruppe.

(b) Bestimme fiir jede Untergruppe von G(Q(¢)/Q) den zugehérigen Zwischenkorper der
Erweiterung Q(¢)/Q und schreibe diesen als einfache Erweiterung von Q.
Sei a eine primitive siebte Einheitswurzel. Dann ist das zugehorige Minimalpolynom mq g

iiber Q gleich dem siebten Kreisteilungspolynom ®; = E?:o X1 die Erweiterung Q(a)/Q
ist galoisch. Die Galoisgruppe von Q(a)/Q werde mit G bezeichnet. Zeige:

(a) Es existiert ein o € G mit o(a) = a®. (Welche Ordnung hat o?)
(b) Die Gruppe G wird von o erzeugt.
(c) Es gilt 03(z) = Z fiir alle z € Q(a).
(d) Man bestimme die Minimalpolyome von b:=a + a% und c:= a + a? + a*.
e) Zeige, dak die einzigen echten Zwischenkorper der Erweiterung Q(a urch die Er-
Zeige, dafs die einzi h Zwischenkd der Erwei Q Q durch die E
weiterungen Q(b)/Q und Q(c¢)/Q gegeben sind.
(a) Seien K ein Kérper und f = [ ;(X — a;) € K[X] ein Polynom mit ai,...,a, € K.
Zeige, daf
TTte: — a)* = (-1 T] (a).
i<j i=1
(b) Sei p eine ungerade Primzahl. Setze ¢, = 2™/?. Zeige: Es gibt genau eine quadratische
Erweiterung Z von Q, die im Kreisteilungskorper Q(¢,) enthalten ist, und zwar gilt

Z = Q(y/(-1)-V/2p).

Sei p eine ungerade Primzahl. Setze (, = ¢>™/?. Zeige: Der Kreisteilungskorper Q(¢,) besitzt
einen eindeutig bestimmten Teilkérper L vom Grade [L : Q] = (p — 1)/2; dieser wird von
dem Element ¢, +¢7~" = 2cos(27/p) erzeugt, und es gilt L =Q((,) NR.

(a) Man bestimme den Koérpergrad von Q( ¥/5) iiber Q und iiber Q(v/5).

(b) Sei ¢ :=e?™/10. Zeige: Q(¢) NR = Q(v5).

(c) Welchen Grad hat der Zerfillungskérper L von X'0 — 5 iiber Q?
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20.

21.

22.

23.

Galoistheorie

Seien a € Q und n € N,n > 2. Sei ferner o € C eine Nullstelle von X™ —a. Setze ¢ := e2m/™
und L := Q(¢,«) C C. Dann ist L ein Zerfillungskorper von X™ — a iiber Q.

(a) Zeige: Es gibt einen injektiven Homomorphismus von G(L/Q) in die multiplikative
Gruppe der Matrizen

mit folgender Eigenschaft: Wenn o € G(L/Q) auf (
¢" und o(a) = *a.
(b) Bestimme das Bild dieses Homomorphismus im Fall des Polynoms X1° —5 € Q[X].

> | 7€ (Z/nZ)", 5€ Z/nZ}

[enlii 1]
=1 )

’ ) abgebildet wird, so ist o(¢) =

[l ]
=1

Sei ¢ bzw. n eine primitive m—te bzw. n—te Einheitswurzel in C , wobei ggT(m,n) = 1.
Zeige: Q(¢) N Q(n) = Q und G(Q(¢,1)/Q) = G(Q(()/Q) x G(Q(n)/Q)-

Gegeben sei das Polynom g = X®+ X*+ X2 +1 in Q[X].

(a) Bestimme den Zerféllungskorper L von g und die zugehorige Galoisgruppe G(L/Q).

(b) Faft man g als Polynom in F5[X] auf, so hat dieses Polynom welche Galoisgruppe?

Zeige mit Hilfe der Kreisteilungstheorie, daf es einen Korper K O Q gibt, der galoissch ist
iber Q und G(K/Q) 2 Z/77Z erfiillt.

§ 3 Lineare Unabhéngigkeit von Kérperhomomorphismen, Normalbasen

24.

25.

26.

27.

Seien G eine endliche Gruppe und K ein Korper.

(a) Zeige mit Hilfe von Satz 3.2, daR es hochstens |G| Charaktere von G in K gibt.

(b) Zeige, dak es genau |G| Charaktere von G in K gibt, wenn G kommutativ ist und wenn
K=C.

Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung, sei K ein algebraischer Abschluf von K mit
L C K. Zeige, dak die Menge V aller K -linearen Abbildungen L — K ein K-Unterraum
von Abb(L, K) ist und daR dimz V = [L : K]. Gib damit und mit der Theorie von § 3 einen
neuen Beweis der Ungleichung [L : K|; < [L : K| von Lemma V.5.2.b.

Finde eine Normalbasis fiir
(a) Q(V?2) iiber Q, (b) Q(v2,V3) iiber Q.

Sei K ein Korper der Charakteristik 3, sei a € K, so dak f = X3 — X — a irreduzibel in
K|[X] ist. Finde eine Normalbasis fiir den Zerféllungskorper von f iiber K.

§ 4 Die Polynome X" —a

28.

29.

30.

Seien K = Q(i) C C mit i = —1 und L = K(a) mit o = ¥/2 € R. Zeige:

(a) Das Polynom f := X®—2 ist iiber K irreduzibel, und L ist ein Zerfallungskorper von f.
(b) Es gibt genau einen Automorphismus o von L/K mit o(a) = (1 +i)a™3, und dieser
erzeugt die Galoisgruppe der Erweiterung L/K .

(c) Welche echten Zwischenkorper hat die Erweiterung L/K?

Sei f=X"—c e F[X] ein irreduzibles Polynom iiber einem Korper F der Charakteristik 0,
der die n—ten Einheitwurzeln enthalte. Bezeichne mit E den Zerfallungskorper von f und
sei v eine Wurzel von f. Zeige: Ist n = p-q (p, ¢ natiirliche Zahlen), so ist F(a?) der einzige
Zwischenkorper Z von E/F mit [Z: F] =q.

Sei F' ein Teilkorper von C, der die p—te Einheitswurzel ¢ enthalte. Zeige: Ist E/F eine
Galoiserweiterung von Primzahlgrad p, so wird E durch Adjunktion einer p—ten Wurzel zu
F erhalten, d.h. es existiert ein a« € E mit o € F', so daff E = F(«) gilt.
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§ 5 Auflosbarkeit von Gleichungen

31. Bestimme die Galoisgruppen der folgenden Polynome in Q[X]:
(a) f=X3-2 () h=X*+X2-2X-1
(b) g=X3+X2-2X+1 (d) k=X>+3X+14
32. Sei a eine komplexe Wurzel des Polynoms f = X3 + X +1 in Q[X], und sei K ein Zerfil-
lungskorper von f {iber Q.
(a) Ist =3 in Q(a) bzw. in K?
(b) Zeige, daf der Kérper Q(«) aufser der Identitét keine weiteren Automorphismen besitzt.

33. (a) Ist f=X3+aX?+bX +c, so ist das zugehdrige reduzierte Polynom f=X34qX+r
mit q:bfg und r:%f%bJrc

(b) Zeige, dak die Diskriminante von f durch
D(f) = a®b* — 4b® — 4a®c — 27¢* + 18abc
gegeben ist.
§ 6 Norm und Spur

34. Sei E/F eine Erweiterung endlicher Korper, und bezeichne ng/p : E — F die Normab-
bildung. Sie induziert einen Gruppenhomomorphismus E* — F*, den wir wieder mit ng,/p
bezeichnen. Bestimme die Ordnung von kerng,r und imng,r und jeweils Erzeugende dieser
Gruppen.

35. Was bedeutet die Aussage von Hilberts Satz 90 fiir die Erweiterung C/R? Was Satz 6.87

36. Sei L/K eine endliche separable Korpererweiterung vom G{ad n. Seien o1, 09,...,0, die K—
Homomorphismen von L in einen algebraischen Abschluft K von K. Seien a1, as,...,a, € L.
Zeige:

(a) Ist A die Matrix aller oy(a;) und B die Matrix aller try,/x (a;a;), so gilt A'A = B.

(b) Es ist genau dann det(o;(a;)) # 0, wenn aq, ag, ..., a, eine Basis von L iiber K ist.






VII Moduln : Allgemeine Theorie und Moduln iiber
Hauptidealringen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe der Modultheorie eingefiihrt und erste
Eigenschaften und Beispiele von Moduln gegeben. Wir behandeln noethersche Moduln und
untersuchen genauer die Theorie der Moduln iiber einem Hauptidealring. Schliefflich werden
Tensorprodukte von Moduln iiber kommutativen Ringen betrachtet.

§ 1 Definitionen

1.1. Ein Linksmodul iber einem Ring R (kurz: ein R—Linksmodul) ist eine abelsche Gruppe
(M, +) zusammen mit einer Abbildung R x M — M, (a,z) — ax, so daf

alz+y) ar + ay
(a+bx = ax+bx
a(br) = (ab)x
lx = =z

fiir alle a,b € R und z,y € M gilt.

Beispiel: Ein Modul {iber einem Korper K ist dasselbe wie ein Vektorraum iiber K. Wie
in diesem ,klassischen Fall nennen wir die Abbildung R x M — M gelegentlich auch fiir
beliebige R die Skalarmultiplikation.

Bemerkung: Ist (M,+) eine abelsche Gruppe, so ist die Menge End(M) aller Gruppen-
homomorphismen f: M — M ein Ring [unter (f + ¢)(z) = f(z) + g(z) und (fg)(z) =
f(g(x))]. Ist M ein R-Linksmodul, so besagt das erste Axiom oben, daf €, : M —
M, x — az fir alle a € R zu End(M) gehort. Die anderen Axiome sagen, da a — ¢,
ein Ringhomomorphismus R — End(M) ist. Umgekehrt, ist ein Ringhomomorphismus
¢ : R — End(M) gegeben, so wird M ein R—Modul mit der gegebenen Addition und

ax := p(a)(z).

Ein Rechtsmodul iber einem Ring R ist eine abelsche Gruppe (M, +) zusammen mit einer
Abbildung M x R — M, (z,a) — xa, so daR

(x+y)a = za+ya
z(a+b) = za+zb
xz(ab) = (za)db
1l = z

fiir alle z,y € M und a,b € R gilt.

Fiir jeden Ring R bezeichne R°P den entgegengesetzten Ring von R, d.h., den Ring, der
als additive Gruppe gleich R ist, wo aber das Produkt a -b in R°P gleich dem Produkt ba
in R ist.
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Ist M ein Rechtsmodul iiber einem Ring R, so wird M durch ax := za zu einem
Linksmodul {iber dem Ring R°P. Umgekehrt wird jeder R°P-Linksmodul N zu einen R—
Rechtsmodul durch za := azx. Auf diese Weise lassen sich Ergebnisse {iber Linksmoduln
in solche iiber Rechtsmoduln iibersetzen. Im folgenden betrachten wir fast ausschliefslich
Linksmoduln. Der Einfachheit halber schreiben wir kurz R -Modul statt R-Linksmodul.

Fiir R-Moduln M, M’ heiRt eine Abbildung ¢ : M — M’ ein Homomorphismus von R-—
Moduln (oder kurz: R-linear), wenn o(z +y) = ¢(z) + ¢(y) und p(ax) = ap(z) fir alle
z,y € M und a € R gilt. Ein bijektiver R—Modulhomomorphismus ¢ heifst R-Moduliso-
morphismus; dann ist auch die Umkehrabbildung ¢! ein R-Modulisomorphismus. Zwei
R-Moduln M und M’ heifen isomorph, wenn es einen R—Modulisomorphismus M — M’
gibt.

Beispiele 1.2. (1) Fiir jeden Ring R gibt es genau einen Ringhomomorphismus Z —
R. Insbesondere gibt es fiir jede abelsche Gruppe M genau einen Ringhomomorphismus
Z — End(M), also genau eine Struktur als Z-Modul, so daf die Moduladdition gleich der
gegebenen Addition ist. Sie ist explizit durch

r Summanden

——
T+r+---+x fiir r > 0,
re=<¢ 0 fiir r =0,
—(z+z+--+2x) firr<0
— ——m———

|r| Summanden

gegeben. Ein Z-Modulhomomorphismus ist nun dasselbe wie ein Homomorphismus der zu
Grunde liegenden abelschen Gruppen. Zwei Z-Moduln sind genau dann isomorph, wenn
sie als abelsche Gruppen isomorph sind.

(2) Seien A ein kommutativer Ring und R = A[X], der Polynomring tiber A. Sind M ein
A-Modul und ¢ : M — M eine A-lineare Abbildung, so wird M vermoge

(i aiXi) v = i ai ' (v)
i=0 =0

zu einem A[X]-Modul, den wir mit (M, ¢) bezeichnen.

Ist umgekehrt N ein A[X]-Modul, so wird N zu einem A-Modul, wenn wir die ,Skalar-
multiplikation® A[X]x N — N auf Ax N — N einschranken. Weiter ist dann ¢ : N — N
mit ¢(v) = Xv ein Homomorphismus von A-Moduln. Es folgt dann, daf N als A[X]—
Modul zu (N,) isomorph ist. Sind (M, ), (M’,¢") zwei wie oben konstruierte A[X]-
Moduln, so ist eine Abbildung f : M — M’ genau dann A[X]-linear, wenn f ein Ho-
momorphismus von A-Moduln mit ¢’ o f = f o ist. Insbesondere sind (M, ), (M',¢')
genau dann isomorphe A[X]-Moduln, wenn es einen Isomorphismus f : M —» M’ von
A-Moduln mit ¢/ = fopo f1 gibt.

(3) Seien Rj, Rs Ringe; setze R = Ry X Rp. Sind M; ein Ry—Modul und My ein Ro—
Modul, so wird M; x My ein R—Modul vermoge

(a1, a2)(w1, z2) = (121, agey).
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Ist umgekehrt N ein R—Modul, so setzt man N; = {(1,0)z | € N} und N2 = {(0,1)z |
x € N}. Man rechnet leicht aus, daf Ny ein Ry —Modul ist (unter a;z = (a1,0)x) und Ny
ein Ry—Modul (unter asz = (0,a2)z) und daR N zu N; x Ny (wie oben) als R—Modul
isomorph ist (unter = — ((1,0)z, (0,1)z)). Sind M7, M| zwei R;—Moduln und Ma, M}
zwei Ry-Moduln, so ist M; x My genau dann zu Mj x M)} isomorph, wenn M; zu M|
und Ms zu M) als Ry~ bzw. Rs-Moduln isomorph sind.

1.3. Es sei von nun an R ein fester Ring. Ist M ein R—Modul, so sieht man leicht, daf
0x =0 und (—1)z = —z fiir alle z € M gilt, ebenso a0 = 0 fiir alle a € R.

Eine Teilmenge N eines R—Moduls M heift Untermodul von M, wenn 0 € N, wenn
r+y € N fir alle z,y € N und wenn axr € N fiir alle € N und a € R gelten.
Ist dies der Fall, so ist N selbst ein R—Modul unter der Einschrinkung der Addition
und Skalarmultiplikation von M auf N. (Beachte, daf —z € N fiir alle 2 € N, da
—x = (—1)x.) Die Inklusion von N in M ist dann eine Homomorphismus von R-Moduln.

Beispiele: (1) Im Beispiel 1.2(1) ist ein Untermodul eines Z-Moduls dasselbe wie eine
Untergruppe der zu Grunde liegenden abelschen Gruppe. Im Beispiel 1.2(2) ist ein Un-
termodul eines A[X]-Moduls (M, ¢) ein Untermodul N von M als A-Modul, so daf
©(N) € N gilt. Im Beispiel 1.2(3) sind die Untermoduln des R-Moduls M; x M alle
Vi x Vo mit V; € M; ein R;—Untermodul fiir i = 1,2.

(2) Jeder Ring R ist ein Modul iiber sich selbst, wenn man die Skalarmultiplikation az als
das Produkt az in R definiert. Ein Untermodul von R ist dann dasselbe wie ein (in I111.1.3
definiertes) Linksideal, also eine Teilmenge I C R mit 0 € I, sodalk z+y € I und az € I
fiir alle z,y € I und a € R.

Wir kénnen R auch als Rechtsmodul tiber sich betrachten, wenn nun die Skalarmulti-
plikation za gleich dem Produkt za in R gesetzt wird. Dann sind die Untermoduln gerade
die Rechtsideale von III.1.3, also Teilmengen I C R mit 0 € I, so daff x4+ y € I und
za € I fir alle z,y € I und a € R.

Teilmengen von R, die sowohl Links— als auch Rechtsideale sind, heifsen zweiseitige

Ideale. Dies sind dann die Ideale von III.1.3.
(3) In jedem R-Modul M sind M selbst und {0} Untermoduln. Ist (M;);cs eine Familie
von Untermoduln in M, so sind auch (0);c; M; und

Z]Wi = {le | x; € M;, fast alle z; = 0}

icl i€l

Untermoduln. Ist I = {1,2,...,r}, so schreibt man statt >, ; M; auch My+Mo+---+M,.

i€l
1.4. Ist ¢ : M — M’ ein Homomorphismus von R—Moduln und sind N € M und
N’ ¢ M’ Untermoduln, so ist ¢(N) ein Untermodul von M’ und ¢~!(N’) ein Untermodul
von M . Insbesondere sind im ¢ = (M) ein Untermodul von M’ und ker ¢ = ¢~1(0) einer
von M. Wie schon fiir Gruppen ist ¢ genau dann injektiv, wenn ker ¢ = 0.

Fir zwei R—Moduln M und M’ ist die Menge Homp(M,M’) aller R-linearen Ab-
bildungen M — M’ eine abelsche Gruppe (unter (¢ + ¥)(z) = ¢(z) + ¥(z)). Ist R
kommutativ, so ist Hompg(M, M’) ein R-Modul vermége (ap)(z) = ap(z).

Die Zusammensetzung von R-linearen Abbildungen ist wieder R-linear. Fiir jeden R—
Modul M setzen wir Endgr(M) = Hompg(M,M); Elemente in Endgr(M) heifen auch
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Endomorphismen von M . Durch (¢v)(z) = ¢(¢(x)) wird Endg(M) zu einem Ring, einem
Teilring von End(M) wie in 1.1.

Betrachten wir R als Modul iiber sich selbst wie in 1.3(2), so haben wir fiir jeden R
Modul M einen Isomorphismus abelscher Gruppen

Homp(R, M) — M, o — p(1).

(Ist R kommutativ, so ist dies ein Isomorphismus von R—Moduln.) Die Umkehrabbildung
ordnet jedem x € M die R-lineare Abbildung f, : R — M mit f,(a) = az zu.

Nehmen wir hier M = R mit derselben R—-Modulstruktur, so erhalten wir einen Ring-
isomorphismus Endg(R) —~ R°P (mit R° wie in 1.1).

§ 2 Faktormoduln und Isomorphiesitze

Sind M ein R—Modul und N ein Untermodul von M , so wird auf der Faktorgruppe M/N
(siche § 1.4) eine R-Modulstruktur vermoge

a(x+N)=ax+ N

(fir alle @ € R,z € M) eingefiihrt. Wir nennen M /N mit dieser Struktur den Faktormodul
von M nach N. Die Abbildung 7 : M — M/N mit n(z) = x + N ist R-linear und hat
Kern N sie wird die kanonische Abbildung genannt.

Man beweist nun mit denselben Argumenten wie fiir Gruppen (siehe § 1.4) oder Ringe (siche

§ TIL.1):

Satz 2.1. (Universelle Eigenschaft) Seien ¢ : M — M’ ein Homomorphismus
von R-Moduln, N ein Untermodul von M und w : M — M/N die kanonische
Abbildung. Ist N C ker ¢, so gibt es genau einen Homomorphismus @ : M/N — M’
von R—Moduln, so daff Gom = .

Wie frither folgt:

Korollar 2.2. (Homomorphiesatz) Es sei ¢ : M — M’ ein Homomorphismus von
R -Moduln. Dann gibt es einen Isomorphismus B : M/ ker ¢ —~ im ¢ von R-Moduln
mit @(x + ker ) = p(x) fir alle z € M.

Ebenso verallgemeinern sich:

Korollar 2.3. (Isomorphiesitze) Es seien M ein R—Modul und Ny, Ny Untermo-
duln von M .

(a) Es gibt einen Isomorphismus « : Ni/(Ny N Ny) — (Ny + No)/Ny mit a(z +
N1 N Ny) =z + Ny fir alle x € Ny.

(b) Ist No C Ny, so gibt es einen Isomorphismus 3 : (M/Ns)/(N1/Na) — M/N;
mit B(x + No + (N1/Na)) =z + Ny fiir alle x € M.

Hier haben wir schon den folgenden Vergleichssatz benutzt:
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Satz 2.4. Seien M ein R-Modul, N ein Untermodul von M und w: M — M/N
die kanonische Abbildung. Dann ist M' —— w(M’) eine Bijektion von der Menge
aller Untermoduln M’ von M mit M' D N auf die Menge aller Untermoduln von
M/N . Die inverse Abbildung ist durch V —s 7= (V) gegeben.

Hier ist dann w(M’) zu M'/N isomorph. Erginzend kann man sagen, daf die Abbildung
im Satz ein Isomorphismus geordneter Mengen ist: Fiir zwei Untermoduln M’, M” von M
mit M',M"” > N gilt genau dann M’ C M”, wenn w(M') C w(M") gilt.

§ 3 Direkte Summen und Produkte

Sei (M;)ier eine Familie von R—Moduln (mit einer beliebigen Indexmenge I'). Das karte-
sische Produkt [];c; M; ist die Menge aller Familien (z;);e; mit x; € M; fiir alle i. Wir
machen [];,c; M; zu einem R-Modul, indem wir die Addition und Skalarmultiplikation
komponentenweise einfiihren. Das heift, die Summe zweier Familien (z;);cr und (y;)ier im
Produkt ist die Familie (z;);er mit z; = z; +y; fir alle ¢ € I. Und a(z;)er ist (fir alle
a € R) die Familie (ax;)ier. Wir nennen [[;.; M; mit dieser Struktur das direkte Produkt
aller M;.

Fiir ein Produkt wie oben nennen wir (fiir jedes j € I) die Abbildung p; : [[;cp Mi —
Mj , die einer Familie (z;);es die j—te Komponente z; zuordnet, die Projektion auf den Fak-
tor M;. Diese Projektionen sind Homomorphismen von R-Moduln und haben die folgende
universelle Eigenschaft: Fiir jeden R—Modul M und jede Familie (¢;)icr von R-linearen
Abbildungen ¢; : M — M; gibt es genau eine R-lineare Abbildung ¢ : M — [[,c; M;
mit p; 0o o = ; fiir alle ¢ (namlich ¢(z) = (p;(z))icr ). Es ist also

Homp (M, [[ M) — [[Homgr(M,M;), ¢ — (pio@)ics (1)
icl iel
bijektiv.

In dem direkten Produkt HiE 1 M; bildet die Menge aller Familien (z;)ic; mit z; = 0
fiir fast alle ¢ (d.h., fiir alle bis auf endlich viele 7) einen Untermodul, den wir die direkte
Summe der M; nennen und mit @ie] M; oder Hz‘el M; bezeichnen.

Fiir jedes j € I ist die Abbildung ¢; : M; — @P,; M;, die jedem z € M; die
Familie (z;)je; mit x; = 2 und z; = 0 fiir 4 # j zuordnet, ein Homomorphismus von
R—Moduln. Diese Einbettungen haben die folgende universelle Eigenschaft: Fiir jeden R—
Modul M und jede Familie (¢;);cr von R-linearen Abbildungen t; : M; — M gibt es
genau eine R-lineare Abbildung v : @,.; M; — M mit v o ¢; = ¢; fiir alle 4 (némlich
Y((xi)ier) = D ier Yi(x;)). Es ist also

Hom p(EP Mi, M) — [[Homp(M;, M), ¢ — (¢ 0 qi)ier (2)
iel icl
bijektiv.
Ist I endlich, so gilt natiirlich [[,c; M; = @,c; M;. Ist 1 ={1,2,...,7}, so bezeichnet
man dieses Produkt meistens mit My @ My ® --- ® M,..
Ist (M;)ics eine Familie von Untermoduln eines R-Moduls M (mit beliebigem I), so

kann man oben fiir ¢; die Inklusion von M; in M wihlen. Es gibt also eine R-lineare
Abbildung

O @PM— M, P((@)ier) = D i

icl el
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Das Bild von ) ist offensichtlich gleich >, ; M;. Ist 9 injektiv, so sagen wir, daf die Summe
der M; direkt ist und schreiben (unter Mikbrauch der Notation) » ;. M; = @,c; M;. In
dem Spezialfall I = {1,2,...,r} schreibt man in diesem Fall M; + My + -+ + M,
My & My @ --- & M,. Man zeigt leicht, dalt My + My = M; & M> genau dann, wenn
MyN My, =0.

Sind M ein R—Modul und I eine Indexmenge, so kénnen wir insbesondere die Familie
(M;)ier mit M; = M fiir alle i betrachten. In dieser Situation schreibt man M7 =Tl M
und MWD =@, ; M;. In dem Fall I = {1,2,...,7} schreibt man M" = MT = M),

§ 4 Erzeugendensysteme und Basen

Es sei M ein R—Modul. Fiir jedes € M ist fy : R — M mit f;(a) = ax ein Homomor-
phismus von R—Moduln, siehe 1.4. Der Kern von f, ist

anng(z) = {a € R | az =0}

und wird der Annullator von x in R genannt. Dies ist ein Linksideal in R. Das Bild von
fo in M wird mit
Rz ={ax |a € R}

bezeichnet und heifst der von x erzeugte Untermodul von M . Nach dem Homomorphiesatz
(Korollar 2.2) gilt
R/anng(r) — Ru.

Fiir eine beliebige Teilmenge X C M nennt man ) .y Rz den von X erzeugten Un-
termodul von M . Dies ist der kleinste Untermodul von M, der X enthélt. Er wird
mit RX oder (X)p bezeichnet. Man kann ihn auch als Durchschnitt aller X umfassen-
den Untermoduln definieren, oder als Bild der R-linearen Abbildung RX) — M mit
(az)vex = Dopex Ga®. Ist X = {x1,29,...,2,} endlich, so schreibt man fiir RX auch
Rx1 + Rxo + -+ + Rz,

Definition 4.1. Es seien I eine beliebige Indexmenge und (z;);ec; eine Familie von Ele-
menten von M. Die universelle Eigenschaft der direkten Summe impliziert, daft es eine
lineare Abbildung
P RO — M mit ¥ ((a;)icr) Za,xl
el

gibt. Die Familie (x;);c; heifft nun ein Erzeugendensystem von M (iiber R), wenn
surjektiv ist, sie heifit linear unabhdingig (iiber R), wenn 1 injektiv ist, sie heifit eine Basis
von M (iiber R), wenn ¢ bijektiv ist.

In anderen Worten: (z;);er ist linear unabhéngig, wenn fiir jede Familie (a;)ier von
Elementen a; € R (gleich 0 fiir fast alle 4) gilt: Aus >, ax; = 0 folgt a; = 0 fiir
alle 7. Die (z;)ier sind ein Erzeugendensystem, wenn es fiir jedes € M Elemente a; € R
(gleich O fiir fast alle 4) mit & = Y, a;x; gibt. Sind hier die a; sogar eindeutig durch z
bestimmt (fiir jedes z), so sind die (z;);cs eine Basis.

Der R—Modul M heiRt frei (iiber R), wenn M eine Basis ({iber R) besitzt.

Aus der Linearen Algebra weiff man, daf alle (endlich dimensionalen) Vektorrdume (=
Moduln) iiber einem Korper frei sind. (Man kann zeigen, daff dies auch fiir unendlich dimen-
sionale Vektorrdume gilt, sieche die Bemerkung zu Satz VIII.2.3.) Dies ist iiber beliecbigen
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Ringen nicht der Fall: Jeder freie Z—Modul ungleich 0 ist offensichtlich unendlich. Aber es
gibt viele endliche Z-Moduln (= abelsche Gruppen) ungleich 0.

Zwei Basen eines (endlich dimensionalen) Vektorraums iiber einem Korper enthalten
stets gleich viele Elemente. Das gilt nicht fiir Basen freier Moduln {iber beliebigen Ringen:

Beispiel 4.2. Es scien K ein Kérper und R der Ring R = Endg(K[X]) aller K-
linearen Endomorphismen des Polynomrings K[X]. Wir betrachten R als Modul {iber sich
selbst. Dann ist 1 = Idg/x) offensichtlich eine Basis von R iiber sich; sie besteht aus einem
Element. Wir konstruieren nun eine Basis von R iiber sich, die aus zwei Elementen besteht.

Da die (X%);en eine Basis des Vektorraums K[X] iiber K bilden, ist ein f € R durch
die f(X?) eindeutig festgelegt; auferdem konnen die f(X?) beliebig gewihlt werden. Wir
definieren f1, fo € R durch

X2 fiir i gerade,

; fiir 7 gerade
AN )
hX) = { 0 fiir ¢ ungerade,

fiir ¢ ungerade.

; 0
f2(X") :{ Y (i—1)/2
Dann folgt fiir alle g1,92 € R

g1 (X2 fiir 7 gerade,

+ X = ,
(aufr +0:/2)(X) {QQ(X(l_l)/z) fiir i ungerade.

Dies zeigt, daf fi1, fo linear unabhéngig tiber R sind. Fiir beliebiges g € R definiert man
91,92 € R durch g (X?) = g(X%) und go(X?) = g(X%*!) und erhilt dann g = g1 f1+gafo-
Also ist fi, fo in der Tat eine Basis von R iiber sich.

Die Existenz dieser beiden Basen bedeutet, daf wir einen Isomorphismus R = R? haben.
Daraus folgt nun R? 2 R2® R~ R® R = R?> = R und induktiv R™ = R fiir alle n > 1.
Das heifit, daf man fiir alle n > 1 eine Basis von R finden kann, die aus n Elementen
besteht.

Satz 4.3. FEs sei R ein kommutativer Ring ungleich dem Nullring. Sind vi,va, ..., vy
und wy,wa, ..., Wy, zwei Basen eines R—Moduls M , so gilt n =m.

Wir werden diesen Satz auf den Fall eines Korpers zuriickfithren. Zunéchst einige Vorberei-
tungen: Ist I ein Linksideal in R (nicht notwendig kommutativ) und ist M ein R—Modul,
so ist

I]Wz{Zaix”neN, alle a; € I, l‘iEJW}
i=1

ein Untermodul von M. Ist I sogar ein zweiseitiges Ideal in R, so ist der Faktormodul
M/IM ein R/I-Modul vermoge

(a+1)(x+IM)=ax+ IM.

Nun zeigt man leicht: Ist v1,v,...,v, eine Basis von M iiber R, so ist vy + IM,ve +
IM,...,v, +IM eine Basis von M/IM iiber R/I.

Beweis von Satz 4.3: Weil R kommutativ ist, gibt es ein maximales Ideal I in R, siehe
Satz I11.3.6. Nun ist R/I ein Korper; die Uberlegungen zeigen, dak sowohl die v; + IM als
auch die wj + IM eine Basis des Vektorraums M /IM iiber R/I bilden. Also gilt n = m.
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Definition 4.4. Wenn, wie unter den Voraussetzungen von Satz 4.3, je zwei Basen eines
freien R—Moduls dieselbe Kardinalitdt haben, so nennen wir diese Kardinalitdt den Rang
dieses freien Moduls.

§ 5 Exakte Folgen

Eine exakte Folge von R—Moduln ist eine Familie (f; : M; — M;11)ie; von R—Modul-
homomorphismen, wobei I ein (endliches oder unendliches) Intervall in Z ist, so daf

im f; = ker fi+1

fir alle ¢ € I gilt, ausgenommen fiir ¢ = max(l), wenn I nach oben beschrinkt ist. Eine
solche Folge wird oft durch

e My T M T M, —

illustriert.

Eine kurze exakte Folge ist eine exakte Folge mit |I| = 5, welche die folgende spezielle
Form hat:
0— M LML M7 — 0. (+)

Hier sind die beiden nicht bezeichneten Abbildungen die einzig moglichen, gleich der Null-
abbildung. Die Exaktheit bedeutet in diesem Fall explizit, dal f injektiv ist, g surjektiv,
und daf kerg = im f gilt.

Ist zum Beispiel N ein Untermodul eines R—Moduls M und bezeichnen ¢ : N — M
die Inklusion sowie 7 : M — M/N die kanonische Abbildung, so ist

0— N-“M-" M/N—0

eine kurze exakte Folge.

So sieht ,im Prinzip“ jede kurze exakte Folge aus: Setzen wir in (%) oben N = kerg,
so induziert g einen Isomorphismus g : M/N —~ M" (sieche Korollar 2.2) und f ist ein
Isomorphismus M’ — N.

Satz 5.1. Es sei 0 — M’ 5 M 25 M" — 0 eine kurze ezakte Folge von
R—-Moduln. Dann sind dquivalent:

(i) FEs gibt einen Untermodul N' C M mit M =kerg® N'.

(ii) Es gibt eine R-lineare Abbildung s: M" — M mit go s = Idym.

(i) Es gibt eine R-lineare Abbildung t : M — M’ mit to f =Idpy.

Beweis: Gibt es einen Untermodul N’ wie in (i), so ist gy injektiv und g(N') = g(M) =
M. Also ist die Restriktion von g auf N’ ein Isomorphismus N’ — M”. Dann gilt (ii),
wenn wir fiir s den inversen Isomorphismus M” = N’ verkniipft mit der Inklusion von
N’ in M nehmen. AuRerdem erhalten wir (iii), wenn wir fiir ¢ die Projektion M — f(M’')

beziiglich der Zerlegung M = kerg® N’ = f(M') & N’ mit dem Inversen von f: M’ —
F(M'") verkniipfen.

Gilt andererseits (ii), so erhalten wir (i) mit N’ = s(M"). Es gilt ndmlich fiir alle z € M,
daf z =z —s(g(z)) + s(g(x)) € ker g+ s(M"), da g(z — s(g(x))) = g(x) — (g0 s)g(x) = 0.
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AuRerdem gilt fiir alle y € M”, dafl g(s(y)) = y; also ist s(y) € kerg genau dann, wenn
y = 0. Es folgt kergN s(M") = 0.

Gilt schlieflich (iii), so erhalten wir (i) mit N’ = ker ¢. Nun gilt namlich fiir alle z € M,
dab x = f(t(z)) + 2z — f(t(z)) € f(M') + kert, da t(x — f(tz)) = t(x) — (t o f)(t(x)) = 0.
AuRerdem gilt fiir alle y € M’, daf to f(y) = y; also ist f(y) € kert genau dann, wenn

= 0. Es folgt kertn f(M')=0. ]

Definition. Wir sagen, daf die kurze exakte Folge 0 — M’ TSm0 spaltet,
wenn die dquivalenten Bedingungen von Satz 5.1 erfiillt sind.

Satz 5.2. Es sei 0 — M’ —15 M %5 M” —— 0 eine kurze exakte Folge von R—
Moduln. Ist M" ein freier R—Modul, so spaltet diese Folge, und es gilt M = M'®M” .

Beweis: Sei (v;)ier eine Basis von M” tiiber R. Es gibt fiir alle ¢ € I ein x; € M mit
g(x;) = v;. Wir konnen nun eine lineare Abbildung s : M” — M definieren, so daf
s(v;) = z; fiir alle 7. Dann gilt gos(v;) = v; fiir alle i, also gos = Idy» : die Folge spaltet.
Ferner haben wir M = f(M') ® s(M") = M' & M". ]

Korollar 5.3. Es sei 0 — M’ 5 M % M” — 0 eine kurze cxakte Folge von
R-Moduln. Sind M’ und M" frei, so auch M.

Dies ist nun klar, weil eine direkte Summe freier Moduln wieder frei ist. Haben M’ und M"
endliche Basen und ist R kommutativ, so erhalten wir hier, daf Rang(M) = Rang(M’) +
Rang(M").

§ 6 Endlich erzeugbare und noethersche Moduln

Ein R—Modul M heifst endlich erzeugbar, wenn es ein endliches Erzeugendensystem von M
gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn es fiir ein geeignetes n € N einen surjektiven R—
Modulhomomorphismus R" — M gibt.

Lemma 6.1. Es sei 0 — M' L5 M %5 M" — 0 eine kurze exakte Folge von
R-Moduln.

(a) Ist M endlich erzeugbar, so auch M".
(b) Sind M’ und M" endlich erzeugbar, so auch M.

Beweis: Man priift leicht nach: Ist vy, va,...,v, ein Erzeugendensystem von M, so g(v1),
g(va),...,g(vy,) eines von M”. Dies gibt (a). Ist z1,xa,...,2, ein Erzeugendensystem
von M’ und ist y1,y9,...,ys ein Erzeugendensystem von M”, so wihlt man z; € M mit
9(zi) = y; und zeigt, daR x1,x9,..., 2., 21, 29, ..., 25 ein Erzeugendensystem von M ist. So
erhalten wir (b). ]

Beispiel: Es kann in der Situation des Lemmas vorkommen, daff M endlich erzeugbar
ist, aber M’ nicht. In anderen Worten: Es kann endlich erzeugbare Moduln M geben, so
daf nicht alle Untermoduln von M endlich erzeugbar sind. Betrachten wir zum Beispiel
einen Polynomring R = K[Xj, X3, X3,...] in abzéhlbar unendlich vielen Unbestimmten
iber einem Korper K. Die Menge I der Polynome f € R mit konstantem Term 0 ist ein
Ideal in R, also ein Untermodul fiir die iibliche Modulstruktur. Dann ist I nicht endlich
erzeugbar als Untermodul, d.h., fiir je endlich viele f1, fo,..., fr € I ist > ;_; Rf; echtin I
enthalten. (Es gibt ein n € N mit f; € K[X1, Xo,...,X,] C R fiir alle ¢. Dann iiberpriift
man, dak Xn+1 ¢ ZZL:l sz)
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Bemerkung 6.2. Ist ein R—Modul M direkte Summe endlich vieler Untermoduln, M =
@D;_, M;,soist M genau dann endlich erzeugbar, wenn alle M; endlich erzeugbar sind. Dies
folgt aus dem Lemma durch Induktion {iber r: Setzt man M’ gleich der direkten Summe
aller M; mit 4 < r, so erhilt man eine exakte Folge 0 — M’ — M — M, — 0.

Ist M eine direkte Summe von unendlich vielen Untermoduln, M = @;c; M; mit
|I| = oo, und sind alle M; von 0 verschieden, so ist M nicht endlich erzeugbar: Fiir je
endlich viele x1,z9,...,25s € M gibt es eine endliche Teilmenge J C I mit zy, € @jeJ M;
fiir alle k, also mit > 7_) Ra; C @ e, M; © M.

Definition 6.3. Ein R—Modul M heifst noethersch, wenn jeder Untermodul von M endlich
erzeugbar ist.

Satz 6.4. Sei M ein R—Modul. Dann sind dquivalent:

(i) M ist noethersch.

(ii)  Fir jede aufsteigende Kette My C My C My C --- wvon Untermoduln von M
gibt es ein n € N mit M; = M, fir alle i > n.

(ili) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M enthdlt ein mazimales Element.

Der Beweis verlauft wie der fiir kommutative noethersche Ringe, siehe Satz II1.5.10. Die
Bedingung in (ii) driickt man auch so aus: Die Untermoduln in M erfiillen die aufsteigende
Kettenbedingung.

Lemma 6.5. Es sei 0 — M’ —Lo M 25 M" — 0 eine kurze exakte Folge von
R-Moduln. Dann ist M genau dann noethersch, wenn M’ und M" noethersch sind.

Beweis: Ist M noethersch, so ist M’ noethersch, weil jeder Untermodul von M’ unter f
zu einem Untermodul von M isomorph ist, und M” ist noethersch, weil jeder Untermodul
von M"” homomorphes Bild unter g eines Untermoduls von M ist.

Andererseits haben wir fiir jeden Untermodul N C M eine exakte Folge

0— fH(N)— N —g(N) —0,

in der die Abbildungen die Restriktionen von f und g sind. Sind nun M’ und M”
noethersch, so folgt aus Lemma 6.1.b, daf N endlich erzeugbar ist. |

Bemerkung 6.6. Ist ein R-Modul M eine endliche direkte Summe M = @;_, M,
von Untermoduln, so ist M genau dann noethersch, wenn alle M; dies sind. (Vergleiche
Bemerkung 6.2.)

Definition 6.7. Ein Ring heifst linksnoethersch, wenn er als Linksmodul iiber sich selbst
(unter Linksmultiplikation) noethersch ist. Ein Ring heifit rechtsnoethersch, wenn er als
Rechtsmodul iiber sich noethersch ist. (Das ist dquivalent dazu, daff der entgegengesetzte
Ring linksnoethersch ist.) SchlieRlich heifft ein Ring noethersch, wenn er sowohl links— als
auch rechtsnoethersch ist. Fiir kommutative Ringe fallen alle drei Begriffe zusammen, und
wir erhalten die alte Definition von II1.5.10.

Zum Beispiel ist jeder Divisionsring R noethersch: Es gilt ndmlich Ra = R = aR fiir alle
a € R,a # 0. Daher sind die einzigen Links— oder Rechtsideale in R gerade {0} und R.
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Satz 6.8. Jeder endlich erzeugbare Modul M fiber einem linksnoetherschen Ring R
ist noethersch.

Beweis: Es gibt einen surjektiven Homomorphismus R™ — M fiir geeignetes n. Nun ist
R™ noethersch nach Bemerkung 6.6, also M nach Lemma 6.5. [ ]

Satz 6.9. Es sei I ein zweiseitiges Ideal in R. Ist R linksnoethersch, so auch R/I.

Beweis: Die Untermoduln von R/I, aufgefasst als R/I-Modul, sind auch die Untermoduln
von R/I, aufgefasst als R—Modul. Ein solcher Untermodul ist genau dann endlich erzeugbar
iiber R/I, wenn er dies iiber R ist. Ist R linksnoethersch, so ist R/I ein noetherscher R—
Modul nach Satz 6.8. u

Lemma 6.10. Es seien M und N Moduln tiber R. Gilt M = M & N und N #0,
so ist M mnicht noethersch.

Beweis: Wir betrachten die Menge X aller Untermoduln N’ C M, fiir die es einen Unter-
modul M’ C M gibt, so dak M = M’ @® N’ ist und so daR M’ zu M isomorph ist. Diese
Menge enthiilt N’ =0, wo wir M’ = M wihlen konnen, ist also nicht leer.

Nehmen wir an, es sei N/ ein maximales Element in X . Nach Definition gibt es M’ = M
mit M = M’ ® N'. Nach Voraussetzung gibt es einen Isomorphismus ¢ : M & N — M.
Es gilt dann M’ = (M) @ o(N), also

M=pM)®p(N)®N =M"®N"

mit M" = (M) und N” = ¢(N) & N’. Weil ¢ injektiv ist, gilt M” = M, also N" € X,
und p(N) # 0, also N C N”. Das widerspricht der Maximalitidt von N’. Also enthilt X
kein maximales Element, und M ist nicht noethersch. |

Satz 6.11. Es sei R ein linksnoetherscher Ring ungleich dem Nullring. Sind vq,ve,
cy U und Wi, Wa, ..., Wy 2wei Basen eines R—Moduls M , so gilt n = m.

Beweis: Wir konnen annehmen, dafs n > m. Die Voraussetzung iiber die Basen sagt, daf
M zu R"™ und zu R™ isomorph ist. Es folgt R™ = R"™ =2 R™ & R"™™. Weil R™ ein
noetherscher Modul ist, impliziert Lemma 6.10, daff R"~™ = 0, also n = m (weil R nicht
der Nullring ist). [

Bemerkung: Weil Korper noethersche Ringe sind, haben wir hier den aus der Linea-
ren Algebra vertrauten Satz neu bewiesen, daf zwei Basen eines Vektorraums gleich viele
Elemente enthalten.

§ 7 Unzerlegbare Moduln

Definition 7.1. Ein R-Modul M heift unzerlegbar, wenn M # 0 und wenn fiir alle
Untermoduln My, My von M mit M = My & My gilt, daff My =0 oder My = 0.

Beispiele: (1) Ein Vektorraum iiber einem Korper ist genau dann unzerlegbar, wenn er
Dimension 1 hat.

(2) Ist R ein Integritédtsbereich, so ist jedes Ideal I C R, I # 0 unzerlegbar als R—Modul:
Héatten wir ndmlich [ = I1® 15 mit Iy, [s # 0, so nehmen wir @ € I1,a #0und b € I5,b # 0
und erhalten ab € I1 N Is =0, aber ab # 0.
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(3) Ist R ein Matrixring Ms(A) iiber einem anderen Ring A # 0, so ist R als Modul iiber
sich selbst zerlegbar: Man hat R = L1 & Lo wobei

le{(‘; 8)|a,ceA}, LQ:{(S 2)|b,deA}.

Definition 7.2. Ein Element e € R heifit idempotent, wenn e? = e gilt.

Fiir ein idempotentes Element e € R gilt offenbar e(1—¢) =0 = (1—e)e und (1—e¢)? =
1 — e; insbesondere ist auch 1 — e idempotent.

Sei M ein R—Modul. Ist e ein idempotentes Element in dem Endomorphismenring
Endg(M), sosind e(M) und (1—e)(M) Untermoduln von M mit M = e(M)®(1—e)(M).
(Fir alle x € M gilt z = e(z)+(1—e)(z) € e(M)+(1—e)(M). Fir z € e(M)N(1—e)(M)
gibt es ¥,z € M mit = = e(y) = (1 — e)(2); dann folgt e(z) = €*(y) = e(y) = = und
e(x) = el —e)(z) = 0(2) =0, also x = 0.) Ist e # 0,1, so sind beide Summanden
e(M), (1 —e)(M) von 0 verschieden (falls M # 0), also M zerlegbar.

Umgekehrt: Haben wir Untermoduln M, Ms von M mit M = M; & M, so sind die
Projektionen p; : M — M; und die Inklusionen ¢; : M; — M Homomorphismen von
R-Moduln. Dann ist e = g o p; € Endg(M) und erfiillt e(z +y) = z fiir alle z € M; und
y € My. Es folgt, dak e idempotent ist sowie daf M; = e(M) und My = (1 —e)(M).

Diese Uberlegungen zeigen:

Lemma 7.3. Ein R-Modul M # 0 ist genau dann unzerlegbar, wenn 0 und 1 die
einzigen idempotenten Elemente in Endg(M) sind.

Ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K ist direkte Summe eindimen-
sionaler Vektorrdume, also von unzerlegbaren K -Moduln. Allgemeiner gilt:

Satz 7.4. Es sei M ein noetherscher R—Modul. Dann gibt es unzerlegbare Unter-
moduln My, Mo, ..., M, in M mit M = M, & My @ --- D M,.

Beweis: Beachte, daf der Satz fiir M = 0 gilt, weil man die leere Summe (also den Fall
r =0) als den Nullmodul interpretiert. Von nun an sei M # 0. Es sei X die Menge aller
Untermoduln von M, die nicht endliche direkte Summe von unzerlegbaren Untermoduln
sind. Nehmen wir an, daf der Satz falsch ist, also dakt M € X.

Jedes M' € X, M' # 0 hat eine Zerlegung M’ = M; & My mit M;, My beide # 0,
weil M’ nicht unzerlegbar sein kann. Sind M; und M, beide endliche direkte Summen
unzerlegbarer Untermoduln, so auch M’ = My @& Ms, im Widerspruch zu M’ € X. Also
gilt M7 € X oder My € X.

Setze Y gleich der Menge aller Untermoduln N C M, N # M, so daff ein M’ € X
mit M = N @® M’ existiert. Diese Menge ist nach unserer Annahme nicht leer: Wir kénnen
N =0 und M’ = M nehmen.

Weil M noethersch ist, gibt es ein maximales Element N € Y. Wihle M’ € X mit
M= N®M' Wegen N # M ist M’' # 0. Wie oben gesehen, gibt es Untermoduln M;, My,
beide # 0, mit M’ = M; & My und (etwa) My € X. Dann erfiillt N' = N & M, daR
M =N'& M, mit My € X und N’ # M (da My #0), also N' € Y. Wegen M; # 0 gilt
N C N’ im Widerspruch zur Maximalitit von N. Es folgt, daf M ¢ X. |
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Bemerkung: Es wird im allgemeinen sehr viele Zerlegungen von M wie im Satz geben.
Das Beste, was man erhoffen kann, wére das folgende Resultat: Fiir zwei solche Zerlegungen
M=M&M® - &M, und M = M{®M;®---® M, gilt r = s, und es gibt eine
Permutation o € S, mit M = M, fir alle .

Wir werden bald (in Satz 8.9) eine solche Eindeutigkeitsaussage beweisen, wenn M ein
endlich erzeugbarer Modul iiber einem Hauptidealring ist. Spater (in VIII.10.7) erhalten
wir eine solche Aussage iiber beliebigem R, wenn M eine stérkere Endlichkeitseigenschaft
(,endliche Lénge“) als ,noethersch” hat. Aber im allgemeinen gilt eine solche Eindeutigkeit
nicht:

Betrachte einen Integritatsbereich R und zwei Ideale 17,15 # 0 in R mit R =1; + I.
Wir haben dann eine kurze exakte Folge

0—nLNnhL-tnoeh-R—0

von R—Moduln, wo f(z) = (x,—z) und ¢(y,2) =y + z. Weil R ein freier Modul ist, gilt
nun (siehe Satz 5.2)
Re(Link)=15L &I (*)

Alle Summanden sind hier unzerlegbar. Nehmen wir nun R = Z[/—=5] und I = (3,1 +
2y/=5) sowie Iy = (3,1 — 2y/=5), so gilt I + I = R, also erhalten wir (x). Aber weder
Iy noch Iy ist als R-Modul zu R isomorph, weil I; und Iy keine Hauptideale sind.

§ 8 Moduln iiber Hauptidealringen
In diesem Abschnitt sei R ein Hauptidealring.

Unsere Voraussetzung sagt, dafs jedes Ideal I C R die Form I = Ra mit geeignetem
a € R hat. Ist I # 0, so ist a # 0, und die Abbildung R — [ mit b — ba ist
ein Modulisomorphismus (wegen der Nullteilerfreiheit von R). Insbesondere ist I frei als
R-Modul.

Ist nun M ein beliebiger R—Modul und ist ¢ : M — R ein R—Modulhomomorphismus
mit ¢ # 0, so ist hiernach (M) ein freier R—Modul isomorph zu R. Die exakte Folge
0 — kerp — M — ¢(M) — 0 zeigt daher, daf es ein « € M gibt mit

M = kerp® Rr = kero @ R. (%)

Ein Hauptidealring ist sowohl kommutativ als auch linksnoethersch. Daher kennen wir schon
zwei Beweise dafiir, daf der Rang eines endlich erzeugbaren freien R—Moduls wohlbestimmt
ist, siehe Satz 4.3 und Satz 6.11. Es folgt auch aus dem allgemeineren Satz:

Satz 8.1. Fiir beliebige R—Moduln My, My mit My & R = My @ R gilt My = Ms.

Beweis: Wir konnen annehmen, dafs wir einen R—Modul M mit Untermoduln M, My, Ny
und Ny haben, so dak M = My & N1 = My & Ny und Ny £ R N,.

Setze p1 : M — Nj gleich der Projektion mit p;(x + y) = z fir alle x € Ny, y € M,
und py : M — Ny gleich der Projektion mit pa(u 4+ v) = u fiir alle uw € No, v € Ms. Es
gilt also M7 = ker p; und My = ker ps.

Fall 1: Es gilt p1(M2) = 0. Dann folgt My C Mi; wir wollen zeigen, dakt My = M.
Wir haben Ny = p1(M) = p1(Ms + N2) = p1(Na2). Wegen N3 = R = N, folgt 0 =
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NoNker(pr) = NoN M. (Ist Ny = Rvg und py(avs) = 0,a € R, so impliziert apy(ve) =0
und pi(ve) # 0 in Ny = R, dak a = 0.) Nun erhalten wir

My =My N M = M, 0 (My + Ny) = My + (My N Ny) = My,

wobei wir My C M fiir den dritten Schritt bendtigen.

Fall 2: Es gilt pi(Mz) # 0. Wegen N; = R folgt nun aus (x)
My = (ker(p1) N M) @ R= (M1 N Mg) @ R.

Jetzt betrachten wir pa(M7) und erhalten analog, daf My = M; oder My = (MiNMy)®R.
Die Behauptung ist klar, wenn M; = My, und sonst gilt My = (M1 NM) DR M,. =

Korollar 8.2. Aus R" = R™ folgt n =m.

Dies ist nun klar. (Ein Integritétsbereich ist nach Definition nicht der Nullring.)
Satz 8.3. Ist M ein freier R-Modul vom Rang n € N, so ist jeder Untermodul von
M frei vom Rang < n.

Beweis: Wir benutzen Induktion iiber n. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen, fiir n = 1 sagt
die Behauptung gerade, dafs in R jeder Untermodul ungleich 0 zu R isomorph ist, und
dies haben wir schon oben gesehen. Von nun an sei n > 1.

Sei vy,vs, ..., v, eine Basis von M. Setze M’ gleich dem von vy, vs,...,v,_1 erzeugten
Untermodul von M ; es ist also M’ frei vom Rang n— 1. Bezeichne f: M — R die lineare
Abbildung mit f(3>°7, ajv;) = a, fir alle a; € R. Dann haben wir eine kurze exakte Folge

0— M — M- rR—0,
die fiir jeden Untermodul N von M eine kurze exakte Folge
0— MNN-—N— f(N)—0
induziert. Nun ist f(N) als Untermodul von R frei, also spaltet die Folge und wir haben
N = (M NN)® f(N).
Nach Induktion ist M’ NN frei vom Rang < n—1. Da f(N) frei vom Rang < 1 ist, folgt

die Behauptung. |

Bemerkungen: (1) Auch in einem freien R—Modul von unendlichem Rang sind alle
Untermoduln frei. Dies zeigt man mit Hilfe einer Wohlordnung fiir die gegebene Basis,
siehe etwa N. Bourbaki, Algebra, chapter VII, § 3, Thm. 1.

(2) Die Sitze 8.1 und 8.3 gelten auch unter der schwicheren Voraussetzung, daf R ein
nullteilerfreier Ring ungleich 0 ist, in dem jedes Linksideal von einem Element erzeugt wird.
Fiir die folgenden Resultate ist jedoch die Kommutativitat von R wesentlich.
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Satz 8.4. (Elementarteilersatz) Es seien M ein freier R—Modul vom Rang n € N
und N ein Untermodul von M . Dann gibt es eine Basis v1,vs, ..., v, von M tber R
und ay,a,...,a, € R mit N =37, Rav; und a1 |az |-+ | an.

Bemerkung: Wir werden in 8.12 sehen, daf hier die Ideale Ra; D Ras D --- D Ray,
durch M und N eindeutig bestimmt sind.

Beweis: Wir benutzen Induktion iiber n. Ist N = 0, so kénnen wir eine beliebige Basis
von M wahlen, und die Behauptung gilt mit a; = 0 fiir alle 4. Nehmen wir nun an, daf
N #0.

Betrachte den R-Modul M* = Hompg (M, R). Fiir alle v € M* ist ¢)(N) ein Untermo-
dul von R. Da M insbesondere noethersch ist, gibt es ¢1 € M*, so da ¢1(N) maximal
unter allen ¢ (N) ist. Sei dann a1 € R mit ¢1(N) = Ray, und sei 1 € N mit ¢1(x1) = a3.
Wegen N # 0 ist a1 # 0.

Wir behaupten nun, dafs

P(z1) € Ray fiir alle ¢ € M™. (%)

In der Tat, fiir jedes 1) € M* gibt es a € R mit Ra = Ry(z1) + Ra1 = Ry(z1) + Rp1(z1).
Es gibt dann b,b; € R mit a = by(x1) + bipi(z1) = (0¥ + bigi)(z1). Es folgt, daB

(0 + b1p1)(N) D Ra D Ray.

Wegen der Maximalitdt von Ra; muf Ra; = Ra sein, also ¢(z1) € Ra = Ra; .

Sei wy,wo, ..., w, eine beliebige Basis von M. Es gibt ¢; € R mit 1 = E?:l CW; .
Wenden wir (x) auf > djw; — d; an (fiir alle j), so folgt, dak ¢; € Ra; fiir alle j. Daher
gibt es c} € R mit ¢; = alc}, und vy =Y 1 duw; € M erfiillt 1 = aqvy.

Aus p1(z1) = a1 folgt nun ¢1(v1) = 1. Daher spaltet die Abbildung R — M, a — avy
die kurze exakte Folge 0 — ker ¢; — M — R — 0 und wir haben

M = Rv; @ ker ¢1. ()

Da ¢1(N) = Ray und ¢;(x1) = a1, spaltet die Abbildung Ra; — N, aay — az1 = aajvy
die kurze exakte Folge 0 — N Nker¢; — N — Ra; — 0, und wir erhalten

N = Raju; @ (N Nkerpq). (%)

Satz 8.3 impliziert, daf ker p; ein freier R-Modul ist; aus (xx) folgt, daf ker p; Rang

n — 1 hat. Nun liefert Induktion eine Basis vs, ..., v, von ker¢; sowie as,...,a, € R, so

dak NNkerg; =3 1, Rav; und as | ag |-+ | an. Aus (sx) folgt nun N =37 | Ra;v;.
Wegen (#x) ist v1,ve,...,v, eine Basis von M iiber R.

Das Element ¢ € M* mit (3 7, bjv;) = by + ba erfiillt ¢(N) = Ra; + Ras O Ras.

Aus der Maximalitit von Raj folgt nun Ra; + Ras = Ray, also ay | ay. ]

Korollar 8.5. Ist M ein endlich erzeugbarer R—Modul, so gibt es a1, a9, ...,am € R,
die keine Einheiten in R sind, so dafl M = R/(a1) ® R/(a2) ® - - ® R/(am) und
aylag | | am.

Beweis: Es gibt n € N und einen surjektiven Homomorphismus ¢ : R" — M. Nach
Satz 8.4 gibt es eine Basis v1,v2,...,v, von R™ und by, by,...,b, € R mit kerp =
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S Rbv; und by | by | --- | by. Nun gilt R" = @), Rv; und kerp = @), Rbjv;,

woraus

=~ R"/kerp = @ Rv;/Rbv; (%)

folgt. Die Abbildung a — av; induziert einen Isomorphismus R/(b;) - Ry /Rb;v;. Ist
b; eine Einheit in R, so gilt (b;) = R, also R/(b;) = 0. In diesem Fall konnen wir den
entsprechenden Summanden in (*) weglassen.

Ist b; eine Einheit, so auch alle b; mit j <4, da b; | b;. Es gibt also ein 7, 0 <7 < n,
so daf by,...,b, Einheiten sind, by41,...,b, nicht. Dann ist M = @ i1 B/(bi), und wir
setzen a; = by, . | ]

Definition. Ein Modul M {iber einem Integritédtsbereich R; heifst torsionsfrei, wenn fiir
alle a € Ry und = € M gilt: Aus axz =0 folgt a =0 oder z =0.

Zum Beispiel ist jeder freie Modul torsionsfrei, allgemeiner jeder Untermodul eines freien
Moduls. Der Z-Modul Q ist torsionsfrei, aber nicht frei.

Ein Element x in einem Modul M iiber einem Integritéatsbereich Ry heifst ein Torsi-
onselement, wenn es a € Rj,a # 0 mit ax = 0 gibt. Die Menge aller Torsionselemente
in M wird mit T(M) bezeichnet. Man zeigt leicht, daf T (M) ein Untermodul von M
ist; er wird der Torsionsuntermodul von M genannt. Offensichtlich ist M genau dann
torsionsfrei, wenn T'(M) = 0 ist. Man nennt M einen Torsionsmodul, wenn M = T'(M).

Satz 8.6. (a) Ist M ein endlich erzeugbarer R-Modul, so gibt es einen freien
Untermodul M' C M mit M =T (M) @ M'.

(b) Ein endlich erzeugbarer R-Modul ist genau dann torsionsfrei, wenn er frei ist.

Beweis: (a) Nach Korollar 8.5 gibt es eine direkte Summenzerlegung M = @;_; M; und
a; € R mit M; = R/(a;). Sei M’ die direkte Summe aller M; mit a; = 0, und M" die der
tibrigen. Dann gilt M = M” @& M', und M’ ist frei. Es bleibt zu zeigen, daf M" = T(M).
Fir alle 4 mit a; # 0 gilt a;(a+ (a;)) =0 in R/(a;) fiir alle a € R. Daher ist R/(a;)
ein Torsionsmodul, ebenso M;. Dies impliziert M” C T'(M).
Ist diese Inklusion echt, so folgt aus M = M" @ M’, dak T(M)N M’ #0. Da M’ frei
ist, muR aber 0 =T(M') =T (M) N M’ sein.
(b) folgt nun sofort aus (a). ]

Es sei P ein Reprisentantensystem fiir die Klassen assoziierter (vgl. I11.5.1) Primelemente
in R. Sind py,p2 € P, p1 # p2, so gilt fiir alle r,s € N, daf Rp] + Rp§ = R. (Wir kénnen
annehmen, daf r,s # 0. Es gibt ¢ € R mit Rp] + Rpj = Ra. Dann gilt a | p{ und a | p3,
also muf a eine Einheit sein und Ra = R gelten.) Dies bedeutet in der Terminologie von
I11.3.8, dak Rp] und Rpj teilerfremde Ideale sind.

Fiir beliebiges b € R,b # 0, keine Einheit, gibt es p1,pa,...,pm € P paarweise ver-
schieden, Exponenten 71,79, ...,7y, > 0 und eine Einheit v € R mit b = u[[;", p;*. Nach
Satz I11.3.10 haben wir nun einen Ringisomorphismus

=R/([[ ) = R/(@}") x R/(P52) x -+ x R/(p}y)

gegeben durch z + (b) — (z + (p7'),z + (p5?), ..., x + (pj7)). Diese Abbildung ist offen-
sichtlich R-linear, also auch ein Isomorphismus von R—Moduln.
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Wenden wir diese Uberlegung auf alle Summanden R/(a;) mit a; # 0 in Korollar 8.5 an,
so erhalten wir:

Satz 8.7. Ist M ein endlich erzeugbarer R—Modul, so gibt es nicht-negative ganze
Zahlen n(0) und n(p,r) fir alle p € P und r € N, r >0 mit

M= RO e BE R/,

pEP >0

Hier sind fast alle n(p,r) = 0.

Bemerkung: Wir werden gleich zeigen, da die Zahlen n(0) und n(p,r) durch M ein-
deutig festgelegt sind. Zuvor noch eine Bemerkung: Die Untermoduln von R/(p") (fiir ein
pe€ P und r € N,r > 0) sind alle (a)/(p") mit (a) D (p"), also mit a | p". Bis auf
Einheiten haben alle Teiler von p" die Form p* mit s < r. Sind M;, My Untermoduln
von R/(p"), so gibt es s,t < r mit My = (p°)/(p") und Ms = (p')/(p"); es folgt, daR
My N My = M; oder My N My = Ms. Sind My, My # 0, so kann daher R/(p") nicht
gleich M; @ Mo sein. Dies zeigt, daR R/(p") ein unzerlegbarer R—Modul ist. Da auch R
selbst unzerlegbar ist, beschreibt Satz 8.7 eine Zerlegung des noetherschen Moduls M in
unzerlegbare Untermoduln, vgl. Satz 7.4.

Satz 8.7 zeigt auch, daf jeder unzerlegbare endlich erzeugbare R-Modul zu R oder
einem R/(p") isomorph ist. Die (noch zu zeigende) Eindeutigkeit der Zahlen n(0) und
n(p,r) bedeutet, daf fiir die hier betrachteten Moduln die Zerlegung in Unzerlegbare ,im
wesentlichen” eindeutig ist.

Fiir jedes p € P ist (p) ein maximales Ideal in R, siche I11.5.2, also R/(p) ein Korper.
Fiir jeden R-Modul M ist M/pM ein R/(p)-Modul, vgl. 4.3, also ein Vektorraum iiber
dem Korper R/(p). Wenden wir dies auf ein p"M statt auf M an, so erhalten wir die
Vektorraumstruktur auf jedem p™M/p" 1M .

Lemma 8.8. SeipeP.
(a) Bs gilt dimp; (p"R/p"1R) =1 fiir alle n € N.
(b) Ist M = R/(p") mit r € N, so gilt

1 firn<r,

dimp ) (p" M/p" M) = { 0 firn>r

(c) Ist M = R/(q") mit g € P\ {p} und r € N, so gilt dimp,(p"M/p" ™M) =0
fiir alle n € N.

Beweis: Im Fall (a) setzen wir M = R und 7 =Idg : R — M. In den beiden anderen
Féllen sei 7 : R — M die kanonische Abbildung. Fiir alle n gilt dann p"M = Rp"n(1),
also wird p" M /p" ' M als Vektorraum iiber R/(p) von der Klasse von p"7(1) erzeugt und
hat daher Dimension 0 oder 1. Genauer ist die Dimension genau dann 1, wenn p"M #
pn+1 M.

Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in R impliziert Rp"™ # Rp"*! fiir alle n.
Daraus folgen (a) und (b) fiir n < r; fir n >7r in (b) beachte man, daf p"M = 0.

Wir haben schon frither gesehen, dafs Rp"™ + Rq" = R fiir alle n,r > 0. Daraus folgt in
(c), da p"M = (Rp™ + Rq")M = RM = M fiir alle n, insbesondere p"M = p"* M. m
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Satz 8.9. Die Zahlen n(0) und n(p,r) im Satz 8.7 sind durch M eindeutig bestimmdt.

Beweis: Wir haben (in der Notation von Satz 8.7) M = R™% @ T(M), also R™0) =
M/T(M). Daher ist n(0) als der Rang des freien R-Moduls M /T (M) eindeutig bestimmt.

Ist M =My ®Ma®---® M, sogilt p"M = @j_, p"M; fiir alle n, also p"M/p" 1M =
@;_,(p"M;/p" 1 M;). Daher zeigt Lemma 8.8 in unserer Situation fiir alle p € P und
neN

o0

dimR/(p)(p"M/p"H]V[) =n(0) + Z n(p,r).
r=n+1
Also ist jedes n(p,r) als Differenz zweier solcher Dimensionen eindeutig bestimmt. |

Bemerkung 8.10. Fiir jeden R—Modul M und jedes p € P setzen wir
Tpy(M)={x € M| es gibt n € Nmit p"z =0}.

Dies ist offensichtlich ein Untermodul von M. Ist M = @;_; M;, so gilt T,(M) =
@D;_, T,(M;). Wir haben offensichtlich T,(R) = 0 und T,(R/(p")) = R/(p") fiir alle r > 0.
Ist ¢ € P mit g # p, so gilt T,(R/(¢")) = 0 fiir alle r > 0, da p"z = 0 fir z € R/(q")
impliziert, daf 0 = (Rp™ + Rq")z = Rz, also = = 0.

Ist M endlich erzeugbar, so hat T'(M) eine Zerlegung T (M) = @;_, M; mit M; =
R/(q:-'(i)) mit ¢; € P und r(i) > 0. Aus der Uberlegung oben folgt, daf 7,(M) die Summe
aller M; mit g; = p ist. Dies zeigt, dal

T(M) = P T,(M).
peEP
Bemerkung 8.11. Weil Z-Moduln und abelsche Gruppen im wesentlichen dasselbe sind,
haben wir hier die Hauptergebnisse iiber abelsche Gruppen in § I1.5 erneut bewiesen.

Satz 8.12. Im Korollar 8.5 sind die Hauptideale Ra; durch M eindeutig bestimmi.
Im Satz 8.4 sind die Hauptideale Ra; durch M und N eindeutig bestimmdt.

Beweis: Betrachten wir zunéichst Korollar 8.5. Es gibt dort ¢ mit 0 < ¢ < m, so dal a; # 0
fiir alle ¢ < ¢ und a; = 0 fiir alle ¢ > ¢. Dann ist T'(M) isomorph zu der direkten Summe
aller R/(a;) mit i < ¢, und M/T(M) isomorph zu R™~*. Insbesondere ist m —t durch M
festgelegt.

Wir haben fiir i <t eine Zerlegung a; = u; HpeP p*P) wobei u; eine Einheit in R ist
und s(i,p) € N, fast alle 0. Nun ist

t t
T(M) = P R/(w) = D D R/(").
i=1

i=1 peP

Ein Vergleich mit der Zerlegung in Satz 8.7 zeigt, dak n(p,r) gleich der Anzahl der ¢
mit 1 <4 < ¢t und s(i,p) = r ist. Nun gilt s(1,p) < s(2,p) < --- < s(t,p) wegen
a1 |az | ...|at. Daher sind die s(7, p) eindeutig festgelegt, also auch alle (a;) = ([, psp)),
(Beachte, dak es ein p € P mit p | a1 gibt, also mit s(1,p) > 0, weil a1 keine Einheit ist.
Fiir dieses p ist ¢ gleich der Summe aller n(p,r); damit ist ¢ festgelegt.)

Im Satz 8.4 sind die a;, die keine Einheiten sind, gerade die a; von Korollar 8.5 fiir
M/N , also eindeutig. Fiir die iibrigen 4 gilt (a;) = R; die Anzahl dieser i ist gerade die
Differenz von n (dem Rang von M) minus der Anzahl der Summanden in Korollar 8.5. m
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Satz 8.13. Seien M und M’ freie R—Moduln von endlichem Rang und f : M —

M’ eine R-lineare Abbildung. Dann gibt es eine Basis x1, s, ...,z von M und eine
Basis y1,y2, ..,y von M', eine ganze Zahl v < min(s,t) und ay,as,...,a, € R mit
ay las |- | ar, alle ungleich 0, so dafs

N Joawy  firl<i<Zm,
f("cl)_{ 0 fir i >r.

Die Zahl v und die Ideale Ra; sind durch f eindeutig festgelegt.

Beweis: Wir wenden Satz 8.12 auf den Untermodul f(M) C M’ an und erhalten eine

Basis y1,92, ...,y von M’ sowie aj,as,...,a; € R mit a3 | az | -+ | az, so dak f(M) =
2221 Ra;y;. Es gibt dann r < ¢ mit a; = 0 fiir alle ¢ > r und a; # 0 fiir alle ¢ < r. Dann
ist a1y1,asys, ..., ary, eine Basis von f(M) iiber R.

Weil f(M) frei iber R ist, gibt es einen Homomorphismus ¢ : f(M) — M mit
fog = lIdga. Wir haben dann M = ker f @ img. Setze x; = g(a;y;) fiir alle i < r.
Dann gilt f(z;) = a;y;. Weil g ein Isomorphismus f(M) — im g ist, bilden die x;, i < r
eine Basis von img. Wir wéhlen eine beliebige Basis x,41,...,2s von ker f [frei nach
Satz 8.3|. Dann ist z1,2,...,Zr, Tri1,...,2Ts eine Basis von M, und f(x;) hat fir jedes ¢
die behauptete Gestalt.

Die Zahl r ist festgelegt als der Rang von f(M). Die (a;) sind festgelegt als die von (0)
verschiedenen Ideale in Satz 8.5 fir f(M) C M'. ]

§ 9 Moduln iiber K[X]

Es sei K ein Korper. Wir konnen die in § 8 entwickelte Theorie auf den Polynomring K[X]
anwenden, der nach IV.1.7 ein Hauptidealring ist. Zur Erinnerung: Ein K[X]-Modul ist
durch ein Paar (V,¢) gegeben, wobei V ein Vektorraum tiber K ist und ¢ : V. — V
eine K -lineare Abbildung. Dann wird V durch (370, a;X")v = 7" a;p'(v) zu einem
K[X]-Modul.

Wir beschrénken uns auf den Fall dimg V' < oo. Dann ist V' erst recht als K[X]-
Modul endlich erzeugbar. Nach der allgemeinen Theorie ist V' also zu einer direkten Summe
von K[X]-Moduln der Form K[X]/(f;) mit f; € K[X] isomorph. Dabei kann f; = 0
nicht vorkommen, weil K[X]/(0) = K[X] unendliche Dimension hat. Wir kénnen natiirlich
annehmen, daf alle f; normiert sind (d.h., hochsten Koeffizienten 1 haben).

Lemma 9.1. Sei f = X"+ Z;L;Ol a; X' € K[X] mit n > 0. Der durch (V,)
gegebene K[X]|-Modul ist genauw dann zu K[X]/(f) isomorph, wenn V eine Basis
dber K hat, so daf$ die Matriz von ¢ beziiglich dieser Basis gleich

000 ... 0 —a

1 0 ... 0 —-m

010 ... 0 —ag
:u‘(f) = . : . .

0 00 0 —ap—2

000 1 —ap_;

1st.
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Beweis: Der Modul K[X]/(f) hat iiber K die Basis w1 =1+ (f),wa = X+ (f),...,w, =
X1 4 (f). In diesem Modul gilt dann Xw; = w;41 fiir 4 < n und

n—1

Xwy = X"+ (f) = X" = f+(f) = Y _(—ai)wit1.

=0

Haben wir einen Isomorphismus F : K[X]/(f) — V, so sind die F(w;) eine Basis von V/
iiber K'; wegen ¢(F(w;)) = XF(w;) = F(Xw;) folgt aus den Formeln fiir Xw;, da ¢ die
Matrix p(f) beziiglich der Basis der F'(w;) hat.

Gibt es umgekehrt eine Basis v1,...,v, von V', so daf ¢ Matrix u(f) beziiglich dieser
Basis hat, so erfiillt der K -lineare Isomorphismus F' : K[X]/(f) — V mit F(w;) = v;
fiir alle i, daf F(Xw) = ¢F(w) = XF(w) fir alle w € K[X]/(f) gilt, ist also ein
Isomorphismus von K[X]-Moduln. [

Bemerkung: Man nennt p(f) die Begleitmatriz von f.

Nun zeigt man analog: Sind fi, fa,..., fr € K[X] normierte Polynome positiven Grades, so
ist der durch V und ¢ gegebene K[X]-Modul genau dann zu @;_, K[X]/(f;) isomorph,
wenn es eine Basis von V' gibt, bezliglich der ¢ die folgende Matrix hat:

w(f1) 0

w(f2) W

0 p(fr)

Satz 9.2. Seien V ein endlich dimensionaler K —Vektorraum und ¢ € Endg (V).
Dann gibt es normierte Polynome fi, fo,..., fr € K[X], so daf die Matriz von ¢
beziiglich einer geeigneten Basis die Gestalt (1) hat und so dafl f1 | fa| -+ | fr gilt
(Fall A), oder so daf alle f; Potenzen irreduzibler Polynome sind (Fall B). Im Fall A
sind die f; eindeutig durch o bestimmt, im Fall B sind sie es bis auf Reihenfolge.

Beweis: Dies ist, angesichts Lemma 9.1 und der Bemerkungen oben, eine direkte Uber-
setzung von Korollar 8.5 und Satz 8.7 zusammen mit Satz 8.12 und Satz 8.9. |

Bemerkung: Man nennt fi, fo,..., fr im Fall A die Elementarteiler von ¢.

Nehmen wir nun zusétzlich an, daff K algebraisch abgeschlossen ist. In diesem Fall
konnen wir die Menge P der Représentanten der Klassen assoziierter Primelemente als
P ={X—a|ae K} wiahlen. Fiir (V, ) wie oben ist dann der (X —a)—Torsionsuntermodul
von V' durch

Tx_q(V)={veV| esgibt ne Nmit (¢ —a)"(v) =0}

gegeben. Dieser Raum heiftt der wverallgemeinerte Eigenraum von ¢ zum Eigenwert a.
Die Formel in Bemerkung 8.10 sagt nun, daf V' die direkte Summe der verallgemeinerten
Eigenrdume von ¢ ist.

Geht man dhnlich wie bei Lemma 9.1 vor, so erhélt man (fiir beliebige Korper K) :
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Lemma 9.3. Seien a € K und n € Ny,n > 0. Der durch (V,p) gegebene K[X]-
Modul ist genau dann zu K[X]/(X — a)™ isomorph, wenn es eine Basis von V  gibt,
beziiglich der die Matriz von ¢ gleich

a1 0 ... 00
0 a1 0 0
0 0 a 0 0
wla,n) = € My (K)

o O
o O
[en RN en IR
o
IS

1st.

Man betrachtet zum Beweis die Basis wy = (X — a)"™ ' + (f), wo = (X —a)" 2 +
(), ywp1 =X —a+ (f), wy =1+ (f) von K[X]/(f) liber K, wobei f = (X —a)".

Sonst argumentiert man wie friiher.

Aus Satz 8.7 und Satz 8.9 folgt nun:

Satz 9.4. Sei K algebraisch abgeschlossen. Sei V' ein endlich dimensionaler Vektor-
raum iber K und ¢ € Endg (V). Dann gibt es a1, aq,...,a, € K und positive ganze
Zahlen my,ma, ..., m., so daf$ die Matriz von ¢ beziiglich einer geeigneten Basis die
Form

p(ax,my) 0

wlaz, ms)

O pu(ar, my)
hat. Die Paare (a;,m;) sind durch ¢ bis auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Man nennt diese Form der Matrix von ¢ die Jordansche Normalform von ¢.

9.5. Wir wollen hier den Satz von der Normalbasis (Satz VI.3.5) in dem Fall beweisen, der
in Kapitel VI offen geblieben war: fiir endliche Korper.

Wir betrachten etwas allgemeiner folgenden Fall: Es sei L/K eine endliche Galoiserwei-
terung vom Grad n = [L : K| mit zyklischer Galoisgruppe. (Aus Satz V.6.4 folgt, daf alle
endlichen Erweiterungen endlicher Kérper diese Bedingung erfiillen.) Es sei o € G(L/K)
ein erzeugendes Element; es gilt also n = ordo.

Wir betrachten L als K[X]-Modul, so daf X als die K -lineare Abbildung o operiert.
Wegen ¢" = Id wird L dann von X" — 1 annulliert; es gilt genauer, dafs

anngx) L = K[X] (X" - 1). (1)

Sonst enthielte némlich der Annullator ein f = 31" [ ¢; X’ € K[X] mit m < n und a,, # 0.
Dann wire aber Y a;o* = 0 in Abb(L, L) im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit
von 1,0,...,0" 1, siehe Korollar VI.3.3.

Nach Satz 8.4 gibt es normierte Polynome fi,...,f, € K[X] mit f1 | fo | -+ | fr,
so daff L als K[X]-Modul zu @;_, K[X]/(fi) isomorph ist. Dann gilt anngx)L = (f;),
also f, = X™ —1 nach (1). Aber nun hat K[X]/(f;) Dimension n tiber K, also dieselbe
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Dimension wie L. Es folgt, daf » =1 und daf L = K[X]/(X™—1). Nun sagt Lemma 9.1,
daf L eine Basis vy, va,...,v, iber K hat, so dak o(v;) = v;11 fiir alle ¢ < n. Es folgt
v; = ¢/~ () fiir alle j. Daher ist v1,0(v1),...,0" 1(v1) eine Basis von L {iber K, welche
die Bedingung in Satz VI.3.5 erfiillt, also eine Normalbasis.

§ 10 Tensorprodukte von Moduln
In diesem Abschnitt sei A ein kommutativer Ring.

Fir A-Moduln L, M, N heift eine Abbildung f: M x N — L bilinear, wenn

flaz +by,u) = af(z,u) +bf(y,u)

und
fz,au+bv) = af(x,u) +bf(x,v)

fir alle z,y € M, u,v € N und a,b € A gilt.

Definition 10.1. Ein Tensorprodukt zweier A-Moduln M und N ist ein A-Modul Lg mit
einer bilinearen Abbildung fy: M x N — Lg, welche die folgende universelle Eigenschaft
hat: Fiir jeden A-Modul L und jede bilineare Abbildung f : M x N — L gibt es genau
eine lineare Abbildung ¢ : Lo — L mit o fo = f.

Wie tiblich ist das Tensorprodukt durch diese universelle Eigenschaft eindeutig festgelegt:

Lemma 10.2. Seien (Lo, fo) und (L, f})) zwei Tensorprodukte zweier A-Moduln
M wund N. Dann gibt es genau einen Isomorphismus @ : Ly — Ly mit fi=¢ofo.

Beweis: Wegen der universellen Eigenschaft von Ly gibt es genau eine lineare Abbildung
¢ : Ly — L{ mit pofo = f}. Wegen der universellen Eigenschaft von Lj, gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢ : L{, — Lo mit ¢ o f§ = fo. Aus fl=¢oo fiund fo=1vopo fy
folgt nun (wegen der universellen Eigenschaft von Lj, bzw. Lg), daf ¢ ot = IdL;] und
o =1dg,, also die Behauptung. |

Satz 10.3. Fir je zwei A-Moduln M wund N gibt es ein Tensorprodukt von M

und N .
Beweis: Sei F(M,N) die Menge aller Abbildungen o : M x N — A, fiir die {(z,u) €
M x N | a(z,u) # 0} endlich ist. Dann ist F(M,N) ein A-Modul unter (a+ §)(z,u) =
a(z,u) + B(z,u) und (aa)(z,u) = ax(z,u). Fir alle (z,u) € M x N bezeichnen wir mit
[z,u] € F(M,N) die zugehorige ,,Delta—Funktion®, d.h., die Abbildung mit (z,u) — 1 und
(@', u') — 0 fiir alle (2/,u') € M x N mit (2/,u') # (z,u). Ein beliebiges o € F(M, N)
hat dann die Form o = >, a;[x;, u;], wobei

{(zi,u)) |1 <i<r}={(xr,u) e M XN |afz,u) #0}

und a; = ax;, u;).
Nun bezeichne Z den Untermodul von F(M, N), der von allen

[ax + by, u] — a[z,u] — by, u]

und
[, au + bv] — a[z,u] — bz, v]
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mit a,b € R, x,y € M, u,v € N erzeugt wird. Dann ist die Abbildung fo: M x N —
F(M,N)/Z mit fo(xz,u) = [x,u] + Z bilinear, wie man leicht sieht. Wir behaupten, daf
(F(M,N)/Z, fo) ein Tensorprodukt von M und N ist.

Dazu seien L ein A-Modul und f : M x N — L eine bilineare Abbildung. Dann
erhalten wir eine lineare Abbildung

¥ F(M,N) — L
mit ¢([z,u]) = f(x,u) fir alle (z,u) € M x N. Dazu setzen wir

w(a) = Z a(fvu)f(f’u)

(z,u)eMxN

wobeli iiber die endlich vielen (z,u) mit a(z,u) # 0 summiert wird. Die Linearitat von
ist dann trivial nachzuweisen.

Die Bilinearitit von f, die bisher nicht benutzt wurde, impliziert nun, daf ¥(Z) = 0.
Daher induziert ¢ eine lineare Abbildung ¢ : F(M,N)/Z — L mit p(a+ Z) = ¢(«a) fiir
alle @ € F(M,N), also insbesondere mit ¢([z,u] + Z) = f(x,u). Deshalb gilt po fo = f.
Die Eindeutigkeit von ¢ folgt nun, weil F(M,N)/Z als A-Modul von den [z, u]+Z erzeugt
wird. Damit ist der Satz bewiesen. [ ]

10.4. Wir fiihren nun die folgende Standardnotation fiir ein Tensorprodukt (Lo, fo) zweier
A-Moduln M und N ein. Wir schreiben Lo = M ® N und fy(z,u) = 2z @ u fiir z €
M,u € N. Wenn zweifelhaft sein konnte, iiber welchem Ring wir arbeiten, schreiben wir
auch M ® 4 N statt M ® N. Die Bilinearitat von fy driickt sich nun in den Formeln

(az +by) @ u=a(z @u) + by ®u) (%)

und
x® (au + bv) = a(z @ u) + bz Q@ v) (%)

fiir alle a,b € A, z,y € M, u,v € N aus. Die universelle Eigenschaft sagt, dafs es zu jeder
bilinearen Abbildung f : M x N — L eine lineare Abbildung ¢ : M ® N — L mit
plz ®u) = f(z,u) fir alle x € M,u € N gibt. Jedes Element von M @ N lift sich
in der Form Y| ; #; ® u; mit geeigneten r € N,z; € M,u; € N schreiben. (Das folgt
aus dem Beweis von Satz 10.3. Alternativ kann man sagen, dafs die Menge dieser Summen
ein Untermodul von M ® N ist, der dieselbe universelle Eigenschaft wie M ® N hat und
deshalb gleich M ® N sein muf.)

Beispiele: (1) Wir haben fiir jeden A-Modul M Isomorphismen ¢ : M ® A~ M mit
pr®a) =ar und ¥ : A®@ M =5 M mit ¢(a ® z) = az fiir alle a € A und x € M.
(Die universelle Eigenschaft der Tensorprodukte gibt lineare Abbildungen ¢ und ¢ wie
angegeben. Wegen () und (*x) sind die Abbildungen ¢’ : M — M ® A mit ¢'(z) = z®1
und ¢ : M — A® M mit ¢/(z) = 1 ®z linear. Mit Hilfe von 2 ®@a=a(z®1) =az®1
und a ®@ z = a(l ® £) = 1 ® ax sieht man nun, daf ¢ und ¢’ bzw. ¥ und ¢’ invers zu
einander sind.)

(2) Fiir je zwei A-Moduln M und N gibt es einen Isomorphismus ¢ : M ® N - N @ M
mit p(z®u) = uz fiir alle x € M,u € N. (Die Abbildung M x N — NQM, (x,u) —>
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u ® x ist bilinear, also gibt es eine lineare Abbildung ¢ wie beschreiben. Symmetrisch gibt
es eine lineare Abbildung ¢ : N @ M — M ® N mit ¢(u® z) =z ® u fiir alle z und .
Nun sieht man leicht, daf ¢ und ¢ invers zu einander sind.)

(3) Ein dhnliches, dem Leser iiberlassenes Argument zeigt fiir alle A-Moduln L, M, N, daf
es einen Isomorphismus ¢ : L@ (M@ N) — (LOM)®@ N mit p(s®@(z@u)) = (s®@x)Qu
fir alle s€ L, x € M, u € N gibt.

Lemma 10.5. Seien f: M — M’ und g : N — N' lineare Abbildungen von
A-Moduln. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung

fg:M®N — M@ N’

mit (f ® g)(z ®u) = f(z) ®g(u) fir alle z € M,ue€ N.

Beweis: Weil f und g linear sind, ist die Abbildung M x N — M’ ® N’ mit (z,u) —
f(z) ® g(u) bilinear. Also folgt die Behauptung aus der universellen Eigenschaft des Ten-
sorproduktes. |

Bemerkung: Man sieht leicht, dafs die Konstruktion von f®g ,verniinftige Eigenschaften
hat. So gilt Idy ® Idy = Idyeny und (f'®@ ¢)o (f®g) = (f o f) ® (¢ o g) fiir lineare
Abbildungen f': M’ — M"” und ¢’ : N' — N”'.

Lemma 10.6. Seien M ein A-Modul und (N;)icr eine Familie von A-Moduln.
Dann gibt es einen Isomorphismus

0: M (@N) = Pa N

iel i€l
mit p(z @ (u;)ier) = (x @ u;)ier fir alle x € M und u; € Nj.

Beweis: Wenden wir Lemma 10.5 auf f = Idas und g = die Projektion @,;.; N; — N;
an, so erhalten wir fiir alle j eine lineare Abbildung ¢; : M ® @,.; Ny — M ® N; mit
(. ® (ui)ier) = * @ u;. Wegen der universellen Eigenschaft des direkten Produkts gibt es
eine lineare Abbildung ¢ : MO@,c; Ni — [ic;(M®N;) mit p(z® (u;)icr) = (T@u;)ier -
Diese Abbildung nimmt Werte in @,c;(M ® N;) C [[;c;(M ® N;) an, weil jedes Element
in M® ®ie 1 N; eine endliche Linearkombination von Elementen der Form = ® (u;)ier ist,
wobei jeweils die Menge aller ¢ € I mit u; # 0 endlich ist, und weil ¢ solche Elemente
nach @,.;(M ® N;) abbildet.

Umgekehrt, wenden wir Lemma 10.5 auf f = Idy und g = die Inklusion N; — @,; N;
an, so erhalten wir fiir alle j eine lineare Abbildung ¢; : M ® Nj — M ® @,c; N;, die
jedes z ®u; auf = @ (v;)ier mit v; = u; und mit v; = 0 fiir ¢ # j abbildet. Die universelle
Eigenschaft der direkten Summe gibt uns eine lineare Abbildung 9 : @, ;(M ® N;) —
M ® @,c; N; mit Y| meN; = ¥j- Nun rechnet man nach, da ¢ und ¢ zueinander invers
sind. |

Bemerkung: Man hat analog einen Isomorphismus
(@MZ) ®N = EB(Mz'@N)
iel iel
fiir jeden A-Modul N und jede Familie (M;);e; von A-Moduln. (Man argumentiere dhn-
lich wie oben oder benutze den Isomorphismus M @ N 2 N ® M)
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Satz 10.7. Sind M und N freie A-Moduln, so ist auch M @ N frei. Sind (z;);cr
eine Basis von M und (uj)je; eine Basis von N, so ist (x; @uj) )erxg eine Basis
von M @ N.

Beuweis: Die Basiseigenschaft der (z;);cr ist dquivalent zu M = @, ; Aw; und A — Auz;
unter a — az; (fiir alle 7). Analog ist N = EBJ.EJ Auj und A =5 Au; unter a — ax;.
Nun folgt aus Lemma 10.6 und der Bemerkung dazu, da MON = P ; j)erx s (Azi)@(Au;).

Ferner haben wir nach dem ersten Beispiel in 10.4 A — A® A 5 Az; ® Au; unter
ar— a®1+— az; ® uj = a(z; ® uj). Daraus folgt die Behauptung. [

10.8. Sei B ein kommutativer Ring, der A als Unterring enthélt. Fiir alle b € B ist die
Multiplikation mit b eine A-lineare Abbildung ¢, : B — B, ¢ — bc. Daher erhalten wir
fiir jeden A-Modul M nach Lemma 10.5 eine A-lineare Abbildung Idy; @ : M ® 4 B —
M ®4 B. Nun rechnet man leicht nach, dak M ®4 B zu einem B-Modul wird, wenn wir

bv = (Idy @ 6) (v) fiir alle v € M ®4 B und b€ B

setzen. Es gilt dann b(z ® ¢) =2z ® be fiir alle z € M und ¢ € B.

Im Spezialfall M = A ist der Isomorphismus A ®4 B — B mit a ® ¢ — ac wie in
Beispiel (1) zu 10.4 nun ein Isomorphismus von B-Moduln. Ist M = @,.; M; eine direkte
Summe einer Familie (M;);e; von A-Moduln, so ist der Isomorphismus M ®4 B —
Gaiel M; ® 4 B wie in der Bemerkung zu 10.6 ein Isomorphismus von B-Moduln.

Wird ein A-Modul M von Elementen v;, i € I erzeugt, so wird M ®4 B als B
Modul von allen v; ® 1 erzeugt. Sind die v; sogar eine Basis des A-Moduls M , so sind die
v; ® 1 eine Basis von M ® 4 B als B-Modul. In der Tat: Die Voraussetzung bedeutet, dafs
M = @,; Av; und dak fiir jedes i die Abbildung a — av; ein Isomorphismus A = Ay,
von A-Moduln ist. Dann gilt auch M ®4 B = @iel Av; ®4 B, und fiir jedes i ist die
Abbildung

B A®4B "5 Av;®4 B =B(v;®1), bi>1®b—v;@b=b(v;®1)

ein Isomorphismus von B-Moduln.
Dies zeigt: Ist M ein freier A—Modul, so ist M ® 4 B ein freier B-Modul, und der Rang
von M ®4 B als B-Modul ist gleich dem Rang von M als A-Modul.

Lemma 10.9. Ist M’ 1o M 25 M" — 0 eine exakte Folge von A-Moduln, so
ist fir jeden A-Modul N die Folge

MeoNI MeN L M oN —0

mit f' = f® Idy und ¢ = g ® Idy exakt.

Beweis: Weil g surjektiv ist, enthélt ¢'(M @ N) alle 2’ @ u mit 2”7 € M” und u € N. Da
diese Elemente M” ® N erzeugen, ist g surjektiv.

Aus go f =0 folgt ¢’ o f' = (9o f)® (Idy o Idy) = 0, also im f' C kerg’. Sei
7T:M®N — (M ®N)/im f’ die kanonische Abbildung. Fiir alle 2 € M” und w € N
definieren wir ein Element h(z”,u) € (M ® N)/im f" wie folgt: Wir wihlen = € M mit
g(x) = 2" und setzen h(z”,u) = m(z ® u). Diese Abbildung ist wohl definiert, denn jedes
andere mogliche z hat die Form = + f(y) mit y € M’, und wir haben 7((z + f(y)) @ u) =
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m(z@u+ f'(y®u)) = 7(xr ®u). Man sieht nun leicht, daf h bilinear ist. Also gibt es eine
lineare Abbildung ¢ : M" @ N — (M @ N)/im f’ mit (2" @ u) = 7(x ® u) fir 2” und
2 wie oben, also mit pog’ = 7. Daraus folgt ker ¢’ C ker m = im f’, also ker ¢’ = im f’ wie
behauptet. |

10.10. Ist I ein Ideal in A, so haben wir fiir jeden A-Modul M einen Isomorphismus
(A/TY® M = M/IM (%)
mit (¢ +I) ® x — ax + IM . Dazu wenden wir Lemma 10.9 auf die exakte Sequenz
I—A— A/l —0
(mit der Inklusion und der natiirlichen Abbildung) an und erhalten eine exakte Sequenz
IoM -2 A M — A/[T®@ M — 0.
Wir haben einen Isomorphismus % : A ® M —~ M mit a ®  — ax. Dann ist A/ @ M
zu M/ o (I ® M) isomorph, und es ist klar, daf o p(I @ M) =IM.
Zum Beispiel bedeutet dies fiir alle m € Z und alle Z-Moduln M, daf
Z/mZ @z, M = M/mM.
Als Ubung mag man sich allgemein iiberlegen, daf fiir m,n > 0
Z]mZ @z 7/nZ = 7] ggT(m,n)Z. (%)

Im folgenden Beispiel benutzen wir einen einfachen Spezialfall dieser Formel. Die Ab-
bildung Z/27 x Z/AZ — Z/2Z mit (x + 2Z,u + 4Z) — xu + 27 ist wohldefiniert und
bilinear. Die entsprechende lineare Abbildung

¢ :7/27 @7, 7./A7 - 7./2Z
ist ein Isomorphismus mit inverser Abbildung z + 2Z — (z + 2Z) ® (1 4+ 4Z). Nun ist
FiZ)2L — ZJAZ  mit  f(y+2Z) =2y +4Z
ein injektiver Homomorphismus von Z-Moduln. Dann ist
¢ o (Idg7 @ f) : 2/20 @5, 2,/2L — 1./22

die Nullabbildung, da sie (z+2Z) ® (y +2Z) auf p((z +2Z) ® (2y +42)) =22y +2Z =0
abbildet. Da ¢ ein Isomorphismus ist, muf schon Idz/s7 ® f gleich 0 sein.

Dies Beispiel zeigt, daR fiir eine injektive lineare Abbildung f : M’ — M eine Abbil-
dung der Form Idy ® f: N ® M’ — N ® M nicht unbedingt injektiv sein muf; sie kann
sogar (wie im Beispiel) null werden. Ebenso ist f ® Idy : M’ ® N — M ® N in manchen
Féllen nicht injektiv, auch wenn f dies ist. Insbesondere folgt aus der Exaktheit einer Se-
quenz 0 — M’ — M — M"” — 0 nicht, daR auch 0 — M'® N — M @ N —
M"® N — 0 exakt sein miifite.

Es gilt jedoch: Ist 0 — M’ Jo M — M" — 0 exakt und spaltet, so ist auch
00— M&®N-—M@N — M"®N — 0 exakt und spaltet. (In der Tat, haben wir
o: M — M mit oo f=1Idy,sogilt (6 ®Idy) o (f ®Idy) = Idpprgn; insbesondere ist
f®Idy injektiv.)
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10.11. Wir haben hier Tensorprodukte nur iiber kommutativen Ringen betrachtet. Man
kann die Definition auf nicht-kommutative Ringe ausweiten; dies erfordert jedoch eine leicht
verdnderte Konstruktion. Dazu beschreiben wir zunéchst das Tensorprodukt im kommuta-
tiven Fall etwas anders.

Seien M und N zwei A-Moduln. Wir kénnen M und N auch als Z-Moduln auffassen
und dann ihr Tensorprodukt M ®z N iiber Z bilden. Die Abbildung M x N — M ® N
mit (x,u) — = @ u ist insbesondere Z-bilinear. Daher gibt es eine Z-lineare Abbildung
p:M®zN— M®N mit oz ® u) =z ®u fir alle z € M,u € N. (Hier schreiben
wir x ® u fiir das entsprechende Element in M ®z N, um es besser vom Element x ® u in
M ® N =M ®4 N unterscheiden zu kénnen.) Weil M ® N als additive Gruppe von allen
T ® u erzeugt wird, ist ¢ surjektiv. Wir wollen nun den Kern von ¢ beschreiben.

Sei T der von allen (az)®'u—z®'(au) mit z € M,u € N,a € A erzeugte Z-Untermodul
von M ®gz N . Offensichtlich gilt 7" C ker ¢; wir behaupten, daft sogar Gleichheit gilt:

Satz 10.12. Die von ¢ induzierte Z—lineare Abbildung
p:(M@zN))T —Ma@N mit ¢ u+T)=20u
ist bijektiv.
Beweis: Fiir jedes a € A ist M — M, x — ax, eine Z-lineare Abbildung; sie induziert
eine Z-lineare Abbildung ¢, : M 7 N — M ®z N mit z ® v — (ax) ® u. Man sieht

leicht, dafs M ®z N ein A-Modul wird, wenn jedes a € A als £, operiert. Fiir alle a,b € A,
r e M und v e N gilt

Lo((b7) ® u— 2@ (bu)) = (b(az)) @ u — (az) @ (bu).

Daraus folgt £,(T) C T fiir alle a; also ist T ein A-Undermodul. Daher erhilt (M ®zN)/T
eine A-Modulstruktur durch

alz®@u+T)=(az) ® u+T =2 & (au) +T.

Nun sieht man leicht, daR (z,u) — = ® u + T eine A-bilineare Abbildung M x N —
(M ®z N)/T ist. Es folgt, daf es eine A-lineare Abbildung ¢ : M @ N — (M ®z N)/T
mit Y(z @ u) = @ u+ T gibt. Dann ist 1 invers zu @, also @ ein Isomorphismus. |

10.13. Nun weiten wir die Definition des Tensorprodukts auf nicht-kommutative Ringe
aus. Ist R ein beliebiger Ring, sind M ein R—Rechtsmodul und N ein R-Linksmodul, so
definieren wir einen Z-Modul M ®g N als Faktormodul

M ®rN = (M ®zN)/T,

wobei T' der von allen (za) ® v — z ®' (au) mit z € M,u € N,a € R erzeugte Z—
Untermodul von M ®z N ist. Ist R kommutativ, so zeigt Satz 10.12, dalt M ®pr N eine
natiirliche R—Modulstruktur hat und als R—Modul mit dem friiher definierten Tensorpro-
dukt identifiziert werden kann.

Fiir beliebiges R schreibt man 2 @ u = 2 ® v + T. Dann ist fo : M x N —
M ®gr N, (z,u) — = ® u eine Z-bilineare Abbildung. Sie erfillt fo(za,u) = fo(z,au)
fiir alle @ € R,z € M,u € N und hat die folgende universelle Eigenschaft: Fiir jede Z—
bilineare Abbildung f: M X N — L mit f(za,u) = f(z,au) gibt es genau eine Z-lineare
Abbildung ¢ : M ® g N — L mit po fo=f.
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UBUNGEN
§ 1 Definitionen

1.

Sei R ein Ring und sei e € R idempotent. (Dies bedeutet, daf e = e.) Zeige, dak eRe :=
{eae | a € R} ein Ring ist, wenn wir die Addition und die Multiplikation von R auf
eRe einschrinken. Wie sieht das Einselement von eRe aus? Zeige: Ist M ein R—Modul,
so ist eM := {ex | x € M} ein eRe—Modul unter der Einschrinkung von Addition und
Skalarmultiplikation.

. Seien R ein Ring und r € Z, r > 1. Ist N ein R-Modul, dann ist N" = N x N x --- x N

(mit r Faktoren) eine kommutative Gruppe mit komponentenweiser Addition. Zeige, daf
N" ein M,(R)-Modul wird, wenn wir fiir alle A = (a;;)1<ij<r € M,(R) und alle v =

(v1,v,...,v:) € NT
i s s
Av=(Q aryj ) azvj-, ) arjvy)
=1 j=1 j=1

setzen. Zeige, dak jeder M, (R)-Modul zu einem solchen N" isomorph ist.

. Sei K ein Korper. Dann ist

R::{<g ’C’) la,byec K}

ein Teilring des Rings aller (2 x 2)—Matrizen tiber K. Zeige: Sind V; und V5 Vektorrdume
iber K und ist ¢ € Homg (Va, V1), so wird V7 x Vo mit komponentenweiser Addition zu
einem R—-Modul, wenn wir

(g l;) (v1,v2) = (avy + bp(va), cva)

fiir alle v1 € Vi, vy € V5 und (8 IZ) € R setzen. Bezeichne diesen R—Modul mit MM(V, Va, ).
Zeige, daf jeder R—Modul zu einem 9(Vy, Va, @) isomorph ist. Zeige, daf 9(Vy, Vo, ) =
M(V{, V5, ¢') dann und nur dann, wenn es bijektive K -lineare Abbildungen ¢, : V3 — V/
und s : Vo — VJ mit ¢’ 01hg = 1)1 0 ¢ gibt.

. Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge (vgl. II1.4.1) in einem kommutativen

Ring R. Sei M ein R—Modul. Definiere auf M x S eine Relation ~, so daB (v, s) ~ (v',s")
genau dann, wenn es ein t € S mit t(s'v—sv') =0 gibt (fiir v,v’ € M und s,¢' € S). Zeige,
daR ~ eine Aquivalenzrelation ist. Bezeichne die Menge aller Aquivalenzklassen mit S~*M
und die Aquivalenzklasse von (m,s) € M x S mit m/s. Zeige: Die Menge S~'M hat eine
Struktur als Modul iiber dem Ring der Briiche S™!R, so daf Addition und Skalarmultipli-
kation durch

(v/s)+ (W'/s) = (s'v+s0')/(ss') und  (a/t) (v/s) = (av)/(st)

fiir alle v,0" € M, alle s,s',t € S und alle a € R gegeben sind. Zeige: Ist ¢ : M — N ein
Homomorphismus von R-Moduln, so gibt es einen Homomorphismus ¢g : S™'M — S™IN
von ST'R-Moduln mit pg(v/s) = ¢(v)/s fiir alle v € M und s € S.

. Sei M ein Modul tiber einem Ring R. Seien N, P, Untermoduln von M. Zeige: Ist N C

PUQ, dann gilt N C P oder N C Q. Kann man dies Resultat auf die Vereinigung von drei
Untermoduln verallgemeinern?

. Seien R ein Ring und M ein R—Modul. Fiir alle a € R setze

M={veM|aw=0}

Zeige, dak oM ein Untermodul in M ist, wenn R kommutativ ist. Finde ein Beispiel (mit
nicht-kommutativem R), bei dem ,M kein Untermodul von M ist.
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7.

11.

Seien R ein Ring und M ein R—Modul. Fiir alle Untermoduln M;, Ms von M setze
[My: M) :={a€R|aMyC M }.
Zeige, dak [M; : Ms] ein zweiseitiges Ideal von R ist. Zeige, daf [(M; N My) : M3) = [M; :

Ms) N [My : Ms] fiir alle Untermoduln My, Ms, Ms von M. Bestimme [(6) : (2)] und
[(6) : (14)] in dem Spezialfall R =7 = M.

. Sei M ein Modul iiber einem Ring R. Seien N, P, @ Untermoduln von M . Zeige: Ist P C @,

sogilt (N+P)NQ=(NNQ)+P.

. Zeige, daf Endz(Q) = Q und daf Homz(Q,Z) = 0.
10.

Seien R ein Ring und e € R ein idempotentes Element (vgl. Aufgabe 1). Zeige, fiir jeden R
Modul M, dall f+— f(e) ein Isomorphismus Hompg(Re, M) — eM ist. Wie sieht Endz(Re)
als Ring aus?

Seien M, N zwei R—Moduln und f € Homp (M, N). Zeige, dak f genau dann injektiv ist,
wenn fiir alle R—Moduln P und alle ¢y, € Homp (P, M) gilt: Ist fo w1 = f o s, so ist
$1=P2.

§ 2 Faktormoduln und Isomorphiesétze

12.

13.

14.

15.

Seien M, N zwei R—Moduln und f € Hompg(M, N). Zeige, dak f genau dann surjektiv ist,
wenn wenn fiir alle R—Moduln @ und alle 1,12 € Hompg(N, Q) gilt: Ist ¢ o f =20 f,
S0 ist ¥ = a.

Seien m,n positive ganze Zahlen. Zeige, dak Homgz(Z/(m),Z/(n)) = Z/(d), wobei d =
ggT(n,m).

Betrachte den Ring R von Aufgabe 3 und einen R—Modul 9 (Vi, Vs, ) wie dort. Es seien
Uy € Vi und Uy C V, Unterrdume mit o(Uz) C Uy. Zeige, daf 9(Uy, Uz, ¢jy,) ein R—
Untermodul von 9MM(Vi, V2, @) ist und daff

M(V1, Va, 0) /U1, Us, y0,) = (V1 /UL, Vo /Us, 7),

wobei @(vy + Us) = p(ve) + Uy fiir alle vy € V. Zeige, daf jeder R-Untermodul von
IM(V1, Va, @) die Form 9(Uy, Uz, ¢jy,) wie oben hat.

Sei e ein idempotentes Element in einem Ring R. Seien M ein R-Modul und N C M ein
R-Untermodul. Zeige, daf eN ein eRe—Untermodul von M ist (fiir die Konstruktion von
Aufgabe 1) und dak eM/eN als eRe—Modul zu e (M/N) isomorph ist.

§ 3 Direkte Summen und Produkte

16.

17.

18.

Sei (M;)icr eine Familie von Untermoduln in einem R—Modul M mit M =3
Es gilt M = D,c; M; genau dann, wenn M; N 37, M; =0 fiir alle j.

Betrachte den Ring R von Aufgabe 3 und R-Moduln 9(Vi, Va, ) und M(VY, V3, ¢') wie
dort. Zeige, dafs

icr Mi. Zeige:

MV, Vo, @) @ MV, V3, ) = M(Vi & V/, Vo @ V3, 1)),
wobei 1 durch ¥ (va,vh) = (p(v2), ¢’ (vh)) fiir alle vy € Vo und v € Vy gegeben ist.

Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge in einem kommutativen Ring R. Sei
(M;)ier eine Familie von R-Moduln. Zeige, daf es einen Isomorphismus @,.; SIM; =
S71P,c; M; von ST'R-Moduln gibt (vgl. Aufgabe 4). Gilt ein entsprechendes Resultat fiir
direkte Produkte?
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§ 4 Erzeugendensysteme und Basen

19. Sei vy,v2,...,v, eine Basis eines freien Z-Moduls M. Sei A = (a;;) eine n x n-Matrix
iiber Z. Setze w; = Z;Lzl a;v; fiir 1 <4 < n. Zeige, dah wy,we, ..., w, genau dann eine
Basis von M ist, wenn |det(A)] =1.

20. Sei (e;)icr ein Erzeugendensystem des Z-Moduls Q. Zeige fiir alle j € I, daf Q schon von

allen e; mit i € I\ {j} erzeugt wird. Zeige, daR I unendlich ist.

21. Sei S ein Ring und sei M ein S—Modul mit M = M & M . Setze R = Endg(M). Zeige, dak
R = R? als R—Modul. (Warum verallgemeinert dies das Beispiel 4.27)

§ 5 Exakte Folgen

22. Zeige, dafl es eine unendliche exakte Folge von Z-Moduln gibt, in der alle Moduln gleich
Z/AZ sind:
— Z]AL — L)AL — L)AL — L)AL — - -

23. Sei e ein idempotentes Element in einem Ring R. Sei
fi—1 fi g,
- — ]\/fi,1 e ]V[l — ]L['H»l —_—

eine exakte Folge von R—Moduln. Zeige, daf es eine exakte Folge von eRe—Moduln (vgl.
Aufgabe 1)

c—eM;_] S eM; 5 eMiy — -
gibt, so dak jeweils f/ die Restriktion von f; auf eM; ist.

24. Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge in einem kommutativen Ring R. Sei
0— M -5 M- M — 0
ein kurze exakte Folge von R—Moduln. Zeige, daff (mit der Notation von Aufgabe 4)
0— S™M 25 g7 5 g — 0
ein kurze exakte Folge von S~'R-Moduln ist.

§ 6 Endlich erzeugbare und noethersche Moduln

25. Zeige: Ein kommutativer Ring R # 0 ist genau dann ein Korper, wenn jeder endlich erzeug-
bare R—Modul frei ist.

26. Sei d # 1 eine quadratfreie ganze Zahl. Zeige, daf der Ring Oy von Beispiel I11.3.5(2)
noethersch ist.

27. Setze R = (8 lc’) | a,b € R, c € Q}. Zeige, daR R Teilring von M>(R) ist. Zeige, daf R
linksnoethersch ist, aber nicht rechtsnoethersch.

§ 7 Unzerlegbare Moduln

28. Finde einen Ring R, einen R—Modul M und einen Untermodul N von M mit N # M, so
daf M unzerlegbar ist, aber M /N nicht.

29. Finde einen Ring R, einen R—Modul M und einen Untermodul N von M mit N # 0, so
dak M unzerlegbar ist, aber N nicht.

30. Sei K ein Korper. Betrachte den Ring R von Aufgabe 3. Zeige: Jeder unzerlegbare R-—
Modul ist isomorph zu M(K, 0,0), M(0, K, 0) oder M(K, K,1d), und diese drei Moduln sind
unzerlegbar. Zerlege R als R—Modul in eine direkte Summe unzerlegbarer Untermoduln.
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31.

Sei ey, eg, e3 die kanonische Basis von Q*. Wihle zwei unendliche und disjunkte Mengen
A {pr <p2 <} und B ={q1 < g2 < ---} von Primzahlen mit 5 ¢ AU B. Setze
e} = 8e1 + 3e2 und e = 5eq + 2ez. Betrachte die folgenden Z—Untermoduln von Q3:

M*ZZ N= ZZ€2+ZZ 62”3

pEA peEA qEB

e} , e €3 3eh + e
ZZ N:ZZ—+ZZ—+ZT‘
peEA peEA qeB q

Zeige, dal M NN =0= M'NN’' und dak M & N = M’ ® N'. Zeige, dak M, M’ , N, N’
unzerlegbare Z—Moduln mit M =2 M’ und N % N’ sind.

§ 8 Moduln tiber Hauptidealringen

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
41.

Seien R ein Hauptidealring, p € R ein Primelement und n eine positive ganze Zahl. Sei M
ein R—Modul mit Untermoduln M;, Ny, My, Na, so dalf M = M; & Ny = Ms & N2 und
N1 2 R/(p™) 2 Ns. Zelge daR M; = M. (Hinweis: Sei Ny = Rv und No = Rw. Zeige, dalt
NiNMy;=0 < p"lv¢g My. Wenn Ny N My # 0 # No N My, betrachte R(v +w).)

Seien R ein Hauptidealring, M ein R—Modul und N C M ein Untermodul. Zeige: Hat M
ein Erzeugendensystem aus n < co Elementen, so hat N ein Erzeugendensystem aus < n
Elementen.

Sei A = (a;j) eine n x n-Matrix iiber Z fiir eine positive ganze Zahl n. Setze w; =
(ai1, @iz, - - ai) fir 1 <4 < n und N = Zwy + Zwy + -+ + Zw, . Zeige, dak Z"/N
genau dann endlich ist, wenn det(A) # 0. Zeige, dak |Z"/N| = |det(A)|, wenn det(A4) # 0.

Sei A = (aj;) eine m x n-Matrix iiber Z fiir positive ganze Zahlen m,n. Setze w; =
(ain, @izy - - ai) fir 1 <i<m und Ny = Zwy + Zws + - - - + Zw,, . Zeige, dak Z" /N4
7" /Nas, wenn man A’ aus A durch eine Folge der folgenden Operationen erhilt: Man addiert
ein ganzzahliges Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile. Man vertauscht zwei Zeilen.
Man addiert ein ganzzahliges Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte. Man vertauscht
zwei Spalten.

Sei N der von (4,5,6) und (9,8,7) erzeugte Z—Untermodul von Z3. Setze M = Z3/N.
Bestimme den Rang von M /T(M) und die Ordnung von T'(M).

R

Ein direkter Summand eines R—Moduls M ist ein Untermodul N von M, so dak es einen
Untermodul N’ von M mit M = N®N’ gibt. Sei (m,n) € Z mit (m,n) # (0,0). Zeige, dak
Z(m,n) genau dann ein direkter Summand des Z-Moduls Z? ist, wenn ggT(m,n) = 1. Finde
zwei Untermoduln M; und M, des Z-Moduls Z?, so da M; und M, direkte Summanden
von Z? sind, aber M; 4+ M> kein direkter Summand von Z? ist

Seien R ein Hauptidealring, M ein freier R—Modul von endlichem Rang und N C M ein
Untermodul. Zeige: Ist N ein direkter Summand von M, dann gilt N NaM = aN fiir alle
a € R. Gilt NNaM = aN fiir alle a € R, dann ist jedes a; in Satz 8.4 entweder eine Einheit
in R oder 0, und N ist ein direkter Summand von M.

Seien S ein Integritatsbereich und (M;);c; eine Familie von S—Moduln. Zeige, daf der
Torsionsuntermodul der direkten Summe aller M; die direkte Summe der einzelnen Torsi-
onsuntermoduln ist: T(P,.; M;) = @,c; T(M;).

Seien S ein Integrititsbereich und M ein S-Modul. Zeige, dak T'(M/T(M)) =0.

Sei 0 — R™ — R™ — M — 0 eine exakte Folge von Moduln iiber einem Hauptideal-
ring R. Zeige, dak M /T (M) ein freier R—Modul vom Rang n — m ist.



190

42.

43.

44.
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Seien R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugbarer R—Modul. Zeige, dafs der R—
Modul Hompg (M, R) frei von endlichem Rang ist.

Sei R ein Hauptidealring mit Quotientenkorper K . Seien n eine positive ganze Zahl und M
ein endlich erzeugbarer R—Untermodul von K™, so daft K™ {iber K von M erzeugt wird.
Zeige, dakt M ein freier R—Modul vom Rang n ist und daf jede Basis von M als R—Modul
auch eine Basis von K" als Vektorraum tiber K ist.

Sei R ein Hauptidealring mit Quotientenkérper K . Es gilt dann K = S™!R mit S = R\ {0}.
Zeige: Ist M ein endlich erzeugbarer R—Modul, so ist S™'M = K™, wobei n der Rang von
M/T(M) ist.

§ 9 Moduln iiber K[X]

45.

46.

47.

§10

48.

49.
50.

51.

52.

53.

Seien K ein Korper und V ein Vektorraum der Dimension n < oo iiber K. Sei ¢ : V —
V eine lineare Abbildung. Zeige: Der durch (V,¢) gegebene K[X]-Modul ist genau dann
zyklisch?, wenn es ein v € V gibt, so daR v, p(v), p?(v),..., " 1(v) eine Basis fiir V ist.
Seien K ein Koérper und V' ein Vektorraum der Dimension n < oo iiber K. Sei ¢ : V — V
eine lineare Abbildung, so daf der durch (V,¢) gegebene K[X]-Modul zyklisch ist. Sei
1 : V — V eine lineare Abbildung mit 1o = p o). Zeige, dak es ap,a1,...,an—1 € K mit
P = Z?;(Jl a;p’ gibt.

Seien K ein Koérper und V' ein Vektorraum der Dimension n < oo iiber K. Sei ¢ : V — V
eine lineare Abbildung. Seien fi, f2,..., f, € K[X] normierte Polynome, so da fi | fa |
-+ | fr und so daf der durch (V,¢) gegebene K[X]-Modul zu der direkten Summe aller
K[X]/(f;) mit 1 <i <r isomorph ist. Zeige, daf ¢ genau dann diagonalisierbar ist, wenn
fr ein Produkt von verschiedenen linearen normierten Polynomen ist.

Tensorprodukte von Moduln

Seien I und J Ideale in einem kommutativen Ring A. Zeige, dak A/I®@ A/J = A/(I+J).
(Hinweis: 10.10 (x).)

Beweise die Formel (#x) in 10.10.
Seien R ein Hauptidealring und M ein R—Modul. Fiir jedes Ideal I von R bezeichne ¢ :

I®M — R®M mit pr(a®v) =a®uw firalle a € I und v € M. Zeige, dak M genau
dann torsionsfrei ist, wenn ¢ fiir jedes Ideal I von R injektiv ist.

Sei A ein kommutativer Ring. Fiir jedem A-Modul M bezeichne M* den A-Modul M* :=
Homu (M, A). Zeige: Es gibt fiir alle A~-Moduln M und N einen Homomorphismus von
A-Moduln g : M*® N — Homa (M, N) mit u(f®z)(v) = f(v)z firalle f € M*, 2 € N
und v € M. Ist M frei von endlichem Rang, so ist p ein Isomorphismus.

Sei I ein Ideal in einem kommutativen Ring A. Wir konnen jeden A/I-Modul als A-Modul
auffassen, indem wir az := (a + I)z setzen. Zeige fiir alle A/I-Moduln M und N, da®
]\/[(X)AN%’]W(@A/]N.

Zeige fiir jede Primzahl p, dak Q/Z ®z F, = 0. Zeige, dab Q/Z ®7z Q = 0.

?Ein R-Modul M heift zyklisch, wenn es ein € M mit M = Rx gibt.
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D Der Hilbertsche Basissatz

In einem 1890 erschienenen Aufsatz® bewies David Hilbert, daf ein Polynomring in endlich
vielen Unbestimmten iiber einem Korper oder iiber Z noethersch ist. (Natiirlich benutzte
Hilbert damals diese Terminologie noch nicht, und genau genommen ist sein Resultat etwas
schwicher, weil er damals nur Ideale betrachtete, die von homogenen Polynomen erzeugt
werden.) Heute nennt man die Verallgemeinerungen D.1 oder D.2 unten den Hilbertschen
Basissatz.

Dieser Satz ist das Fundament fiir die algebraische Untersuchung von Polynomringen und
der damit eng verbundenen Theorie der Nullstellengebilde von (Mengen von) Polynomen,
der Algebraischen Geometrie.

In Hilberts Aufsatz von 1890 wurde der Basissatz angewendet, um Endlichkeitsaussagen
in der Invariantentheorie zu beweisen. Hilberts Methode erregte Aufsehen und teilweise
Ablehnung, weil sie zu abstrakten Existenzaussagen fiihrte, aber nicht angab, wie man
die hiernach existierenden Elemente effektiv bestimmen kann. Es entbehrt daher nicht der
Ironie, dafs Hilberts Basissatz in den letzten Jahrzehnten zum Ausgangspunkt einer Ent-
wicklung von Algorithmen wurde. Es geht dabei um Methoden zur praktischen Losung
von Problemen in Polynomringen oder allgemeiner in der Kommutativen Algebra und der
Algebraischen Geometrie. Ein Grundbegriff dabei sind spezielle Erzeugendensysteme fiir
Ideale in Polynomringen, die Grobnerbasen, die im zweiten Teil des folgenden Abschnitts
betrachtet werden.

Satz D.1. Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist auch der Polynomring R[X]
linksnoethersch.

Bemerkung: Zur Definition von Polynomringen tiber nicht-kommutativen Ringen verglei-
che man die einleitenden Bemerkungen in C.1. Im iibrigen bleibt der Satz richtig, wenn
man linksnoethersch durch rechtsnoethersch ersetzt.

Beweis: Sei I C R[X] ein Linksideal. Wir miissen zeigen, daff I als R[X]-Modul endlich
erzeugbar ist. Fiir alle n € N setze I,, = {f € I | grad f < n}. Jedes f € I, 1akt sich als
f= Z?:o a; X" mit a; € R schreiben; wir setzen dann bn(f) = an. Nun gilt offensichtlich
bn(f1+ f2) = bn(f1) +bn(f2) und by (af) = ab,(f) fiir alle @ € R und fy, fo € I,. Es folgt,
da I(n) :=by(I,) ein Linksideal in R ist. Nun gilt

I(H)cI2)cI@3)c---

denn f € I, impliziert X f € Ip,11, also by(f) =bpr1(Xf) € I(n+1).
Weil R linksnoethersch ist, gibt es ein n € N mit I(m) = I(n) fir alle m > n. Wir
behaupten nun, dafs
I = R[X]I, 1)

gilt. Wir miissen zeigen, daf I,,, C R[X|I, fiir alle m € N. Dies ist klar falls m < n. Fiir
m > n benutzen wir Induktion iiber m. Sei nun f € I,,. Wegen b,,,(f) € I(m) = I(n)
gibt es f1 € I, mit by, (f) = bp(f1) = by (X™ " f1). Dann folgt f — X™ ™ f; € I,,,_1, also
f—Xm"fi € RIX|I, nach Induktion. Da auch X" "f; € R[X]I,, folgt f € R[X]I,,
also (1).

3Uber die Theorie der algebraischen Formen, Math. Ann. 36 (1890), 473-534
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Dal,C ", RX?, ist I, ein endlich erzeugbarer R-Modul. Seien g1,92,...,9, € I,
mit I, = Y ;_; Rg;. Dann folgt aus (1), daf

,
I=3 RX]g,
i=1
also I ein endlich erzeugbarer R[X]-Modul ist. ]

Bemerkung: Der Beweis zeigt allgemeiner, daf jeder Schiefpolynomring R,[X;d] iiber
einem linksnoetherschen Ring R wieder linksnoethersch ist, falls o ein Automorphismus
von R ist. Wenn wir o als bijektiv voraussetzen, kann man nimlich jedes Element in I,
auch in der Form f =31 X ‘a; schreiben. Man definiert nun b, (f) = a, , damit weiterhin
b1 (X f) = by (f)gilt. Sonst sind keine Anderungen im Beweis notig.

Durch Induktion tiber r erhéilt man aus Satz D.1:

Korollar D.2. Ist R ein linksnoetherscher Ring, so ist fir alle r > 0 der Polynom-
ring R[X1, Xa,...,X;| linksnoethersch.

Es sei K ein Korper. Wir wollen den Polynomring K[X1, Xo, ..., X,] noch etwas genauer
betrachten. Fiir jedes r—Tupel o = (a(1),a(2),...,a(r)) € N setzen wir

X — X?(UXQO‘(Q) L Xg(r).

Wir betrachten die lexikographische Ordnung auf N”. Fiir zwei r—Tupel a, § wie oben gilt
also o < 3 genau dann, wenn « = 3 ist oder wenn es ein ¢ mit (i) < 8(¢) und «a(j) = B(j)
fur alle j < ¢ gibt. Ein beliebiges f € K[X1,X>,...,X,] hat die Form f=3"_ aaX® mit
allen a, € K, fast allen a,, gleich 0. Ist f # 0, so gibt es ein groktes a mit a, # 0; man
nennt dann

in(f) =an X" (2)

den Initialterm von f (beziiglich der lexikographischen Ordnung). Wir setzen in (0) = 0.
Weil die Ordnungsrelation von N” mit der Addition vertraglich ist (aus a < § folgt a+v <
B+7), gilt

in(fg) =in(f)in(g) 3)

fiir alle f,g € K[X1, Xa,..., X,].

Lemma D.3. Seien I ein Ideal in K[X1,Xo,...,X;| und f1,fo,...,fs € I. Gibt
es fir jedes f € I ein i, 1 <i<s, mit in(f;) |in(f), so wird I von f1,fa,...,fs
erzeugt.

Beweis: Sei f € I. Wir miissen zeigen, dafs f € Z‘;:I K[X1,Xo,...,X;]f;. Wir kénnen
annehmen, daf f # 0. Wir benutzen Induktion iiber den Exponenten « des Initialterms
in(f) = aaX® von f. Nach Voraussetzung gibt es j, so daff in (f;) | in(f). Es gibt 5 € N"
und b € K,b # 0 mit in(f;) = bXP. Aus bXP | ¢, X® folgt o — 8 € N" und in(f) =
X Bin (f;) mit ¢ = axdb~t € K. Nach (3) gilt in (cX*Pf;) = cX*Bin(f;) = in(f).
Daraus folgt, daf entweder f = ¢X* 8 f;j oder daff der Exponent des Initialterms von
f—- ch‘*ﬁf]- kleiner als « ist. Da auch f — cX"‘*ﬁfj € I, wenden wir Induktion an und
erhalten f —cX*Pf; € 37 | K[X1, Xa,...,K,]fi, also die Behauptung. [
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Definition. Elemente fi, fo,..., fs wie im Lemma heifen eine Grobnerbasis von I (be-
ziiglich der lexikographischen Ordnung).

Bemerkung: Der Beweis des Lemmas liefert auch ein Verfahren, wie man fiir beliebiges
f € K[X1,Xo,...,X,] feststellen kann, ob f zu I gehort oder nicht, sobald man eine
Grobnerbasis f1, f2,..., fs von I hat: Man tberpriift zunéchst, ob es ein ¢ mit in (f;) |
in(f) gibt. Wenn nicht, so gilt f ¢ I und wir sind fertig. Anderenfalls erhalten wir ein
f" von der Form f' = f — eX*Af; mit f' =0 (in welchem Fall f € I) oder so daf der
Exponent von in (f’) kleiner als der Exponent von in (f) ist. Im letzteren Fall gilt f € I
genau dann, wenn f’ € I. Nun iteriert man.

Satz D.4. Jedes Ideal I im Polynomring K[X1,Xa,...,X,| besitzt eine Grébner-
basis.

Beweis: Wir benutzen Induktion iiber r. Fiir » = 0 ist die Behauptung trivial, fiir r =1
folgt sie leicht aus der Tatsache, daft K[X;] ein Hauptidealring ist, und aus (3).

Es sei nun 7 > 1. Setze R = K[X9, X3,...,X,;|. Wir identifizieren K[X1, Xa,...,X;]
mit R[X;] und wenden die Methode des Beweises des Hilbertschen Basissatzes an. Schreiben
wir f € R[Xi],f # 0 in der Form f = Y ¢; X} mit g; € R und g,, # 0, so ist
in(f) = in(gm)X7" und g = by (f) in unserer fritherer Notation. Es war I, die Menge
aller f € I, deren Grad in X; kleiner oder gleich k ist, es war I(k) die Menge aller by (f)
mit f € I, und es war n € N mit I(m) = I(n) fir alle m > n gewéhlt. Die I(k) sind
Ideale in R = K[Xa,...,X,]|. Nach Induktionsannahme konnen wir fiir jedes I(k) eine
Grobnerbasis gge, £ € J(k) (einer endlichen Indexmenge) wihlen. Fiir alle k¥ < n und alle
¢ € J(k) wihlen wir fiy € I mit b(fre) = gre-

Wir behaupten, daft die frs eine Grobnerbasis von I sind. Dazu sei f € I, f # 0.
Schreiben wir f = Zf:o gi X! mit g; € R und g # 0. Zunichst betrachten wir den Fall
k <n.Wegen g, = bi(f) € I(k), gibt es £ mit in (gxe) | in (gx), also mit

in (fre) = in (gre) X7 | in (g5) XT = in (f).
Ist dagegen k > n, so gibt es wegen I(k) = I(n) ein ¢ mit in (gne) | in (gx), also mit
in (fe) = in (gae) X1 | in (ge) X7 = in ().

Die Behauptung folgt. u

Bemerkung: Ist ein Ideal I in K[Xj,...,X,] durch Erzeugende f1, fo,..., fs gegeben,
so sind die f; im allgemeinen keine Grobnerbasis. Es gibt jedoch einen Algorithmus (von
Buchberger), der die Bestimmung einer solchen Grobnerbasis gestattet und der sogar zu
einer ,minimalen” Grébnerbasis fiihrt. Dies ist die Grundlage fiir viele Anwendungen dieser
Basen. Aufterdem kann man die Theorie auch fiir andere Ordnungen der Exponenten als
fiir die lexikographische entwickeln.



194 Moduln : Allgemeine Theorie und Moduln iiber Hauptidealringen

E Projektive und injektive Moduln

In § IL.5 haben wir den Begriff einer projektiven abelschen Gruppe eingefiihrt. Im folgenden
verallgemeinern wir diesen Begriff und definieren projektive Moduln iiber einem beliebigen
Ring R; fiir R = Z erhalt man dann die alte Definition von I1.5. Auflerdem fithren wir den
in gewisser Weise dualen Begriff eines injektiven Moduls ein. Wir beweisen dann grundle-
gende Eigenschaften dieser Klassen von Moduln. Insbesondere zeigen wir, wie man injektive
Moduln konstruieren kann.

Projektive und injektive Moduln sind entscheidende Hilfsmittel in der Homologischen
Algebra, zum Beispiel bei der Konstruktion von Ext-Gruppen. Darauf gehen wir im folgen-
den Abschnitt F iiber Erweiterungen von Moduln ein.

Im folgenden sei R stets ein Ring.

Satz E.1. Sei P ein R-Modul. Dann sind dquivalent:
(i) Jede kurze exakte Folge 0 — L — M — P — 0 von R—-Moduln spaltet.
(ii) Fir jeden surjektiven Homomorphismus ™ : M — N wvon R-Moduln und

jeden Homomorphismus ¢ : P — N von R-Moduln gibt es einen Homomorphismus
PP — M mit mo = p:

e
%}
M—+>N—=0

Beweis: Nehmen wir zundchst an, daf P die Eigenschaft (ii) hat. Dann konnen wir fir

jede kurze exakte Folge 0 — L A, M -L P — 0 diese Eigenschaft auf N =P, 7 =g
und ¢ = Idp anwenden. Wir erhalten so ¢ : P — M mit g o = Idp; also spaltet die
Folge.

Zur Umkehrung nehmen wir nun an, daf P die Eigenschaft (i) hat. Fiir M, N, 7, ¢ wie
in (ii) setzen wir
M = {(z,y) e M@ P |m(z) = ¢(y) }.

Dies ist ein Untermodul von M & P. Wir erhalten nun eine kurze exakte Folge (wie man
leicht nachrechnet)

Oﬁkerﬂ'—f»M’LPHO

wenn wir f(z) = (2,0) und g(z,y) = y setzen. (Die Surjektivitit von g folgt aus der
von 7.) Diese kurze exakte Folge spaltet nach Voraussetzung. Es gibt also eine R-lineare
Abbildung h : P — M’ mit go h = Idp, also eine Abbildung ¢ : P — M mit
My) = (¢¥(y),y) fiir alle y € P. Dann ist 1 offensichtlich R-linear; aus h(y) € M’ folgt
mo(y) = p(y) firalle y € P, also moy) = . [

Definition: Ein projektiver Modul ist ein Modul, der die d4quivalenten Bedingungen von
Satz E.1 erfiillt.

Nach Satz 5.2 erfiillen alle freien Moduln die Bedingung (ii) in Satz E.1, sind also projektiv.
Es gilt genauer:
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Satz E.2. Ein R-Modul P ist genau dann projektiv, wenn es einen R—-Modul P’
gibt, so daff P& P’ ein freier R—Modul ist.

Beweis: Es gibt einen freien R—Modul L mit einem surjektiven Homomorphismus g :
L — P.Ist P projektiv, so spaltet die kurze exakte Folge 0 — kerg — L — P — 0,
und P @ ker g = L ist frei.

Sei umgekehrt P’ ein R—Modul mit P & P’ frei. Sind M, N, 7, ¢ wie in Satz E.1(ii),
so erweitern wir ¢ zu ¢’ : P@® P’ — N mit ¢'(z,y) = p(z) fir alle z € P,y € P'. Weil
P & P’ frei ist, konnen wir eine R-lineare Abbildung ¢/ : P& P’ — M mit mov’ = ¢/
finden. Nun definiere ¢ : P — M durch ¢(z) = ¢'(x,0). [ ]

Bemerkungen: (1) Der Beweis von Satz E.2 zeigt genauer: Ist P ein endlich erzeugbarer
R-Modul, so ist P genau dann projektiv, wenn es einen R-Modul P’ mit P® P’ = R™ fiir
ein n € N gibt. Nun folgt aus Satz VII.8.3: Ist R ein Hauptidealring, so ist jeder endlich
erzeugbare projektive R—Modul frei. Nach der Bemerkung 2 zu Satz VII.8.3 gilt dies auch,
wenn der Modul nicht mehr endlich erzeugt ist.

(2) Die Ideale Iy = (3,1 4+ 2y/=5) und I = (3,1 — 2y/=5) im Ring R = Z[v/=5] sind
Beispiele fiir projektive Moduln, die nicht frei sind: Wie wir in § 7 sahen, gilt I & [y =
R®(I1N13). Man kann nun zeigen, daff I;NI; = (3) ein Hauptideal ist, also als Modul zu R
isomorph. Es folgt I; ® I, = R?. Da Iy, I keine Hauptideale sind, kénnen sie nicht frei sein.
Man kann allgemeiner zeigen, daf jedes Ideal in Z[\/=5] ein projektiver Z[y/—5]-Modul
ist, und man kann dieses Ergebnis von Z[\/=5] auf alle Dedekindringe verallgemeinern,
vergleiche Aufgabe 4.

(3) Ist R = K[X;,Xa,...,X,] ein Polynomring in endlich vielen Unbestimmten {iber
einem Korper K, so ist jeder projektive R—Modul frei. Fiir n = 1 ist dies ein Spezialfall
von (1). Im allgemeinen war diese Tatsache lange Zeit eine Vermutung von Serre, bis sie
von Quillen und von Suslin (unabhéngig von einander) bewiesen wurde.

Korollar E.3. Fiir jeden R-Modul M gibt es einen projektiven R—-Modul P mit
einer surjektiven R-linearen Abbildung ¢ : P — M. Ist M endlich erzeugbar, so
kann man P endlich erzeugbar wdhlen.

Dies ist klar, da eine entsprechende Aussage schon fiir freie (statt projektive) Moduln gilt.
Der néchste Satz ist in gewisser Weise ,dual“ zu Satz E.1. Man erhilt ihn formal, wenn
man in Satz E.1 alle Pfeile umdreht.

Satz E.4. Sei @ ein R—-Modul. Dann sind dquivalent:
(i) Jede kurze exakte Folge 0 — Q — M — N — 0 von R—-Moduln spaltet.

(ii) Fir jeden injektiven Homomorphismus ¢ : L — M wvon R-Moduln und jeden
Homomorphismus ¢ : L — @ wvon R-Moduln gibt es einen Homomorphismus 1) :
M — Q von R-Moduln mit ¢ o1 = ¢p:

0—=L—>M

|

Q
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Beweis: Die Implikation (i) = (i)“ ist wie bei Satz E.1 einfach und bleibt dem Leser
tiberlassen. Nehmen wir an, da® (i) gilt und beweisen wir (ii). Es seien L, M, ¢, ¢ wie in (ii)
gegeben.

Nun ist die Menge aller (¢(z),—t(x)) mit € L ein Untermodul von @ & M. Wir
bezeichnen den Faktormodul mit

M = (QaM)/{(p(x),—u()) |z € L},

und wir bezeichnen die Klasse in M’ eines Paares (y,2) € Q & M mit [y, 2] € M’. Setze
N = M/i(L); sei m: M — N die kanonische Abbildung. Die Abbildungen f:Q — M’
mit f(y) = [y,0] und g : M’ — N mit ¢([y,z]) = 7(z) (die wohldefiniert ist!) fiihren zu
einer kurzen exakten Folge

0—qQ-L MmN,

die nach Voraussetzung spaltet. Es gibt also eine R-lineare Abbildung h : M’ — @Q mit
ho f=1Idg. Wir definieren ¢ : M — @ durch ¥(z) = h([0, z]). Fiir alle € L gilt nun

Youz) = h0,ux)]) = h(lp(z),0])
hofop(z) = ¢(x).

Also haben wir ot = ¢. |

Definition: Ein injektiver Modul ist ein Modul, der die dquivalenten Bedingungen von
Satz E.4 erfiillt.

Der Begriff eines injektiven Moduls ist in gewisser Weise ,,dual* zu dem eines projektiven
Moduls: Man ,dreht in den Definitionen alle Pfeile um®. Analog zu Korollar E.3 sollte daher
gelten, daf jeder R—Modul isomorph zu einem Untermodul eines injektiven R—Moduls ist.
Dies ist in der Tat richtig, doch deutlich schwerer zu beweisen als Korollar E.3. Zunéchst
zeigen wir:

Lemma E.5. Ein R-Modul Q ist genau dann injektiv, wenn es zu jedem Linksideal
I C R und zu jeder R-linearen Abbildung ¢ : I — @Q eine R-lineare Abbildung
Y R— Q mit ¢ =1 gibt.

Beweis: Die Bedingung im Lemma ist offensichtlich eine Abschwéchung der Bedingung (ii)
in Satz E.4. Es ist also nur zu zeigen: Erfiillt @@ die Bedingung im Lemma, so auch (ii) in
Satz E.4.

Dazu betrachten wir L, M, ¢, ¢ wie in (ii) dort. Zur Vereinfachung der Notation nehmen
wir an, daff L ein Untermodul von M ist und daf ¢ die Inklusionsabbildung ist.

Sei X die Menge aller Paare (L', '), wobei L’ ein Untermodul von M mit L C L' ist
und wobei ¢’ : I/ — @Q eine lineare Abbildung mit ¢'|; = ¢ ist. Diese Menge ist nicht
leer, da (L,¢) € X.

Auf X definieren wir eine Ordnungsrelation < durch (L, ¢") < (L”,¢") genau dann,
wenn L/ C L” und ¢’ = ¢",. (Die Eigenschaften einer Ordnungsrelation sind schnell
iberpriift.) Unter < ist X nun induktiv geordnet: Ist (L;, ¢;)icr eine total geordnete
Familie von Elementen in X, so ist (L;);er eine total geordnete Familie von Untermoduln
von M, also L' = Uie ; L; ein Untermodul von M, der offensichtlich L C L' erfiillt. Ferner



Projektive und injektive Moduln 197

kénnen wir eine R-lineare Abbildung ¢’ : L' — Q mit ¢'|;, = ; fiir alle i definieren.
Dann gilt insbesondere ¢, = ¢, also (L', ¢') € X. Offensichtlich ist (L', ') dann eine
obere Schranke fiir die (L;, ¢;).

Nach dem Zornschen Lemma gibt es nun ein maximales Element (L',¢’) in X. Wir
wollen zeigen, daR L' = M ; daraus folgt dann die Behauptung.

Sei dazu x € M. Dann ist [ = {a € R | az € L'} ein Linksideal in R. Die Abbildung
f:1 — Q mit f(a) = ¢'(ax) ist R-linear. Also gibt es nach Voraussetzung eine R—
lineare Abbildung g : R — @ mit g; = f. Betrachten wir nun die Homomorphismen
Y L'®R— Q mit ¢/'(y,a) = ¢'(y) +g(a) und 7: L'® R — M mit 7(y,a) =y + az.
Fiir jedes (y,a) € ker 7 gilt ax = —y € L', also a € I und g(a) = f(a) = ¢'(ax) = —¢'(y),
mithin ¢'(y,a) = 0. Daher faktorisiert ¢ iiber (L' ® R)/kerm = imm = L' + Rz, und wir
erhalten einen Homomorphismus 1 : L' + Rz — M mit ¢(y +ax) = ¢'(y) + g(a) fir alle
y € L' und a € R. Es folgt, dah (L' + Rz,v) € X und (L', ¢') < (L' + Rz, ). Wegen der
Maximalitdat von (L', ¢") muf nun L' = L' + Rz gelten, also x € L'. Da & € M beliebig
war, erhalten wir L' = M, wie behauptet. |

Definition: Eine kommutative Gruppe (G, +) heit teilbar, wenn es fiir alle a € G und
alle n € Nyn > 0 ein b € G mit a = nb gibt.

Satz E.6. FEin Z-Modul M ist genau dann injektiv, wenn M als kommutative
Gruppe teilbar ist.

Beweis: Dies ist eine einfache Ubersetzung von Lemma E.5 im Spezialfall R = Z. Es reicht
offensichtlich Ideale # 0 zu betrachten, also alle I = Zn mit n > 0. Ein Homomorphismus
@ : Zn — M hat die Form ¢(rn) = ra fiir alle r € Z, mit festem a € M, ein Homomor-
phismus 1 : Z — M hat die Form t(r) = rb fir alle r € Z, mit festem b € M, und es
gilt Yz, = ¢ genau dann, wenn nb = a. |

Bemerkung: Dies zeigt offensichtlich, daf jeder Vektorraum iiber einem Kérper der Cha-
rakteristik O ein injektiver Z—Modul ist. Ein homomorphes Bild einer teilbaren kommu-
tativen Gruppe ist offensichtlich teilbar. Also ist ein homomorphes Bild eines injektiven
Z-Moduls wieder injektiv. Zum Beispiel sind Q/Z und R/Z injektive Z-Moduln.

Ist M ein Z-Modul, so ist Homgz (R, M) ein R-Modul fiir beliebiges R, wenn wir (af)(b) =
f(ba) fir alle a,b € R und f € Homgz(R, M) setzen.

Lemma E.7. Ist M ein injektiver Z-Modul, so ist Homz (R, M) ein injektiver
R—-Modul.

Beweis: Seien I C R ein Linksideal und ¢ : I — Homgz(R, M) eine R-lineare Abbildung.
Nach Lemma E.5 miissen wir zeigen, dafl wir ¢ auf R fortsetzen konnen.
Fiir alle a € T setze f(a) = ¢(a)(1). Dann gilt fiir alle a € I und b € R

p(a)(b) = (bp(a))(1) = ¢(ba)(1) = f(ba). (%)

Offensichtlich ist f : I — M eine Z-lineare Abbildung. Weil M injektiv als Z-Modul
ist, gibt es eine Z-lineare Abbildung g: R — M mit gy = f. Zu g € Homz(R, M) gibt
es dann genau eine R-lineare Abbildung ¢ : R — Homgz (R, M) mit ¥ (1) = g. Dann gilt
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fur alle a € R, dak ¢(a) = ag, also ¥(a)(b) = (ag)(b) = g(ba) fir alle be R. Ist a € I, so
gilt ba € I fiir alle b € R, also

P(a)(b) = g(ba) = f(ba) = ¢(a)(b)

wegen (%), mithin v (a) = ¢(a) und somit ¢; = ¢. ]

Lemma E.8. Sei (M;)icr eine Familie von R—Moduln.
(a) Pie; M; ist genau dann ein projektiver R—Modul, wenn alle M; projektiv sind.
(b) Tlier M; ist genau dann ein injektiver R—-Modul, wenn alle M; injektiv sind.

Beweis: (b) Fiir alle j € I sei p; : [[;c; M; — M; die Projektionsabbildung. Nehmen
wir zunédchst an, daf alle M; injektiv sind. Sei ¢ : L — M ein injektiver Homomorphismus
von R-Moduln und sei ¢ € Hompg(L, [];c; M;). Dann ist p; o € Homp(L, M;) fiir alle 4 .
Nach Voraussetzung gibt es 1; € Homp(M, M;) mit 1); o = p; o p. Wegen der universellen
Eigenschaft des direkten Produkts gibt es nun 9 : M — [[,.; M; mit p; o = 9 fiir
alle i. Aus p;o (¢por) =1); 01 =p; o fir alle i folgt nun Yo = .

Umgekehrt: Sei nun [[,.; M; als injektiv vorausgesetzt. Betrachten wir ¢ : L — M
wie oben, und sei ¢ : L — M; fiir ein j € I gegeben. Es gibt dann @ : L — [[;c; M;
mit p; o @ = ¢ und p; o ¢ = 0 fiir alle ¢ # j. Dazu kénnen wir oM — [Lic; M; mit
o= ¢ finden. Dann gilt fiir ¢ = p; o ), daR Yo = pjo @ = . Also ist M; injektiv.
(a) Der Beweis benutzt entsprechend die universelle Eigenschaft der direkten Summe und
bleibt dem Leser iiberlassen. |

Satz E.9. Jeder R—-Modul M ist zu einem Untermodul eines injektiven R—Moduls
isomorph.

Beweis: Nach Lemma E.7 ist @ = Homgz(R,R/Z) ein injektiver R—Modul. Wir wollen
fir jedes x € M,z # 0, einen R—Modulhomomorphismus f; : M — @ mit f.(z) # 0
konstruieren. Dann ist f : M — QMM mit f(z) = ( f2(2))sen\qoy ein offensichtlich
injektiver R—Modulhomomorphismus. Da QM\{O} nach Lemma E.8 injektiv ist, folgt dann
die Behauptung.

Sei also z € M,z # 0 fest gewihlt. Setze I = anng(z) und J =Z1+ 1 C R. Dann ist
J/I eine zyklische Gruppe # 0, und wir kénnen eine Z-lineare Abbildung ¢ : J — R/Z
mit g(1) # 0 und g(I) = 0 finden. (Hat J/I Ordnung n > 0, so bilden wir 1 auf % +7Z
ab; hat .J/I unendliche Ordnung, so bilden wir 1 zum Beispiel auf /2 + Z ab.) Weil R/Z
ein injektiver Z-Modul ist, kénnen wir g auf R fortsetzen und erhalten eine Z-lineare
Abbildung h: R — R/Z, also ein Element h € Q mit h(1) # 0 und h(I) =0.

Es gibt nun eine R-lineare Abbildung ¢ : R — @ mit ¢(1) = h, also mit ¢(a)(b) =
h(ba) fiir alle a,b € R. Da I ein Linksideal ist, gilt h(ba) = 0 fiir alle b € R und a € I,
also p(a) = 0 fiir alle a € I. Daher faktorisiert ¢ iiber R/I = R/anng(z) = Rz, und wir
erhalten eine R-lineare Abbildung @ : Rz — @ mit @(ax) = p(a) fir alle a € R, also
mit @p(z) = h # 0. Weil @ ein injektiver R—Modul ist, gibt es eine R-lineare Abbildung
fo: M — Q mit fyp, =P, also fy(z) =h#0. [ ]
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Ubungen

1. Zeige fiir den Ring R von Aufgabe VIL.3, dak M(K, K,Id) ein projektiver und injektiver R—
Modul ist, daft 9(K,0,0) ein projektiver, nicht injektiver R—Modul ist und daf 9t(0, K, 0)
ein injektiver, nicht projektiver R—Modul ist.

2. Zeige, daf Q kein projektiver Z—Modul ist. (Hinweis: Aufgabe VIL.9.)

3. Seien R ein Ring und P ein R—Modul. Zeige: Gibt es x1, zo,...,2, € P und fi, fa,..., fr €
Homp(P,R) mit  =3_,_, fi(z)a; fiir alle z € P, so ist P ein endlich erzeugbarer projek-
tiver R—Modul. Zeige auch die Umkehrung.

4. Sei R ein Integritatsbereich mit Quotientenkdrper K. Sei I ein Ideal ungleich (0) von R.
Setze IY ={xz € K |zI C R}. Fiir alle x € IV bezeichne ¢, die Abbildung I — R mit
L. (y) = zy fiir alle y € I. Zeige, dab z — ¢, eine Bijektion IV — Hompg(I, R) ist. Zeige,
daf I genau dann ein endlich erzeugbarer projektiver R-Modul ist, wenn IV - I = R gilt.
(Hinweis: Aufgabe 3.) Die Integrititsbereiche, bei denen IV -T = R fiir alle Ideale I # 0 gilt,
sind genau die Dedekindringe von Kapitel X, siche Satz X.3.3 und Aufgabe X.16. Beispiele
sind die Ringe Oy von I11.3.5(2).

5. Sei I ein zweiseitiges Ideal in einem Ring R. Zeige: Ist P ein projektiver R—Modul, so ist
P/IP ein projektiver R/I-Modul.

6. Seien R ein Integritétsbereich und K ein Quotientenkorper von R. Zeige, dak K ein injek-
tiver R—Modul ist.

7. Seien R ein linksnoetherscher Ring und (M}) ecs eine Familie von R-Moduln. Zeige: Sind
alle M; injektiv, so auch Gajel M;.

8. Seien R ein Hauptidealring und I ein Ideal in R mit I # 0. Zeige, dalt R/I ein injektiver
R/I-Modul ist.

F Erweiterungen von Moduln

Wir haben in § I.5 Erweiterungen von Gruppen betrachtet und gefragt: Wenn zwei Gruppen
H und N gegeben sind, wie sehen alle Gruppen G aus, die IV als Normalteiler enthalten,
so daf die Faktorgruppe G/N zu H isomorph ist? Wir betrachten nun Erweiterungen von
Moduln tiber einem beliebigen Ring R und stellen die analoge Frage: Wenn zwei R—Moduln
L und N gegeben sind, wie sehen alle R—Moduln M aus, die L als Untermodul enthalten,
so daf der Restklassenmodul M/L zu N isomorph ist?

Es zeigt sich, dafs die Menge aller solchen Erweiterungen eine natiirliche Struktur als
kommutative Gruppe hat, die Ext-Gruppe Extg(N, L). Genauer ist Extg(V, L) die Menge
aller Aquivalenzklassen von solchen Erweiterungen, und die hier benutzte Aquivalenzrela-
tion (siehe F.1) ist etwas feiner als die Isomorphie der Moduln M wie oben.

Zur Berechnung von Ext-Gruppen benutzen wir hier die im vorangehenden Abschnitt
eingefithrten projektiven Moduln. Alternativ hitten wir auch injektive Moduln benutzen
konnen, vergleiche die Bemerkung zu Satz F.9. Mit Hilfe dieser projektiven (oder injektiven)
Moduln kann man allgemeiner fiir jedes i > 0 eine i-te Ext-Gruppe Ext% (N, L) definieren,
so daR Exth(N,L) zu Extg(N, L) isomorph ist, wihrend Ext%(N, L) = Hompg(N, L) gilt.

Die allgemeine Theorie dieser hoheren Ext-Gruppen gehort in den Bereich der Homo-
logischen Algebra, wo sie als Beispiele fiir derivierte Funktoren auftreten. Diese hoheren
Ext-Gruppen spielen eine wichtige Rolle in vielen algebraischen Theorien, die weit tiber das
eingangs erwahnte Erweiterungsproblem hinausgeht.

Im folgenden sei R stets ein Ring.
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F.1. Eine Erweiterung eines R—Moduls N durch einen R—-Modul L ist eine kurze exakte
Folge

E:0—L LM 2N 0 (1)

von R-Moduln und R—-Modulhomomorphismen. Ist auch
Eo—rlm LN o 2)

eine Erweiterung von N durch L, so nennen wir die Erweiterungen F und E’ dquivalent,
wenn es eine R-lineare Abbildung ¢ : M — M’ mit ¢’op = g und ¢o f = f’ gibt. Diese
Bedingungen bedeuten, dafs das Diagramm

0 — L — M — N — 0

I .

0 — L -— M = N — 0

kommutativ ist; sie implizieren, daf ¢ ein Isomorphismus ist. (Ist € ker¢, so folgt
x € kerg = im f; es gibt dann y € L mit 2 = f(y), also 0 = ¢(x) = f'(y) und daher
y=0und x = 0. Fiir alle 2 € M’ gibt es u € M mit ¢'(2) = g(u) = ¢'(¢(u)), also
z—¢(u) € ker ¢’ =im f'. Daher gibt es v € L mit z — p(u) = f'(v) = po f(v), und es gilt
2= plu+ f(0))) ,. )

Es folgt nun leicht, daf die Aquivalenz auf der Menge der Erweiterungen eine Aquiva-
lenzrelation ist. (Fiir die Symmetrie braucht man die oben bewiesene Bijektivitit von ¢.)
Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit Extr(N, L); fiir jede Erweiterung E
sei [E] die zugehorige Klasse in Extg(N, L).

Wir haben fiir alle N und L immer die triviale Erweiterung
Fyiv:0— L —L&N —N —0

wo die Abbildungen durch  —— (2,0) und (z,y) — y gegeben sind. Man sieht leicht,
daf eine beliebige Erweiterung E genau dann zu Fij, dquivalent ist, wenn E spaltet (siehe
Satz VIL5.1). Wir bezeichnen die Klasse von FEiyy mit 0 = [Eliyy]. Wie wir spiter sehen
werden, hat Extp(N,L) eine Struktur als kommutative Gruppe, fiir die 0 das neutrale
Element ist.

Auf jeden Fall bedeutet Extg(N, L) = 0, daf jede Erweiterung von N durch L spaltet.
Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn N ein freier R—Modul ist, siehe Satz VII.5.2. (Allge-
meiner gilt sicher Extp(N, L) =0, wenn N ein projektiver R—Modul ist oder wenn L ein
injektiver R—Modul ist, vgl. E.1 und E4.)

F.2. Eine Erweiterung von Z-Moduln ist dasselbe wie eine Erweiterung von abelschen
Gruppen. Betrachten wir zum Beispiel (fir R = Z) den Fall N = L = Z/pZ fiir eine
Primzahl p. Fiir jede Erweiterung 0 — Z/pZ — M — Z/pZ — 0 ist M eine
kommutative Gruppe der Ordnung p?, also zu Z/p?Z oder zu Z/pZ &7 /pZ isomorph. Fiir
jede ganze Zahl n mit 0 < n < p erhalten wir eine Erweiterung

Epn:0— Z/pZ 1o 2/p*2 -2 Z/pZ — 0



Erweiterungen von Moduln 201

mit fp(a +pZ) = anp + p*Z und g(a + p*Z) = a + pZ fiir alle a € Z. Man zeigt nun mit
elementaren Uberlegungen, daf jede Erweiterung von Z/pZ durch Z/pZ entweder spaltet
oder zu genau einem E,, 0 < n < p, dquivalent ist.

F.3. Sei nun wieder allgemein eine Erweiterung E wie in F.1(1) gegeben. Fiir jeden
Homomorphismus v : N’ — N von R-Moduln konstruiert man wie folgt eine Erweiterung

VE:0—L LN o
von N’ durch L: Man setzt
M ={(z,y) e M& N | g(zx) =v(y) }

sowie f'(z) = (f(2),0) und ¢'(z,y) =y fir alle x € M,y € N,z € L. Man rechnet leicht
nach, daf in der Tat f'(L) C M’ und daf v*FE exakt ist. Die Abbildung p: M’ — M
mit p(z,y) =z macht das Diagramm

0o — 1 ow Lo o

o )

0o — L L M L N — 0

kommutativ. (Der hier konstruierte Modul M’ heikt auch das Faserprodukt oder das Pull-
back von g : M — N und v: N' — N )

Man sieht leicht, daf v* zwei dquivalente Erweiterungen von N durch L in zwei
dquivalente Erweiterungen von N’ durch L iiberfiihrt. Also induziert v* eine Abbildung
Ext(N, L) — Ext(N’, L), die wir ebenfalls mit v* bezeichnen.

Lemma F.4. Die Erweiterung v*E spaltet genau dann, wenn es einen R—-Modul-
homomorphismus V' : N' — M mit v=gov' gibt.

Beweis: Wenn es solch ein v/ gibt, so spaltet o : N’ — M’ mit o(y) = (V/(y),y) die Folge
v*E. Umgekehrt, ist o : N’ — M’ ein R-Modulhomomorphismus mit ¢’ o 0 = Idy, so
ist ¥/ =poo: N — M ein Homomorphismus mit gov' =gopuooc=vog oo =v.
Wir sehen insbesondere: Wenn FE spaltet, so auch v*E: Nach Voraussetzung gibt es
7: N — M mit go7 =Idy; dann konnen wir v’ = 7o v wihlen. u

F.5. Betrachten wir andererseits einen Homomorphismus A : L — L’ von R-Moduln.
Dann erhalten wir eine Erweiterung

ME:0— L L N o
von N durch L' wie folgt: Wir setzen
M =(L'&M)/{(\z),~f(2)) | =€ L}.

Fiir alle w € L' und y € M bezeichne [u,y] € M’ die Klasse von (u,y). Wir definieren
f'(w) = [u,0] und ¢'[u,y] = g(y) fiir alle w € L' und y € M. Man sieht leicht, daR
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¢ wohldefiniert ist und daR A.F exakt ist. Der Homomorphismus g : M — M’ mit
u(y) = [0,y] macht das Diagramm

0o — L Y o mMm 4 N oo

b
o — v Lo — N o
kommutativ. (Der hier konstruierte Modul M’ heift auch die Fasersumme oder Pushout

von f:L— Mund \: L — L)

Man sieht leicht, daff A zwei dquivalente Erweiterungen von N durch L in zwei
dquivalente Erweiterungen von N durch L’ iiberfiihrt. Also induziert M, eine Abbildung
Extr(N, L) — Extg(N, L), die wir ebenfalls mit A, bezeichnen.

Lemma F.6. Sind A\, : L — L' Homomorphismen von R-Moduln, so ist \,E
genau dann zu N, E dquivalent, wenn es eine R-lineare Abbildung k: M — L' mit
A= XN=kof gibt.

Beweis: Wir benutzen fiir A\,E die Notationen von oben, wahrend wir
NE:0—L LN o
schreiben, mit
M" = (L& M)/{(N(2),=f(2)) | € L };
ferner sei [u,y]’ € M" die Klasse von (u,y) € L'®M sowie f”(u) = [u,0] und ¢"([u,y]") =
9(y).

Sind A\.F und X, FE dquivalent, so gibt es einen Homomorphismus ¢ : M’ — M" mit
g"op = ¢ und pof’ = f" alsomit ¢([u,0]) = [u,0] firalle uw € L und ¢"op([0,y]) = g(y)
fiir alle y € M. Ist also [0, y] = [u, 1], so gilt g(y) = g(y1) also y—y; € kerg =1im f. Es
gibt daher z € L mit y —y1 = f(2), also [u,y1] = [u—N(2),y1 + f(2)] = [u— N (2),y] .
Das heift, fiir alle y € M existiert x(y) € L' mit ¢([0,y]) = [x(y),y]’ . Das Element x(y)
ist dadurch eindeutig bestimmt. (Aus [u1,y] = [ug,y] folgt 0 = [u1 —usg, 0] = f"(ug —uz),
also uj = uy wegen der Injektivitiat von f”.)

Diese Eindeutigkeit impliziert, dat x linear ist. Offensichtlich erfiillt ¢ nun

([, 9]) = [u+ ),
fur alle (u,y) € L' ® M. Wenden wir dies auf [A(z),—f(z)] =0 mit z € L an, so erhalten

wir
0=[A(z) = £(f(2)), = ()] = [\(z) = N(2) — K(f(2)),0]
fiir alle 2 € L, also A\— XN =ko f.

Ist umgekehrt  : M — L' mit A=) = ko f gegeben, so zeigt man, dal ¢ : M' — M"
mit o([u,y]) = [u + #(y),y)’ wohldefiniert ist und zu einer Aquivalenz von A\.E und \,E
fiihrt. |
Bemerkung: Ist N =0, die Nullabbildung, so ist M"” = L' & (M/f(L)) =2 L' ® N; man
sieht leicht, dak M, E dann spaltet. Es folgt, daR A\.E genau dann spaltet, wenn es eine
R-lineare Abbildung x: M — L' mit A = ko f gibt.

Insbesondere sehen wir, dal A, F immer spaltet, wenn FE spaltet: Ist 0 : M — L mit
oo f=1dp gegeben, so kénnen wir K = A o o setzen.
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Lemma F.7. Ist Extg(M, L) = 0, so ist jede Erweiterung von N durch L' zu einer

Erweiterung der Form M\E mit A\ € Hompg(L, L) dquivalent.
Beweis: Sei

E:0—IsEN—o0

eine beliebige Erweiterung. Nach Voraussetzung spaltet die Erweiterung ¢*E’ von M
durch L’. Also gibt es nach Lemma F.4 eine R-lineare Abbildung o : M — S mit
koo = g. Es folgt, dak oo f(L) C kerk = imh. Da h injektiv ist, erhalten wir daher einen
Homomorphismus A : L — L' mit 0o f =ho\.

Wir behaupten nun, daff E’ zu M\.E &dquivalent ist. Dazu benutzen wir fiir A\, E die
Notationen von oben. Die lineare Abbildung L' & M — S mit (u,y) — h(u) + o(y)
bildet jedes (A(2),—f(2)) mit z € L auf hoA(z) — o o f(z) = 0 ab. Also faktorisiert sie
durch eine lineare Abbildung ¢ : M’ — S mit ¢([u,y]) = h(u) + o(y).

Wir miissen nun zeigen, daf das Diagramm

0o — oL N oo
Idyl Jw lIdN
0 — L L S L N — 0

kommutativ ist. Wir haben fiir alle u € L’
po f'(u) = ¢([u,0]) = h(u)
und fiir alle uw € L',y € M
ko o([u,y]) =koaly) =g(y) =g ([u,y]).

Also folgt die Behauptung. |
F.8. Die beiden Lemmata fithren nun zu der folgenden Beschreibung von Extr(NV, L) fiir
zwei beliebige R—Moduln N und L. Wir wihlen einen R—Modul P mit einem surjektiven
Homomorphismus 7 : P — N, so dak Extgr(P,L) = 0. Eine solche Wahl ist immer
moglich: Wir kénnen zum Beispiel fiir P einen freien R—Modul mit einer Surjektion auf N

wahlen. Wir setzen ¢ = kerr und bezeichnen mit ¢ : Q — P die Inklusion. Wir haben
also eine kurze exakte Folge

Ey:0—Q-L P N—O.
Wir bezeichnen mit ¢* auch die Abbildung
¢" : Homg(P, L) — Hompg(Q, L), ¢+ ¢oq.
Dann gilt:
Satz F.9. Die Abbildung X\ — A\.(Ey) induziert eine Bijektion
Homp(Q, L)/q* Homp(P,L) = Extg(N,L).

In der Tat sagt Lemma F.7 (angewendet auf Fy und L statt E und L'), daR die Abbildung
surjektiv ist. Lemma F.6 zeigt, dak A\.(Exn) und N, (Exy) genau dann dieselbe Klasse in
Extr(N, L) definieren, wenn A — X zu ¢* Hompg(P, L) gehort, d.h., wenn A und X\ zu
derselben Restklasse modulo ¢* Homp(P, L) gehoren. [
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Beispiel: Nehmen wir R =7 und N = Z/mZ fiir eine ganze Zahl m # 0, so kénnen wir
En als

0—zZ-4L7zN—0

mit ¢(a) = am und r(a) = a +mZ wihlen. Nun ist Homz(Z, L) —~ L unter ¢ — ¢(1).
Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir

L/mL -~ Extz(Z/mZ,L).

Bemerkung: Sei £} :0 — L 4 T -1 J — 0 eine kurze exakte Folge mit Extg(N,I)
= 0. Eine solche Folge kann man zu gegebenen L und N immer finden: Man nimmt
als I einen injektiven R—Modul mit einer Einbettung von L in I, vergleiche E.9. Nun
kann man analog zeigen, dal v — v*E} eine Bijektion von Homg(N, J)/j. Homg(N,I)
auf Extr(N, L) induziert; dabei ist j, die Abbildung v +— j o+ von Hompg(N,I) nach
Hompg(N, J). Dies beweist man analog zu Satz F.9. Die Surjektivitit von v — v*E} stellen
wir als Aufgabe 4.

F.10. In Satz F.9 hat die linke Seite eine natiirliche Gruppenstruktur. Mit Hilfe der
Bijektion konnen wir nun auch Extr(NN, L) zu einer Gruppe machen. In dieser Gruppe
ist dann 0 das neutrale Element, weil 0,(Ey) spaltet, wie nach Lemma F.6 behauptet.
Allerdings konnte diese Gruppenstruktur a priori von der Wahl von FEx abhéngen. Es
stellt sich heraus, daf dies nicht der Fall ist. Man kann namlich die Addition direkt wie

folgt definieren. Sind zwei Erweiterungen F : 0 — L LM LN —0und B0 —

LN 0 von N durch L gegeben, so erhalten wir eine Erweiterung von
N@&N durch L@ L:

EeE : 0—LaLl™®™ Mo NeN — 0.

Nunsind p: L& L — L,(z,y) — z+y und 6 : N — N @ N, z — (2, z) Homomor-
phismen von R—Moduln. Also konnen wir ¢*(u.(E @ E’)) bilden und erhalten wieder eine
Erweiterung von N durch L. Diese Erweiterung bezeichnen wir mit £+ E’ und nennen sie
die Baersche Summe von E und E’. Man kann nun zeigen, daf dadurch eine Addition auf
Extr(N, L) induziert wird und daf diese genau dieselbe Addition ist, die man mit einer
Bijektion wie in Satz F.9 konstruieren kann. Das Inverse einer Klasse [E] ist dann iibrigens
die Klasse [(—idp)«F].

Ist R kommutativ, so hat die linke Seite in Satz F.9 auch eine Struktur als R—Modul,
die wir auf Extr(N, L) ibertragen konnen. Es zeigt sich, daf a[E] = [(a1d)].E] fiir alle
a € R ist. (Fir nicht-kommutatives R hat man immer noch eine Struktur als Modul iiber
dem Zentrum von R.)

Alle Abbildungen v* und A, von oben sind Gruppenhomomorphismen auf den entspre-

chenden Ext—Gruppen. Ist £ : 0 — L Jom N 0 eine kurze exakte Folge von

R—-Moduln, so erhélt man fiir jeden R—Modul @ eine exakte Folge

0 — Hompg(N,Q) — Hompg(M,Q) — Hompg(L,Q)
—  Extp(N,Q) — Extp(M,Q) — Extp(L,Q),
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wobei die Abbildungen durch ¢ — @og, ¥ — Yo f, A — [\E], [E'] — [¢*E'], [E"] —
[f*E"] gegeben sind, und eine exakte Folge

0 — Hompg(Q,L) — Homp(Q,M) — Hompg(Q,N)
—  Extgp(Q,L) — Extp(Q,M) — Extr(Q,N),

wobei die Abbildungen durch ¢ — fop, ¢ — gotp, v — [V*E], [E'] — [f.E'], [E"] —
[9+E"] gegeben sind.

F.11. Die exakten Folgen von F.10 kann man zu unendlichen exakten Folgen fortsetzen,
wenn man hohere Ext-Gruppen Exth( , ) einfithrt. Wir wollen hier deren Konstruktion
skizzieren.

Sei N ein R—Modul. Wir haben in F.8 benutzt, daf es einen projektiven R-Modul Py
und einen surjektiven Homomorphismus ¢ : Py — N gibt. Ebenso gibt es dann zu dem
R-Untermodul ker(pp) von Py einen projektiven R—Modul P; und einen surjektiven Ho-
momorphismus 1 : Py — ker(pg). Iterativ erhdlt man so eine unendliche exakte Folge

R I e e A} (1)

in der alle P; projektive R-Moduln sind. Solch eine exakte Folge heifit eine projektive
Auflosung von N .

Ist auch L ein R—Modul, so erhalten wir aus (1) fiir jedes ¢ > 0 einen Gruppenhomo-
morphismus d; : Hompg(P;, L) — Hompg(P;11, L) gegeben durch d;(f) = f o wit1. Aus
wiop;r1 = 0 folgt nun d;od;—1 =0, also imd;_1 C ker d;. Wir kénnen daher fiir alle i > 0

Exti(N, L) := kerd;/ im d;_, (2)

setzen, wobei wir die Konvention d_; = 0 benutzen.

A priori héingen die in (2) definierten Gruppen Ext’%(N, L) von der Wahl der projekti-
ven Auflésung (1) ab. Man kann zeigen, daf eine andere projektive Aufldsung isomorphe
Gruppen liefert; wir gehen darauf hier nicht naher ein. Doch wollen wir uns iiberlegen, wie
die Definition in (2) mit der fritheren zusammenhéngt.

Da ¢1 : P — ¢1(P1) = Pi/kerypr = Pi/imgy surjektiv ist, induziert dy einen
Isomorphismus Hompg(p;(P1), L) — ker d; . Wir kénnen die kurze exakte Folge Ey in F.8
als 0 — p1(P1) — Py — N — 0 wéhlen. Dann zeigt Satz F.9, daf Extr(N, L) wie dort zu
ker d / im dy isomorph ist, also zu dem Exth(N, L) wie in (2). Ebenso zeigt die Surjektivitit
von g : Py — N, dal Ext%(N7 L) wie in (2) zu Hompg(N, L) isomorph ist.

Fiir i > 1 haben die Ext%(N, L) im allgemeinen keine so direkte Interpretation.

Ubungen

1. Sei p eine Primzahl. Zeige, daf jede Erweiterung des Z—Modul Z/pZ durch den Z-Modul
Z/pZ entweder spaltet oder zu genau einem E,, wie in F.2 mit 0 < n < p dquivalent ist.

2. Sei R ein Hauptidealring, sei a € R, a # 0. Zeige, dak Extr(R/aR, M) = M/aM fiir jeden
R-Modul M.

3. Sei R der Ring R von Aufgabe VII.3. Zeige, dak es eine kurze exakte Folge von R—Moduln
0 — M(K,0,0) — M(K, K,Id) — MM(0, K,0) — 0
gibt. Zeige fiir alle R—Moduln M(V1, Va, ), dak Extg(9(0, K,0), M(V1, Va, @) = Vi/p(Va).
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4. Seien R ein Ring und E eine exakte Folge wie in F.1(1). Zeige: Ist N’ ein R—Modul mit
Extr(N’', M) = 0, so ist jede Erweiterung von N’ durch L zu einer Erweiterung der Form
v*E mit v € Homg(N’, N) #quivalent.

5. Seien R ein Ring und

E:0—N-2 P2 M—0 wd E:0—NZop L p—0

zwei exakte Folgen von R-Moduln, wobei P und P’ projektiv sind. Zeige, daf P @ N’ =
P’ @® N. (Hinweis: Betrachte g*E’ und ¢'*F.)



VIII Halbeinfache und artinsche Moduln und Ringe

In diesem Kapitel wird die Modultheorie von Kapitel VII fortgesetzt und auf die Ringtheorie
angewendet, insbesondere auf die Theorie der nicht-kommutativen Ringe. Die Theorie der
einfachen und halbeinfachen Moduln fiihrt zu einer Klassifikation der halbeinfachen Ringe.
Mit Hilfe der Theorie der artinschen Moduln und des Radikals eines Moduls sehen wir, dafs
artinsche Ringe noethersch sind. Schlieflich betrachten wir Moduln endlicher Lénge und
beweisen die grundlegenden Sitze von Jordan & Holder (iiber Kompositionsreihen) und
von Krull & Schmidt (iiber Zerlegungen in Unzerlegbare).

§ 1 Einfache und halbeinfache Moduln

Im folgenden sei R stets ein Ring.

Definition 1.1. Ein R-Modul M heift einfach, wenn M # {0} ist und wenn {0} und
M selbst die einzigen Untermoduln von M sind.

Ist M ein einfacher R—Modul, so gilt offensichtlich M = Rz fiir alle x € M,z # 0,
denn Rz ist ein Untermodul.

Wird ein R—Modul M von einem Element z erzeugt, M = Rx, so gilt M = R/anng(z),
wobei anng(z) = {a € R | ax = 0} wie in § VIL.4 der Annullator von z in R ist. Dies
ist ein Linksideal in R. (Man wende den Homomorphiesatz auf die R-lineare Abbildung
R — M,a — az an.) Fir jedes Linksideal I C R sind die Untermoduln von R/I in
Bijektion mit den Linksidealen J von R mit I C J C R. Alsoist R/I genau dann einfach,
wenn [ ein maximales Linksideal in R ist (d.h., wenn I # R und wenn fiir alle Linksideale
J mit I C J C R gilt, dak J =1 oder J =R).

Beispiele 1.2. (1) Ist D ein Divisionsring (z.B. ein Kérper), so sind {0} und D die
einzigen Linksideale in D. Also ist D ein einfacher D—Modul, und jeder einfache D—
Modul ist zu D isomorph. (Insbesondere ist ein Vektorraum iiber einem Koérper genau
dann einfach, wenn er Dimension 1 hat.)

(2) Die einfachen Z-Moduln sind gerade alle Z/pZ mit p eine Primzahl.

(3) Seien K ein Kérper und V ein endlich dimensionaler Vektorraum iiber K. Dann
konnen wir V' als Modul iiber dem Ring Endg (V') auffassen: Wir setzen ¢ - v = ¢ (v) fiir
alle ¢ € Endg (V) und v € V. Ist V # 0, so ist V' damit ein einfacher Endg(V')-Modul,
denn ist v € V mit v # 0, so gibt fiir alle w € V ein ¢ € Endg (V) mit w=¢ (v) = ¢ v,
zum Beispiel, weil wir v zu einer Basis von V' ergidnzen konnen. Also gilt V' = Endg (V) -v
fir alle v € V, v # 0, und V ist einfach tiber Endg (V).

Ist n = dim(V), so konnen wir V' mit K" identifizieren und Endg (V) mit dem Ring
M, (K) aller n x n-Matrizen iiber K. Also sehen wir auch, daf K™ fiir n > 0 ein einfacher
M, (K)-Modul ist, wobei die Modulstruktur durch Matrizenmultiplikation gegeben ist.
(Hier werden Elemente in K™ als Spaltenvektoren aufgefafit.)
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Wir haben oben den Annullator eines Elements in einem R-Modul M betrachtet. Der
Annullator von M selbst wird nun als

annp(M)={a € R|az =0 fir alle x € M} = ﬂ annpg(x)
zeM

definiert. Dies ist ein zweiseitiges Ideal in R. (Sind a € anng(M) und b € R, so gilt
(ab)x = a(bzx) = 0 fur alle z € M.)
Ist I ein zweiseitiges Ideal in R, so gilt

annR(R/I) =1. (*)

In der Tat, ein Element a € R gehort genau dann zu anng(R/I), wenn a(b+ 1) =0+ 1
fiir alle b € R gilt, also ab € I fiir alle b € R, insbesondere fiir b= 1.

Lemma 1.3. Ist R kommutativ, so induziert I — R/I eine Bijektion von der
Menge der mazimalen Ideale in R auf die Menge der Isomorphieklassen einfacher
R—-Moduln.

Beweis: Wir haben bereits gesehen, daf jeder einfache R-Modul zu solch einem R/T
isomorph ist und da® jedes R/I wie oben einfach ist. Sind I, I’ zwei maximale Ideale, so
daf R/I und R/I' isomorph zu einander sind, so folgt mit ()

I =anng(R/I) = anng(R/I") =T [

Bemerkung: Ist R nicht kommutativ, so erhalten wir durch I — R/I eine surjektive
Abbildung von der Menge aller maximalen Linksideale in R auf die Menge der Isomorphie-
klassen einfacher R—Moduln. Diese Abbildung ist jedoch im allgemeinen nicht injektiv.
Nehmen wir zum Beispiel R = My(K) fiir einen Kérper K, so ist K? ein einfacher R-
Modul. Es gilt K% = R(1,0) = R(0,1), also

K? = R/anng(1,0) = R/anng(0,1),

aber

anng(1,0) :{( ’ 2) 1bd e K} # annp(0,1) :{( "0 ) la,ce K.

Sind M ein R-Modul und N ein Untermodul von M, so ist M/N genau dann ein
einfacher R—Modul, wenn N ein maximaler Untermodul von M ist, d.h., wenn N # M
und wenn fiir alle Untermoduln L C M mit N C L gilt, daf L = M oder L = N. (Dies
folgt aus Satz VII.2.4.)

Lemma 1.4. Ist M ein endlich erzeugbarer R-Modul und ist N C M ein Unter-
modul mit N # M, so gibt es einen mazimalen Untermodul N' C M mit N C N'.

Dies beweist man mehr oder weniger genau so wie die entsprechende Aussage fiir Ideale in
kommutativen Ringen, siehe Korollar II1.3.7.

Bemerkung: Ohne die Voraussetzung, dalt M endlich erzeugbar ist, wird das Lemma
verkehrt. Man zeige zum Beispiel, dafs der Z—Modul Q keine maximalen Untermoduln hat.
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Definition 1.5. Ein R-Modul M heifst halbeinfach, wenn er direkte Summe einfacher
Moduln ist.

Insbesondere sind also einfache Moduln halbeinfach. Der Nullmodul M = {0} ist halb-
einfach (als eine leere direkte Summe). Ein (endlich dimensionaler) Vektorraum tiber einem
Korper K ist halbeinfach: Er ist frei, also eine direkte Summe von Kopien von K, und K
selbst ist einfacher K -Modul.

Satz 1.6. Sei M ein R—Modul. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) M ist ein halbeinfacher R—Modul.
(i) M ist eine Summe von einfachen Untermoduln.

(i) Fiir jeden Untermodul N C M gibt es einen Untermodul N' C M, so daf§
NoN =M.

Bevor wir diesen Satz beweisen, brauchen wir noch ein Lemma:

Lemma 1.7. Seien M ein R-Modul, N C M ein Untermodul und (M;);cr eine
Familie von einfachen Untermoduln von M. Gilt M = N +3,.; M;, so gibt es eine
Teilmenge J C I mit
M =NaoP M,
jeJ

Beweis: Sei X die Menge aller Teilmengen I’ C I, so daf die Summe N+ jerr M direkt
(also gleich N @ €D, M;) ist. Diese Menge ist nicht leer, weil ( € X.

Wir wollen zeigen, daft X induktiv geordnet ist. Sei Y C X eine totalgeordnete Teil-
menge, Y # 0. Setze Iy = Jpey I’ Wir behaupten, dak Iy € X ; dann ist Iy sicher eine
obere Schranke fiir ¥ in X.

Wir miissen zeigen, daf die Summe N+ .. 1, M; direkt ist. Nun ist ganz allgemein eine
Summe Zse gLs von Untermoduln L, in einem R-Modul genau dann direkt, wenn fiir
jede endliche Teilmenge T' C S die Summe ), . L; direkt ist. Daher reicht es zu zeigen,
daf N+>° jer, Mj fiir jede endliche Teilmenge I; von I direkt ist. Weil Y total geordnet
ist, gibt es zu jedem solchen endlichen I; ein I’ € Y mit I C I'. Wegen Y C X ist die
Summe N + > jer M direkt, also auch die kleinere Summe N + ) M; . Es folgt, dak
auch N + 3 ,c; M; direkt ist, also dak Ip € X.

Nach dem Zornschen Lemma kénnen wir nun ein maximales Element J € X finden. Wir
behaupten, dafy M = N @ @jEJ M. Nach Definition von X ist hier die Summe direkt,
also miissen wir nur zeigen, daf sie ganz M enthélt. Wegen M = N + 3., M; reicht es,
wenn wir M; C N + Z]EJ Mj fiir alle ¢ € I zeigen.

Ist dies fiir ein ¢ nicht erfiillt, so ist ¢ ¢ J, und M; N (N + 37, ; M;) ist ein echter
Untermodul von M;. Weil M; einfach ist, folgt M; N (N + 37, M;) = 0, also ist (N +
> jes M;j)+M; eine direkte Summe. Dann ist auch N+3° ;53 M; direkt und JU{i} € X
im Widerspruch zur Maximalitdt von J. Also folgt die Behauptung. |

jEl

el

Beweis von Satz 1.6: (ii) = (i) Nach Voraussetzung gibt es eine Familie (M;);e; von
einfachen Untermoduln M; von M mit M = Zz‘e 1 M;. Wenden wir Lemma 1.7 auf N =0
an, so erhalten wir M = .., M; fiir eine geeignete Teilmenge J C I. Also ist M
halbeinfach.

jeJ
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(i) (iii) Nun gibt es nach Voraussetzung einfache Untermoduln (M;);c; von M mit
M = @;c; M;. Dann folgt M = N + >, M;. Ist nun J eine Teilmenge von I mit
M=Nao] jes M; wie in Lemma 1.7, so konnen wir N "= @..; M; nehmen.

(ili) = (ii) Zunéchst bemerken wir, daf mit M auch jeder Untermodul M’ C M die
Bedingung (iii) erfiillt: Ist N ein Untermodul von M’, so ist N auch ein Untermodul
von M, also gibt es einen Untermodul N’ C M mit M = N & N’. Nun rechnet man leicht
nach, dafR M’ =N @ (N'nM').

Wenn nun M die Bedingung (iii) erfiillt, so setzen wir M’ gleich der Summe aller
einfachen Untermoduln von M. (Hat M keine einfachen Untermoduln, so bedeutet dies
M’ = 0.) Nach Voraussetzung gibt es einen Untermodul N von M mit M = M'& N. Wir
miissen zeigen, daff N = 0 ist.

Angenommen, es ist N # 0. Sei z € N,z # 0. Wenden wir Lemma 1.4 auf den endlich
erzeugbaren R—-Modul Rz und seinen Untermodul 0 an. Es gibt also einen maximalen
Untermodul N’ von Rz. Weil auch Rz Bedingung (iii) erfiillt, gibt es einen Untermodul
L C Rz mit N'®L = Rz. Dann ist L zu Rx/N’ isomorph, wegen der Maximalitit von N’
also einfach. Dann folgt L C M’ nach Definition von M’. Da andererseits L C Rx C N
und N N M’ =0, haben wir einen Widerspruch. ]

jEJ

Korollar 1.8. Ist M ein halbeinfacher R—-Modul, so sind alle Untermoduln und alle
Faktormoduln von M halbeinfach.

Beweis: Wir haben gerade im Beweis von ,(iii) = (ii)* gesehen, daf jeder Untermodul N
von M Bedingung (iii) in Satz 1.6 erfiillt. Daher ist N nach Satz 1.6 halbeinfach. Auferdem
gibt es einen Untermodul N’ mit M = N @& N’. Dann ist M/N zu N’ isomorph, also
halbeinfach, weil N’ dies ist. [

Bemerkung 1.9. Ein einfacher Modul ist offensichtlich noethersch. Ein halbeinfacher Mo-
dul ist genau dann noethersch, wenn er eine endliche direkte Summe einfacher Untermoduln
ist, genau dann, wenn er endlich erzeugbar ist, vgl. die Bemerkungen VII.6.2 und VII.6.6.
Ein halbeinfacher Modul ist offensichtlich genau dann unzerlegbar, wenn er einfach ist. Fiir
endlich erzeugbare halbeinfache Moduln ist eine Zerlegung in unzerlegbare Summanden wie
in Satz VIL.7.4 dasselbe wie eine Zerlegung als direkte Summe einfacher Untermoduln.

Lemma 1.10. Sei ¢ : M — M’ ein Homomorphismus von R—Moduln mit ¢ # 0.
(a) Ist M einfach, so ist ¢ injektiv.

(b) Ist M’ einfach, so ist ¢ surjektiv.

(¢) Sind M und M’ einfach, so ist ¢ ein Isomorphismus.

Beweis: In (a) ist ker ¢ ein Untermodul ungleich M von M, also gleich 0. In (b) ist im¢
ein Untermodul ungleich 0 von M’, also gleich M’. Offensichtlich folgt (c) aus (a) und (b).
|

Lemma 1.11. (a) Sind M, M’ nicht isomorphe einfache R—Moduln, so ist
Hompg(M, M’) = 0.

(b) Ist M ein einfacher R-Modul, so ist Endgr(M) ein Divisionsring.

Beweis: Beide Aussagen sind nach Lemma 1.10.c klar. |
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Bemerkung: Die Aussage unter (b) wird oft als Schurs Lemma bezeichnet. Allerdings
wird dieser Name auch héufig fiir das Lemma 4.5 unten benutzt.

1.12. Wir wollen Endg(M) in dem Beispiel 1.2(3) bestimmen. Zunéchst verallgemeinern
wir jedoch dieses Beispiel etwas.

Es sei R = M,(S), der Ring aller n x n—Matrizen iiber einem anderen Ring S. Ist L
ein S—Modul, so wird (wie man leicht nachrechnet) L™ zu einem R-Modul vermoge

n n n
Axr = E ai;xy, E A2 Tjy .-y E AnjTj
Jj=1 Jj=1 j=1

fir alle A = (a;;) € My(S) und alle z = (z1,29,...,2,) € L™ Ist L' C L ein S-
Untermodul, so ist (L’)™ offensichtlich ein R—Untermodul von L™.

Lemma 1.13. (a) Jeder R—Untermodul von L™ ist solch ein (L')™.
(b) Ist L ein einfacher S-Modul, so ist L™ ein einfacher R—Modul.

(¢) Seien Ly und Lo zwei S—Moduln. Ist ¢ : L1 — Lo eine S -lineare Abbildunyg,
S0 ist

99n LT—>L§ mit (.’E],.Iz,.‘.,.’ﬂn) L (@($1),99(I2),,(p(1n))
ein Homomorphismus von R—Moduln. Die Abbildung
Homg(Lq, Ly) — Hompg(LY, LY), pr— "

ist ein Isomorphismus von abelschen Gruppen; im Fall Ly = Lo ist sie ein Ringho-
momorphismus.

Beweis: (a) Sei N C L™ ein R—Untermodul. Fir 1 < ¢ < n sei p; : L™ — L die
Projektion auf die i—te Komponente. Fiir alle j und k bezeichne Ej;, € M,(S) = R
die Matrix mit (j,k)-Eintrag 1 und allen anderen Eintréigen 0. Die Definition von Az
impliziert fiir alle * = (z1,x2,...,%,) € L™, dab Ej,x = (0,...,z,...,0), wobei hier z
an der j-ten Stelle steht. Es gilt daher p;(Ej, ) = pp(x). Da N C L™ ein R-Untermodul
ist, gilt Ejp N C N, also folgt pi(IN) C p;(IN). Aus Symmetriegriinden muk py(N) = p;(N)
sein. Es gibt daher eine Teilmenge L' C L mit L' = p;(N) fiir alle 7. Offensichtlich ist L’ ein
S—Untermodul von L mit N C (L')™. Sei umgekehrt v = (v1,v2,...,v,) € (L)". Wegen
L’ = p1(N) gibt es fiir alle i ein z; = (21, 22, - - -, 2in) € N mit 2;1 = v;. Nun ist Ej 2z; =
(0,...,vi,...,0) € N, wobei v; an der i—ten Stelle steht. Daher ist v =31 | Fj1 z; € N.
Somit erhalten wir N = (L')", also die Behauptung.
(b) Dies ist klar nach (a).
(¢c) DaR ¢" ein Homomorphismus von R—Moduln ist, rechnet man leicht nach, ebenso,
dakl ¢ — ¢" ein injektiver Homomorphismus additiver Gruppen (bzw. von Ringen) ist.
Um die Surjektivitét zu erhalten, betrachten wir ¢ € Hompg(L}, L%). Es gibt dann eine
Abbildung ¢ : L1 — Ls mit E11¢(y,0,...,0) = (¢(y),0,...,0) fir alle y € L;. Man
rechnet leicht nach, daff ¢ € Homg (L1, La). Weiter gilt fiur alle = (21, 22,...,2,) € LT
n n
G(x) =Y P(EaFn(2:,0,...,0)) =Y EqEnt(z;,0,...,0) = (p(x1),0(z2), . .., o(xn)),
i=1 =1

also ¢ = ™. |
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Bemerkung: Fiir einen Divisionsring D folgt aus (b), daR D" ein einfacher Modul iiber
M, (D) ist, weil D ein einfacher Modul iiber sich selbst ist.

Lemma 1.14. Seien S ein Ring und n > 0 eine ganze Zahl. Der Ring Endyy, (5)(S™)
ist zu dem Ring S°P isomorph. Das Zentrum Z(My(S)) von My(S) ist gleich Z(S) 1.

Beweis: Wir haben nach VII.1.4 einen Ringisomorphismus S°° — Endg S, der jedem
a € S die Multiplikation mit @ von rechts zuordnet. Nun gibt uns Lemma 1.13.c einen
Ringisomorphismus S°P Endyy,(s)(S™), der jedem a € S die Abbildung p, : S* — S"
mit (a1, az,...,a,) — (@1a,a2a,...,a,a) zuordnet.

Fiir jedes A € Z(My(S)) ist v = Av ein Element von Endyy,(s)(S™), also gibt es
ein a € S mit Av = p,(v) fiir alle v € S™. Wenden wir dies auf alle v von der Form
(0,...,0,1,0,...,0) an, so folgt A=>"" , aF;; = al. Fiir beliebiges (a1,as,...,a,) € S"
folgt nun

(aay,aaq, ... aa,) = Av = pa(v) = (a1a, azq, . .., apa).

Daraus erhilt man a € Z(S). Damit haben wir Z(M,(S)) C Z(S)1 gezeigt; die umge-
kehrte Inklusion ist klar. ]

1.15. Sei M ein R-Modul; setze A = Endg(M). Fir jeden R-Modul M’ ist dann
Homp (M, M') ein A-Rechtsmodul vermoge

(fe)(x) = fle(x))

fiir alle f € Homg(M,M'), ¢ € Endg(M) und x € M, d.h., wir setzen fo = fo .
Fiir eine direkte Summe @), ; N; von R-Moduln haben wir eine Abbildung

@D Homp(M, N;) — Homg(M, ) Ni), (1)
el el

die einer Familie (f;)ie; mit f; € Hompg(M,N;) die Abbildung f : M — @;c; N; mit
f(z) = (fi(x))ier zuordnet. Dies ist offensichtlich ein injektiver Homomorphismus von A—
Rechtsmoduln.

Behauptung: Ist M endlich erzeugbar (z.B. einfach) iiber R, so ist (1) bijektiv.

Beweis: Sei M = Z?:l Rzj;. Fiir jeden Homomorphismus f : M — @,c; N; sei fi :
M — N; die Komposition von f mit der Projektion auf die i—te Koordinate. Es gilt also
f(z) = (fi(x))ier fir alle z € M. Fir alle j ist die Menge der ¢ mit f;(z;) # 0 endlich.
Die Menge I’ aller i, fiir die es ein j mit f;(z;) # 0 gibt, ist daher ebenfalls endlich.
Fiir alle ¢ ¢ I' gilt fi(z;) = 0 fiir alle 7, also f; = 0. Also ist (f;)ies ein Element von
P;c; Hompg(M, N;) und wird in (1) auf f abgebildet.

Satz 1.16. FEs seien M ein einfacher R-Modul und N ein endlich erzeugbarer
halbeinfacher R—Modul. Dann ist Homp(M, N) als Rechtsmodul iber Endg(M) frei
von endlichem Rang. Fiir jede Zerlegung N = Ny @ Na@® --- @& N, von N als direkte
Summe einfacher R—Moduln ist die Anzahl der i mit N; = M gleich dem Rang von
Homp(M, N) dber Endg(M).

Beweis: Sei N = @)_; N; eine beliebige Zerlegung von N als direkte Summe einfa-
cher R—Moduln. Wir haben dann einen Isomorphismus wie in 1.15(1). Ist N; nicht zu M
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isomorph, so gilt Homp(M, N;) = 0. Ist N; zu M isomorph, so wihlen wir einen Isomor-
phismus g; : M > N;. Dann ist Homg(M,N;) = ¢;A mit A = Endg(M), denn fiir
jedes g € Homp(M, N;) ist gi_1 og € A mit g = gi(gi_1 og). Da A in diesem Fall ein
Schiefkorper ist, ist g;A = A als A-Rechtsmodul. Daher induziert 1.15(1) in diesem Fall
einen Isomorphismus

AU = Homp(M, D N;) (1)

el
von A-Rechtsmoduln, wobei I(M) die Menge aller ¢ € I mit M = N; ist. Daraus folgt
die Behauptung. |

Bemerkung: Jeder Modul (Rechts- wie Links-) iiber Endgr (M) ist frei, weil Endg(M)
ein Divisionsring ist. Das folgt etwas spéter aus Satz 2.3, konnte aber auch direkt wie bei
Koérpern bewiesen werden. Der springende Punkt bei Satz 1.16 ist also nicht die Freiheit,
sondern die Bestimmung des Rangs (eindeutig bestimmt, weil der Divisionsring Endg(M)
noethersch ist). Diese impliziert insbesondere, daff die Anzahl der einfachen Summanden
isomorph zu M unabhéingig von der gewédhlten Zerlegung ist. Diese Anzahl wird die Mul-
tiplizitdt von M in N genannt.

§ 2 Halbeinfache Ringe

Definition 2.1. Ein Ring heifst halbeinfach, wenn er als Modul iiber sich selbst halbeinfach
ist. (Die Modulstruktur hier ist die als Linksmodul unter Linksmultiplikation.)

Beispiele 2.2. (1) Ein Korper oder, allgemeiner, ein Divisionsring ist als Modul tiber sich
einfach, also ein halbeinfacher Ring.

(2) Sind Rj, Ro halbeinfache Ringe, so ist auch ihr direktes Produkt R; x Ry halbeinfach:
Zunéchst ist Ry x Ry = (R x {0}) @ ({0} x R2) als (R; x Ry)-Modul. Ferner sind
(z.B.) die (R; x Rz)-Untermoduln von R; x {0} genau alle M x {0} mit M ein Rj—
Untermodul von R;. Ist dabei M einfach tiber R, so ist M x {0} einfach iiber Ry X Ra.
Ist Ry = @,y M;, so ist Ry x {0} = @,; M; x {0}. Daraus und aus den entsprechenden
Eigenschaften von {0} x Ry folgt die Behauptung leicht.

(3) Ist D ein Divisionsring, so ist fiir alle ganzen Zahlen r > 1 der Matrizenring M, (D) ein
halbeinfacher Ring. Es ist ndmlich M, (D) = @;_, N;, wobei N; die Menge aller Matrizen
in M, (D) bezeichnet, wo alle Eintrége auferhalb der i—ten Spalte gleich Null sind. Die
Abbildung

0O -0 a 0 --- 0

0 -+ 0 ay 0 --- 0O
DT—>]VZ'7 (al,ag,...,ar)»—>

0 - 0 a 0 -~ 0

ist ein Isomorphismus von M, (D)-Moduln, wenn wir D" als M,(D)-Modul wie in 1.12
betrachten. Weil D" nach Lemma 1.13.b ein einfacher Modul ist, folgt die Behauptung.

(4) Ist R ein Integritétsbereich, der kein Korper ist, so ist R nicht halbeinfach. Es kann
R namlich keinen einfachen Untermodul enthalten: Ist I C R ein Ideal, I # 0, so ist fiir
jedes a € I,a # 0 das Hauptideal Ra ein zu R isomorpher Untermodul von I, also I nicht
einfach, weil R als Modul iiber sich selbst nicht einfach ist.
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Satz 2.3. Sei R ein halbeinfacher Ring.
(a) Jeder R—Modul ist halbeinfach.
(b) Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher R—Moduln.

Beweis: (a) Jeder freie R-Modul ist ein halbeinfacher R-Modul, weil er direkte Summe von
Kopien des halbeinfachen R—Moduls R ist. Ein beliebiger R—Modul ist ein Faktormodul
eines freien R—Moduls, also halbeinfach nach Korollar 1.8.

(b) Weil R als Modul iiber sich endlich erzeugbar ist, konnen wir R als endliche direkte
Summe R = N1 @ No@®---@B N, von einfachen R—Moduln N; schreiben. Ist N ein beliebiger
einfacher R—Modul, so gibt es einen surjektiven Homomorphismus ¢ : R — N. Dann gibt
es ein ¢ mit p(N;) # 0; aus Lemma 1.10.c folgt nun N; = N. u

Bemerkung: Ist D ein Divisionsring, so ist jeder einfache D—Modul zu D isomorph,
siehe Beispiel 1.2(1). Weil D ein halbeinfacher Ring ist, folgt nun aus Satz 2.3.a, daf jeder
D—Modul frei ist.

Satz 2.4. Seien D1, Do, ..., D, Divisionsringe und r1,72,...,m, > 1 ganze Zahlen.
Dann ist das direkte Produkt

R = M,,(D1) x My,(D3) X+ X M,, (D)

ein halbeinfacher Ring. Es gibt n Isomorphieklassen einfacher R—Moduln. Man kann

Reprisentanten Ey, Es, ..., E, fir diese Isomorphieklassen so numerieren, daf§ D; =

Endg(E;)°P fir alle i und R= @], E;".
Beweis: Aus den Beispielen 2.2 folgt, daft R ein halbeinfacher Ring ist. Wir bezeichnen mit
pi : R — M,,(D;) die Projektionsabbildungen, so daf a = (pi(a),p2(a),...,pn(a)) fir
alle a € R. Fiir alle i setzen wir E; = D]’ Dies ist nach 1.13/14 ein einfacher M, (D;)-
Modul mit D; & EndA,Ll(DZ)(EZ-)Op. Ein jeder M,,(D;)-Modul N wird durch a-z = p;(a)z
fir alle a € R und x € N zu einem R-Modul. Insbesondere wird E; so zu einem einfachen
R-Modul; der Isomorphismus von M, (D;)-Moduln M, (D;) = E;* von Beispiel 2.2(3)
ist dann ein Isomorphismus von R—Moduln. Daraus folgt, daf R als Modul iiber sich zu
@B, M,,(D;) = @}, E" isomorph ist. Daher ist jeder einfache R—Modul zu einem FE;
isomorph. Das Element e; € R mit p;(e;) = 1 und pj(e;) = 0 fiir ¢ # j wirkt auf E; als
Identitét, aber als 0 auf allen E; mit j # . Daraus folgt, daf die E; paarweise nicht iso-
morph sind, also Représentanten fiir die Isomorphieklassen einfacher R—Moduln. Schliefslich
ist D; = Eneri(D,)(Ei)Op =~ EndR(Ei)OP. | |

2.5. Wir wollen zeigen, dafs jeder halbeinfache Ring R zu einem direkten Produkt wie in
Satz 2.4 isomorph ist. Dazu werden wir den Isomorphismus Endg(R) = R°P ausniitzen.
Zunichst betrachten wir allgemeiner Endgr (M) fiir einen endlich erzeugbaren halbeinfachen
Modul M iiber einem beliebigen Ring R.

Seien also R ein beliebiger Ring und M ein endlich erzeugbarer halbeinfacher R—Modul.
Dann ist M endliche direkte Summe einfacher Moduln. Fassen wir dabei isomorphe Sum-
manden zusammen, erhalten wir eine Zerlegung

M=M®My®--- &M,

so dafs es einfache R—-Moduln FEy, Es, ..., E, und natiirliche Zahlen r1,7s,...,r, gibt, so
daR M; = E7* fiir alle ¢ und so daf E;, F; fiir ¢ # j nicht isomorph zu einander sind. In
dieser Situation gilt:
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Lemma 2.6. Fir jedes ¢ € Endr(M) gilt o(M;) C M; fir alle i. Die Abbildung
@ = (P P\ Moy - -+ P\, ) 8T ein Ringisomorphismus

ElldR(Z\/[) = EndR(ZVh) X EndR(]Vlg) X oo X EndR(ZV[n).

Beweis: Zunichst gilt Hompg(E;, E;) = 0 fiir 4 # j, vgl. Lemma 1.11.a. Daraus folgt fiir
alle ;s € N, dab Hompg(Ej, Ej) = 0 fiir ¢ # j ist. (Ist g : £; — EJ die Inklusion des
k~ten Summanden und ist p; : B — E; die Projektion auf den I-ten Summanden, so
gilt proyogy =0 fiir alle ¢ € Homp(E], E5); daraus folgt ¢ =0.) Wegen M; = E]* und
M; = E} folgt nun Homp(M;, Mj) = 0 fiir i # j.

Sind nun ¢; : M; — M und 7; : M — M, die Inklusion und Projektion beziiglich
unserer gegebenen Zerlegung (fiir jedes ¢), so gilt mjopo; = 0 fiir alle ¢ € Endg(M) und
alle ¢ # j. Dies impliziert, daf ¢(M;) = ¢ o 1;(M;) C M; fir alle .

Damit ist klar, dak ¢ —— (p|ar,)1<i<n ein wohldefinierter Ringhomomorphismus von
Endg(M) in das Produkt der Endg(M;) ist. Auferdem folgt die Injektivitdt unmittelbar.
Ist umgekehrt ¢; € Endgr(M;) fiir alle ¢ gegeben, so kénnen wir offensichtlich ¢ : M — M
durch )y, = ¢; fiir alle ¢ definieren; die Surjektivitét folgt. |

Bemerkung: Der Beweis zeigt iibrigens auch, daf fiir jeden Homomorphismus v : F; —
M von R—Moduln das Bild ¢(E;) in M; enthalten ist. Es folgt, daf M; die Summe aller
zu F; isomorphen Untermoduln von M ist. Insbesondere ist M; so eindeutig bestimmt
und unabhéngig von der Konstruktion iiber eine Zerlegung von M als direkte Summe
einfacher Moduln. Man nennt M; die isotypische Komponente von M vom Typ E;. (Diese
Definition 14ft sich tibrigens auch auf halbeinfache Moduln ausdehnen, die nicht endlich
erzeugbar sind.)

Lemma 2.7. Es sei L ein Modul iber einem Ring R. Setze A = Endg(L). Fir alle
r € N ist dann Endg(L") zum Matrizenring M,(A) isomorph.

Beweis: Jeder Matrix (i) € M, (A) ordnen wir die Abbildung ¢ : L" — L” mit

(@1, 29, .. Tn) = (Z@lj(l}% Z ©2;(x5); - .- ’Z ‘Prj(xj))
j=1 j=1 Jj=1

zu. Man sieht leicht, daR ¢ eine R-lineare Abbildung ist und daf (@;;) — ¢ ein Ringho-
momorphismus ist. Ist umgekehrt ¢ € Endg(L") so gibt es Abbildungen %);; : L — L, so
dafs fiir alle z € L

1/}(0, ceey 071'./ 0, ce 0) = (1/111(1:), 1/121'(95)7 e ’wm(l“))

ist, wobei links x an der i-ten Stelle steht. Man rechnet leicht nach, dak 1;; € Endgr(L)
fiir alle ¢ und j und daf 9 — (¢j;) die Umkehrabbildung zur obigen Abbildung ist. —m

Bemerkung: Ist K ein Korper, so ist Endg(K) = K, und das Lemma sagt in die-
sem Fall, daff Endg(K™) = M,(K). Das Lemma ist also eine Verallgemeinerung dieses
wohlbekannten Satzes der Linearen Algebra.
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Satz 2.8. Sei M ein halbeinfacher Modul ungleich O tber einem Ring R. Dann gibt
es Divisonsringe D1, D, ..., D, und positive ganze Zahlen 11,79, ... 7, mit

Endp(M) = M, (D) x My, (Dy) x -+ x M, (D,).

Beweis: Wir betrachten eine Zerlegung von M wie vor Lemma 2.6. Setze D; = Endgr(E;)
fir alle 4. Dies ist nach Schurs Lemma ein Divisionsring. Aus Lemma 2.7 folgt Endp(M;) =
Endgr(E]") = M,,(D;). Nun wende man Lemma 2.6 an. ]

Lemma 2.9. Es seien A ein Ring und n eine positive ganze Zahl. Dann ist M, (A)°P
als Ring zu M, (A°P) isomorph.

Beweis: Man rechnet leicht nach, daft die Abbildung, die jeder Matrix ihre Transponierte
zuordnet, ein Isomorphismus M, (A)°P — M, (A°P) ist. u

Satz 2.10. Ist R ein halbeinfacher Ring, so gibt es Divisionsringe D1, Da, ..., Dy
und positive ganze Zahlen 11,79, ..., 1y mit

R =5 M, (Dy) x Myy(D3) x -+ x M, (Dy,).

Beweis: 'Wir haben R°° = Endg(R), also R = (R°?)°" = Endr(R)°. Weil R ein endlich
erzeugbarer, halbeinfacher R-Modul ist, hat Endr(R) die Form wie in Satz 2.8. Es gilt
offensichtlich (Ry x Rg)P = R‘ljp X Rgp fiir alle Ringe Rj, Ro. Daraus und aus Lemma 2.9
folgt nun, dafy R zum direkten Produkt der Mn(Dfp) isomorph ist. Weil mit D; auch D?p
ein Divisionsring ist, folgt die Behauptung. u
Bemerkung: Genauer wissen wir nun, daf ein Ring R genau dann halbeinfach ist, wenn er
zu einen direkten Produkt wie im Satz isomorph ist. Daraus folgt im iibrigen, dafs R genau
dann halbeinfach ist, wenn R°P dies ist. Bemerke, daf die Paare (D;,r;) in Satz 2.10 durch
R eindeutig (bis auf Reihenfolge und Isomorphie) bestimmt sind. Dies folgt aus Satz 2.4.

Satz 2.11. Sei R = R; x Ry x --- X Ry, ein halbeinfacher Ring, wobei jedes Ry, zu
einem Matrizenring My, (Dy,) tber einem Divisionsring Dy, isomorph ist. Dann sind
die zweiseitigen Ideale von R die Produkte von Teilmengen von {Ry, Ra,...,Ry}.

Beweis: Man sieht leicht (sogar fiir ein beliebiges Produkt von Ringen), daf das Produkt
iiber eine Teilmenge der Ry ein zweiseitiges Ideal in R ist.

Sei umgekehrt J C R ein zweiseitiges Ideal. Weil R halbeinfach ist, konnen wir J als
Linksideal in eine direkte Summe J = @;_, E), von einfachen Untermoduln (Linksidea-
len) zerlegen. Fiir jedes k gibt es ein i(k) mit Ej = DLTE](: Nun ist R; die isotypische
Komponente von R vom Typ D;*, siche 2.6. Daraus folgt Ej, C Ry, fiir alle k. Mit
I={i(k) |1<k<s} giltalso JC[];c;Ri.

Wir behaupten, daf hier Gleichheit gilt. Sei i € I'; wihle k mit ¢ = ¢(k). Ist E C R ein
einfacher Untermodul von R mit F = Ej, so gibt es ein ¢ € Endgr(R) mit ¢(Ey) = E.
(Wegen der Halbeinfachheit von R ist Ej ein direkter Summand von R, und es gibt daher
eine R-lineare Projektion R — E}. Diese setze man mit einem Isomorphismus von Ej,
auf E und der Inklusion von E in R zusammen.) Es ist ¢ die Multiplikation von rechts
mit einem Element a € R. Es folgt E = Era C Ja C J, weil J ein zweiseitiges Ideal
ist. Daher ist die ganze isotypische Komponente R; vom Typ Ej in J enthalten. Damit
erhalten wir J = [[;c; R;. [

Bemerkung: Dieser Satz zeigt insbesondere fiir jeden Matrizenring M, (D) iiber einem
Divisionsring D, daf (0) und M, (D) die einzigen zweiseitigen Ideale in M, (D) sind.
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§ 3 Der Dichtesatz

Ist M ein Modul {iber einem beliebigen Ring R, so ist M ein Modul iiber dem Ring
S = Endg(M) vermége am = a(m) fiir alle « € S und m € M. Fiir alle @ € R ist dann die
Skalarmultiplikation ¢, : M — M, {,(m) = am offensichtlich eine S-lineare Abbildung.
Wir erhalten so einen (,kanonischen®) Ringhomomorphismus R — Endg(M), a — £,.

Man kann auf Endg(M) eine Topologie definieren, so daf der folgende Satz besagt, daf
die Menge aller ¢, mit a € R dicht in Endg(M) ist. Dies ist der Grund fiir den Namen
,Dichtesatz.”

Satz 3.1. (Jacobsons Dichtesatz) Sei M ein halbeinfacher Modul iber einem Ring R.
Setze S = Endgr(M). Dann gibt es fir alle f € Endg(M) und alle 1,9, ..., x, € M
ein Element a € R mit ax; = f(x;) fir alle i.

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall » = 1. Weil M halbeinfach ist, gibt es einen
Untermodul N C M mit M = N & Rx;. Die Projektion p : M — Rx; beziiglich dieser
Zerlegung ist R-linear und kann (vermdge der Inklusion von Rz in M) als Element von
S = Endp(M) aufgefasst werden. Wegen f € Endg(M) gilt nun f(z1) = f(p(z1)) =
pf(x1) € Rxy, d.h., es gibt @ € R mit f(z1) = ax.

Sei nun r beliebig. Setze M’ = M" und S’ = Endg(M’). Dann ist auch M’ ein halbein-
facher R—Modul, und Lemma 2.7 liefert einen natiirlichen Isomorphismus M, (S) = 9.
Man sieht leicht, daR f': M' — M’ mit f'(y1,y2,--.,9r) = (f(v1), f(y2),---, f(yr)) zu
Endg/(M') gehort. Wir wenden den Fall =1 auf M’, S, f' und 2’ = (z1,29,...,2,) an
und erhalten ein ¢ € R mit az’ = (axy,azs,...,ax,) = f'(z') = (f(21), f(x2),..., f(z,)),
also mit ax; = f(z;) fiir alle 7. [

Korollar 3.2. Sei M ein halbeinfacher Modul tiber einem Ring R. Ist M als Modul
iber S = Endg(M) endlich erzeugbar, so ist der kanonische Homomorphismus R —
Endg(M) surjektiv.

Beweis: Wir wahlen im Satz x1,xs,..., 2, als Erzeugende von M iiber S und erhalten
dann im Satz f = {,. [ ]

Definition 3.3. Ein Modul M iiber einem Ring R heifit treu, wenn es fiir alle a € R, a # 0
ein € M mit ax # 0 gibt. (In der Notation der Bemerkung zu VII.1.1 bedeutet dies,
daf £, # 0 fiir alle @ € R, a # 0. Aquivalent: Die Abbildung R — End(M), a — £, ist
injektiv.)

Korollar 3.4. (Wedderburn) Es sei M ein einfacher und treuer Modul iber einem
Ring R. Ist M als Modul iber dem Divisionsring D = Endr(M) endlich erzeugbar,
so ist R isomorph zu Endp(M).

Dies ist nun nach Korollar 3.2 klar. Wir kénnen genauer sagen: Da iiber dem Divisionsring D
alle Moduln frei sind, gibt es ein n € N mit M = D™. Dann folgt nun (mit Lemma 2.7)
R = M, (D°P).
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§ 4 Algebren

Definition 4.1. Sei A ein kommutativer Ring. Eine ,nicht-notwendig assoziative* Algebra
tiber A ist ein A-Modul M mit einer Verkniipfung M x M — M, (z,y) — xy, so daR
fir alle z,y,2 € M und a € A gilt:

z(y + 2) = 2y + 22,
(@ +y)z=a2+yz,
(az)y = a(zy) = x(ay).

(Man sagt kurz: Die Algebrenmultiplikation (z,y) — zy ist bilinear.)

Im folgenden werden wir nur solche Algebren betrachten, die Ringe (mit Eins) beziiglich
der gegebenen Addition und der Algebrenmultiplikation sind. Das bedeutet also, daf die
Multiplikation zusétzlich das assoziative Gesetz erfiillen muft und ein neutrales Element
haben muf. Wir nennen solche assoziativen Algebren mit 1 von nun an kurz A-Algebren.
Eine Unteralgebra ist dann ein Unterring, der auch ein A-Untermodul ist. Eine A-Algebra,
die ein Divisionsring ist, nennen wir eine A —Divisionsalgebra.

Zum Beispiel sind alle Polynomringe A[X1, X2, ..., X,] und alle Matrizenringe M, (A)
Beispiele fiir A-Algebren.

4.2. Ist M ein A-Modul, so ist End4 (M) eine A—Algebra. Ist R eine A—Algebra, so ist die
Abbildung ¢ : A — R,a +— al ein Ringhomomorphismus, wobei 1 das neutrale Element
in R ist. Hier folgt die Additivitét, also t(a+b) = t(a)+¢(b), aus den Modulaxiomen, und
die Multiplikativitédt folgt aus

(a1)(b1) = a(1(b1)) = a(bl) = (ab)1.

SchlieRlich gilt ¢(14) = 141 = 1 nach einem der Modulaxiome. Genauer nimmt ¢ Werte
im Zentrum Z(R) an: Wir haben fiir alle ¢ € A und z € R

t(a)z = (al)x = a(lz) = ax = a(zl) = z(al) = z1(a).

Sind umgekehrt R ein Ring und ¢ : A — Z(R) ein Ringhomomorphismus, so wird R
zu einer A-Algebra (mit der gegebenen Addition und Multiplikation), wenn wir die Ska-
larmultiplikation A x R — R durch (a,2) — t(a)z erkliren. (Die Axiome sind leicht
nachzurechnen.)

Sind R eine A-Algebra und M ein R—Modul, so ist M durch ,Restriktion der Skalare®
auch ein A-Modul: Wir setzen ax = (alg)z fir alle « € A und z € M. Fiir alle a € A
gehort dann die Abbildung aldy, : M — M,z — ax zu Endg(M), weil alg mit allen
Elementen in R kommutiert. Setze S = Endg(M). Dann gehort aldys zum Zentrum
von S, weil jedes Element in S mit der Skalarmultiplikation mit alp € R kommutiert. Es
folgt, dak a — aldy; ein Ringhomomorphismus von A in das Zentrum von S ist, so dafs
S auf diese Weise eine natiirliche Struktur als A—Algebra erhélt.

4.3. Wir wollen nun speziell Algebren iiber Kérpern betrachten und wéhlen einen Kérper K
fest. Seien R eine K -Algebra und M ein R-Modul; setze S = Endgr(M). Wie oben
bemerkt, ist M auch ein Vektorraum iiber K, wihrend S eine K-Algebra ist.



Algebren 219

Ist nun M als Vektorraum iiber K endlich dimensional, so auch S. Es gilt ndmlich
S = Endgr(M) C Endg(M); hat M Dimension n iber K, so gilt Endg (M) = M, (K),
also ist diese Algebra endlich dimensional.

Ist R endlich dimensional {iber K, so hat jeder einfache R—Modul endliche Dimension
iiber K, weil er ein homomorphes Bild von R als R—Modul ist.

Satz 4.4. FEs seien R eine endlich dimensionale K —Algebra tiber einem Kérper K
und M ein einfacher R—Modul. Setze D = Endgr(M). Dann ist der natiirliche Ho-
momorphismus R — Endp (M) surjektiv.

Beweis: Nach Korollar 3.2 reicht es zu zeigen, dafs M iiber D endlich erzeugbar ist. Das
folgt aber, weil M schon iiber K = K Idys C D endlich erzeugbar ist. |

Bemerkungen: (1) Weil D ein Divisionsring ist, gibt es oben ein n € N mit M = D"
als D-Modul. Dann gilt Endp(M) = M, (D°P).

(2) Ist M ein treuer R—Modul, so erhalten wir nun R = Endp(M) = M, (D°P), wie
in Korollar 3.4. Ist zusétzlich das Zentrum von R gleich K (genauer: gleich K1g), so ist
auch das Zentrum von D gleich K (genauer: gleich K Idy/). Denn: Jedes o € Z(D) =
Z(Endp(M)) gehort zu Endp(M). Also gibt es a € R mit a = {,, die Skalarmultiplikation
mit a. Aus ¢, € Endg(M) folgt, dak ¢, mit jedem ¢;,b € R kommutiert. Wegen der Treue
von M bedeutet dies a € Z(R) = K - 1g, also a € K Idys. Die umgekehrte Inklusion ist
trivial.

(3) Man nennt einen Ring R einfach, wenn R # 0 und wenn (0) und R die einzigen
zweiseitigen Ideale von R sind. Uber einem einfachen Ring R sind alle Moduln M #0
treu, weil der Kern des Homomorphismus R — End(M) ein zweiseitiges Ideal # R ist.
Nun folgt aus den vorangehenden Bemerkungen, dafs eine einfache, endlich dimensionale K —
Algebra R zu einem Matrizenring M, (D) isomorph ist, wobei D eine endlich dimensionale
K -Divisonsalgebra ist. Gilt auferdem Z(R) = K 1g, soist Z(D) =K 1p.

Lemma 4.5. Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, R eine K —Algebra
und M ein einfacher R—-Modul. Wenn M endlich dimensional iber K ist, so gilt
EndR(M) = KId]W =K.

Beweis: Sei ¢ € Endg(M) C Endg(M). Aus den Voraussetzungen folgt, daf ¢ als K—
lineare Abbildung einen Eigenwert haben muR. Es gibt also a € K mit ker(¢ —aldy) # 0.
Nun ist ¢ — aldps eine R-lineare Abbildung, also der Kern ein Untermodul. Wegen der
Einfachheit von M muR ker(p — aldy) = M sein, also ¢ = aldy € KIdy, . [ ]

Bemerkung: Dies ist das eigentliche Lemma von Schur, vgl. Lemma 1.11.
Lemma 4.6. (Burnside) Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper, V ein

endlich dimensionaler Vektorraum tber K und R C Endg (V) eine Unteralgebra. Ist
V' ein einfacher K —-Modul, so ist R = Endg (V).

Beweis: Lemma 4.5 impliziert, daf Endr (V) = K Idy . Also ist nach Satz 4.4 die Inklusion
R — Endg(V) surjektiv. [

Satz 4.7. (Molien) Seien K ein algebraisch abgeschlossener Kiorper und R eine
endlich dimensionale K —Algebra, die als Ring halbeinfach ist.
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(a) Es gibt positive ganze Zahlen ni,na,...,n, mit
R 2 My, (K) X My,(K) x - x My, (K).

(b) Es gibt bis auf Isomorphie r verschiedene einfache R-Moduln Ey, Es, ... E,.
Bei geeigneter Numerierung gilt dimg E; = n;. Als R-Modul ist R 2u @,_, E"
isomorph. Es gilt dimg R=>1_ n?.

(¢) Das Zentrum von R hat Dimension r iber K .

Beweis:  Wegen dimg R < oo gilt auch dimg E < oo fiir jeden einfachen R—-Modul E,
also Endg(E) = K nach Lemma 4.5. Nun folgen (a) und (b) aus Satz 2.10 und Satz 2.4.
Um (c) aus (a) zu folgern, miissen wir wissen, daf fiir jedes n das Zentrum von M, (K)
Dimension 1 hat, also aus den K —Vielfachen der Einheitsmatrix besteht. Dies gilt nach
Lemma 1.14; man kann es auch elementar nachrechnen. [ ]

§ 5 Gruppenalgebren

Als Beispiele fiir halbeinfache Ringe, deren Halbeinfachheit nicht sofort offensichtlich ist,
wollen wir hier (bestimmte) Gruppenalgebren betrachten.

Seien A ein kommutativer Ring und G eine endliche Gruppe. Die Gruppenalgebra A[G]
von G iiber A ist ein freier A-Modul vom Rang |G| mit einer Basis (g4)ge¢ und einer
Multiplikation gegeben durch

( Z agag) ( Z bgeg) = Z agbpegn

geG geG g,heG

fir alle ag,b, € A. (Man rechnet leicht die Axiome nach. Das neutrale Element fiir die
Multiplikation ist €., wobei e € G das neutrale Element ist.)

Alternativ kann man A[G] als die Menge aller Abbildungen f : G — A beschreiben,
wenn man die Addition durch (f; + f2)(g) = fi(g9) + f2(g), die Skalarmultiplikation durch

(af)(g) = af(g), und die Algebrenmultiplikation durch (fif2)(g) = > ,cc f1(h)f2(R71g)
erklért. Dann bezeichnet man (fiir jedes g € G') mit g4 die Funktion mit £4(g) = 1 und
gg(h) =0 fiir alle h # g.

Betrachten wir insbesondere den Fall A = K mit einem Korper K. Eine Darstellung
von G iber K ist ein Gruppenhomomorphismus p : G — GL(V), wobei V ein Vektor-
raum iiber K ist. Ist eine solche Darstellung gegeben, so wird V' zu einem K[G]-Modul

vermoge
(D aseg) v =" asplo)v)
geG geG

fir alle v € V und a4 € K. Ist umgekehrt M ein K[G]-Modul, so ist M insbesondere ein
Vektorraum iiber K, und wir erhalten eine Darstellung o : G — GL(M), wenn wir

o(g)(z) =g

fir alle g € G und & € M setzen. Auf diese Weise sieht man, daf die Theorie der K[G]-
Moduln zur Darstellungstheorie von G iiber K &quivalent ist.
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Satz 5.1. (Maschke) Ist K ein Korper, dessen Charakteristik die Ordnung |G| der
Gruppe G nicht teilt, so ist K[G] ein halbeinfacher Ring.

Beweis: Wir wollen zeigen, daR jeder K[G]-Modul halbeinfach ist; dann folgt dies insbe-
sondere fiir K[G] selbst.

Seien M ein K[G]-Modul und N ein Untermodul von M. Wir behaupten, daf ein
Untermodul N’ C M mit M = N’ & N existiert. Da N beliebig ist, erhalten wir dann
nach Satz 1.6 die Halbeinfachheit von M .

Zunichst wissen wir, daff M als Vektorraum iiber K halbeinfach ist. Daher gibt es einen
Unterraum N; von M mit M = Ny@® N . Sei 7 : M — N die Projektion beziiglich dieser
Zerlegung. Dies ist eine K -lineare Abbildung. Wir definieren nun m : M — N durch

1
m(z) = @geic:lsgﬂ(sgle) fiir alle x € M.

(Beachte, da |G| # 0 in K nach unserer Voraussetzung; wir kénnen also |G| in dem
Kérper K invertieren.) Weil N ein K[G]-Untermodul ist, gilt in der Tat m(z) € N fiir
alle x € M. Fiir alle 2 € N gilt sogar m(z) = , da g,z € N, also m(g,1X) = g1
und da €gEg-1 =€ = 1.

Nun rechnet man nach, daf e,m(ep-12) = m1(z) fir alle x € M und h € G gilt. Also
ist m; sogar K|[G]-linear. Dann folgt, daf M = kerm; @ N nun als K[G]-Modul (vgl.
Satz VIL.5.1), also die Behauptung. |

Bemerkung: Ist K ein Korper, so daf char K ein Teiler von |G| ist, so ist K[G] nicht
halbeinfach: Betrachte z = deg €g. Man sieht leicht fiir beliebige K, dak e,z = z = z¢p,
fiir alle h € G also ist 2z zentral in K[G]. Daraus folgt 22 = |G|z, also 22 = 0, wenn |G|
von char K geteilt wird. Ist M ein einfacher K[G]|-Modul, so ist zM = {zz | z € M}
ein Untermodul, weil z zentral in K[G] ist. Daraus folgt zM = M oder zM = 0. Aus
2M = M folgte 22M = 2(2M) = zM = M im Widerspruch zu 2% = 0. Daher gilt 2M =0
fiir alle einfachen, also auch fiir alle halbeinfachen K[G]-Moduln. Wegen z = z1 € zK|[G]
ist zK[G] # 0, also K[G] nicht halbeinfach.

§ 6 Artinsche Moduln

Definition 6.1. Ein R—Modul heifst artinsch, wenn es fiir jede absteigende Kette My D
My D My D -+ von Untermoduln in M einen Index n gibt, so daf M; = M, fir alle
i > n. (Man sagt auch kurz: M erfiillt die absteigende Kettenbedingung.)

Definition 6.2. Ein Ring heifit linksartinsch, wenn er als Linksmodul {iber sich selbst
artinsch ist.

Man definiert analog artinsche Rechtsmoduln und rechtsartinsche Ringe. Ein Ring heifst
artinsch, wenn er sowohl links— als auch rechtssartinsch ist.

Beispiele: Ist R eine Algebra iiber einem Korper K, so ist jeder R—Modul, der endlich
dimensional iiber K ist, artinsch. Ist R selbst eine endlich dimensionale Algebra {iber einem
Korper, so ist R artinsch. Der Ring Z ist nicht artinsch, wie die Kette Z D Z2 D Z4 D
Z8 D - - zeigt. Fiir jedes positive n € Z ist der Ring Z/nZ endlich und daher artinsch.
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Lemma 6.3. (a) Es seten M ein R—-Modul und N ein Untermodul von M. Dann
ist M genau dann artinsch, wenn M/N und N artinsch sind.

b) Es seien My, Ms, ..., M, Moduln iber R. Dann ist @._, M; genau dann ar-
i=1
tinsch, wenn alle M; artinsch sind.

Beweis: (a) Nehmen wir an, daf M/N und N artinsch sind. Sei My D My D M3z D ---
eine absteigende Untermodulkette in M. Dann ist M{NN D Mo NN D M3NN D --- eine
absteigende Untermodulkette in N und (M3 +N)/N D (Ma+N)/N D (M3+N)/N D ---
eine solche in M /N . Nach Voraussetzung kénnen wir ein n finden, so daf M;NN = M,,NN
und (M; + N)/N = (M, + N)/N fiir alle ¢ > n. Es gilt dann auch M; + N = M,, + N
fiir alle i« > n. Sei nun = € M,,. Dann gibt es fiir alle ¢ > n ein y; € N mit = —y; € M;.
Wegen M; C M, folgt y; € M, "N = M; NN, also = = (z — y;) + yi € M;. Dies zeigt
M; = M, fir alle i > n.
Der Beweis der Umkehrung bleibt dem Leser iiberlassen.

(b) Dies folgt leicht aus (a) durch Induktion iiber 7, da (@)_, M;)/M, = @i_ M;. =

Folgerung 6.4. Jeder endlich erzeugbare Modul iiber einem linksartinschen Ring ist
artinsch.

Dies folgt wie die entsprechende Aussage iiber noethersche Moduln, siehe Satz VII.6.8.

Bemerkung: Ein einfacher Modul ist sicher artinsch (und noethersch). Ein halbeinfa-
cher Modul, der eine endliche direkte Summe einfacher Moduln ist, mufs deshalb ebenfalls
artinsch (und noethersch) sein. Dagegen ist eine unendliche direkte Summe von einfachen
Moduln weder artinsch noch noethersch: Man konstruiert leicht unendlich aufsteigende oder
absteigende Ketten von Untermoduln.

Halbeinfache Ringe sind artinsch, weil sie endliche direkte Summen einfacher Untermo-
duln sind (vgl. Bemerkung 1.9).

Man {iberlegt sich leicht: Ein R-Modul ist genau dann endlich erzeugbar, wenn zu
jeder Familie (M;)se; von Untermoduln mit » 7, ; M; = M eine endliche Teilmenge J C I
existiert, so dafs M = EjeJ M; . (Fiir die eine Richtung benutze man, daf M =3, Rx.)

Dual dazu definiert man nun: Ein R—Modul M heift endlich koerzeugbar, wenn es zu
jeder Familie (M;);er von Untermoduln mit ();c; M; = 0 eine endliche Teilmenge J C I
mit () jeg Mj =0 gibt. Ist V ein Untermodul eines R—Moduls M, so sagt diese Definition,
daf M/N genau dann endlich koerzeugbar ist, wenn es zu jeder Familie (M;);cr von
Untermoduln von M mit (;c; M; = N eine endliche Teilmenge J C I mit (;c, M; = N
gibt.

icl

Satz 6.5. Sei M ein R—Modul. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M st artinsch.

(i) Jede nichtleere Menge von Untermoduln von M enthdlt ein minimales Element.
(i) Jeder Faktormodul von M ist endlich koerzeugbar.

Beweis: Man beweist (i) = (ii) ahnlich wie die entsprechende Aussage fiir noethersche
Moduln, siehe Satz VII.6.4.

(i) = (iii) Seien N und (M;)ier Untermoduln von M mit N = [\,c; M;. Setze
X = {NjesM; | J C Iendlich}. Nach Voraussetzung enthilt X ein minimales Ele-
ment, etwa Njp. Es gilt klar Ny D N. Ist diese Inklusion echt, so gibt es =z € N; mit
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x ¢ N. Wegen N = (;,c; M; gibt es i € I mit = ¢ M;, also = ¢ N = ijJU{i} M;. Wir
haben also Ny € X und Ny C N;: Widerspruch!

(ili) = (i) Fiir eine absteigende Kette My D My D My D -+ von Untermoduln von M
setze man N = (\;cy M;. Weil M/N endlich koerzeugbar ist, gibt es eine endliche Teil-
menge J C N mit N = ﬂjeJ M;. Ist nun n = max(J), so folgt N = M,,, also M; = M,
fir alle 1 > n. [ ]

§ 7 Das Radikal eines Moduls

Definition 7.1. Das Radikal, rad(M), eines R-Moduls M ist der Durchschnitt aller
maximalen Untermoduln von M. (Hat M keine maximalen Untermoduln, so bedeutet
diese Definition, daf rad(M) = M .)

Beispiele: (1) Ist M ein halbeinfacher R-Modul, so ist rad(M) = 0. (Ist M = @,c; M;
mit allen M; einfach, so ist jedes N; = D it M; ein maximaler Untermodul, und es gilt
Mier Ni =0.)

(2) Wir haben rad(Z) = 0, weil Zp fiir jede Primzahl p ein maximaler Untermodul ist
und weil ), Zp =0 gilt.

Wir kénnen rad(M) auch als den Durchschnitt ﬂw ker ¢ definieren, wobei ¢ iiber alle
Modulhomomorphismen ¢ : M — E mit einfachem F lauft. (Ist ¢ # 0, so ist M/ ker ¢ =
E, also ker ¢ ein maximaler Untermodul. Umgekehrt ist jeder maximale Untermodul N C
M Kern der natiirlichen Projektion M — M /N, und M/N ist einfach.)

Lemma 7.2. (a) Ist ¢ : My — My ein Homomorphismus von R-Moduln, so gilt
p(rad M;) C rad M.

b) Ist N ein Untermodul eines R —~Moduls M mit N C rad(M), so gilt rad(M/N) =
rad M)/N .

¢) Fir jeden R-Modul M gilt rad(M /rad M) = 0.

(
(
(
(d) Ist (M;)ier eine Familie von R-Moduln, so gilt rad(@;c; M;) = P;e; rad M;.
Beweis: (a) Fiir jeden R-Modulhomomorphismus « : My — E mit E einfach ist
aoy : My — E ein R—Modulhomomorphismus, also rad M; C ker (o o ¢). Es folgt
p(rad M;) C kera. Da rad Ms der Durchschnitt aller moglichen ker o ist, erhalten wir
p(rad M;) C rad Mo.

(b) Die maximalen Untermoduln von M/N sind alle M’/N mit M’ ein maximaler Un-
termodul von M, so daR N C M’'. Weil N C rad M vorausgesetzt wird, ist hier die
Bedingung N C M’ iiberflissig. Nun ist rad(M/N) der Durchschnitt aller dieser M'/N,
also gleich (\M')/N = (rad M)/N.

(¢) Man wende (b) auf N = rad M an.

(d) Setze M = @;c; M;. Wir haben nach (a), da rad(M;) C rad(M) fiir alle 4, also
@ic; rad(M;) C rad(M). Andererseits bildet die Projektion p; : M — M; (wieder nach
(a)) rad(M) nach rad(M;) ab, also gilt auch rad(M) C @;c; rad(M;). [
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Folgerung 7.3. Ist M ein artinscher R—Modul, so ist M /rad(M) ein halbeinfacher
R—-Modul.

Beweis: Weil M /rad(M) endlich koerzeugbar ist, gibt es endlich viele maximale Unter-
moduln My, Ma,..., M, von M mit rad(M) = (),_; M;. Dann ist z + rad(M) —

=

(x + M;)ier ein injektiver Homomorphismus von M /rad(M) nach @_,(M/M;). Weil
die M/M; einfache Moduln sind, ist M/rad(M) damit zu einem Untermodul eines halb-
einfachen Moduls isomorph, also selber halbeinfach, siehe Korollar 1.9. ]

Lemma 7.4. Das Radikal von R ist ein zweiseitiges Ideal von R. Es ist gleich dem
Durchschnitt der Annullatoren in R aller einfachen R—-Moduln.

Beweis: Ist E ein einfacher R-Modul, so ist £ = Rx fir jedes z € E,x # 0, also
E = R/anng(zx). Daher ist anng(z) ein maximales Linksideal in R. Umgekehrt, ist [ C R
ein maximales Linksideal, so ist R/I ein einfacher R-Modul mit J = anng(1+1I). Also ist

rad(R) = ﬂ m annp(z) = m anng(FE),
E

E zekE

wobei E {iiber alle einfachen R—Moduln lauft. (Wir kénnen hier auch z = 0 zulassen, da
anng(0) = R.) Die Behauptung folgt, weil jedes annp(F) ein zweiseitiges Ideal ist. [

Im folgenden Satz heifst ein Ring R einfach, wenn R # 0 und wenn 0 und R die einzigen
zweiseitigen Ideale von R sind.

Satz 7.5. Sei R ein linksartinscher Ring.

(a) Der Ring R/rad(R) ist halbeinfach.

(b) R ist genau dann halbeinfach, wenn rad(R) = 0.

(¢) Ist R einfach, so ist R halbeinfach.
Beweis: (a) Nach Folgerung 7.3 ist R/rad(R) als Modul iiber R halbeinfach. Andererseits

ist R/rad(R) nach Lemma 7.4 ein Ring. Es ist dann klar, daf R/rad(R) auch als Modul
iiber sich selbst halbeinfach ist, also R/rad(R) ein halbeinfacher Ring.

(b) Benutze (a), falls rad(R) = 0, oder das Beispiel nach Definition 7.1, falls R halbeinfach.

(¢) Weil R als Modul iiber sich selbst endlich erzeugbar ist und weil R # 0, gibt es
maximale Linksideale in R. Also ist rad(R) # R. Die Einfachheit von R impliziert nun
rad(R) = 0. Nun wende man (a) an. ]

Korollar 7.6. Ist R ein linksartinscher Ring, so gibt es Schiefkérper Dy, Da, ..., D,
und positive ganze Zahlen mqy,mo, ..., m, mit

R/rad(R) = My, (D1) X Mypy(D3) X -+ X My, (Dy).
(Dies folgt nun unmittelbar aus dem Struktursatz fiir halbeinfache Ringe, siehe 2.10.)

Definition 7.7. Ein Untermodul M’ eines R-Moduls M heifit diberfliissig, wenn fiir alle
Untermoduln N C M mit N+ M’ = M gilt, daR N = M.
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Lemma 7.8. Sei M ein R—Modul. Dann ist M genau dann endlich erzeugbar, wenn
M/rad(M) endlich erzeugbar ist und rad(M) uberflissig in M ist.

Beweis: Sei zundchst M endlich erzeugbar. Dann ist natiirlich auch M/rad(M) endlich
erzeugbar. Ist N C M ein Untermodul mit N # M, so gibt es (weil M endlich erzeugbar
ist) einen maximalen Untermodul M’ C M mit N C M’. Da nun auch rad(M) Cc M’,
folgt N +rad(M) C M’ und damit N +rad(M) # M.

Sei andererseits M /rad(M) endlich erzeugbar. Dann gibt es x1,29,...,2, € M mit
M/rad(M) = >i_, R(z; + rad(M)). Dies impliziert M = (}_;_, Rx;) + rad(M). Ist nun
auch noch rad(M) tiberfliissig, so folgt M = >"!_| Ra;, also ist M endlich erzeugbar. m

Lemma 7.9. Sei M ein R—Modul. Dann gilt rad(R) - M C rad(M). Ist R linksar-
tinsch, so gilt rad(R) - M = rad(M).

Beweis: Fiir alle x € M ist die Abbildung R — M,a —— ax ein R—Modulhomomor-
phismus. Daher impliziert Lemma 7.2.a, daf rad(R)z C rad(M), also daf rad(R)- M C
rad(M).

Offensichtlich ist M/rad(R)M ein R/rad(R)-Modul. Wenn nun R linksartinsch ist,
so ist R/rad(R) halbeinfach. Daher ist M /rad(R)M ein halbeinfacher Modul, erst iiber
R/rad(R), aber dann auch iiber R. Es folgt rad(M/rad(R)M) = 0. Nach Lemma 7.2.b ist
anderseits rad(M /rad(R)M) = rad(M)/rad(R)M . Also folgt rad(M) = rad(R)M . ]

Bemerkung: Ist M ein halbeinfacher R—Modul, so folgt rad(R) - M = 0. Ist R links-
artinsch, so bedeutet dies, daf die halbeinfachen R—Moduln genau die R/rad(R)-Moduln
sind.

Folgerung 7.10. (Nakayama-Lemma) Ist M ein endlich erzeugbarer R—Modul, so
ist rad(R) - M dberflissig in M .
Beweis: Mit rad(M), siehe Lemma 7.8, ist erst recht rad(R) - M C rad(M) {iberfliissig. m
Bemerkung: Oft formuliert man dieses Lemma auch so: Ist M endlich erzeugbar mit
rad(R)YM = M, so gilt M = 0. (Wir haben dann ndmlich M =rad(R) - M + (0).)
§ 8 Artinsche Ringe

Definition 8.1. Ein Element a € R heiflt nilpotent, wenn es ein n € N mit o = 0
gibt. Ein zweiseitiges Ideal I in R heift nilpotent, wenn es ein n € N mit I” = 0 gibt.
(Das bedeutet, dak ajay...a, = 0 fiir alle ay,as,...,a, € I, denn I"™ wird von solchen
Produkten als additive Gruppe erzeugt.)

Satz 8.2. Ist R linksartinsch, so ist rad(R) ein nilpotentes Ideal.

Beweis: Betrachte R D rad R D (rad R)? O --- als absteigende Kette von Linksidealen.
Dann gibt es n € N mit (rad R)™ = (rad R)™ fiir alle m > n. Setze I = (rad R)". Wir
nehmen an, daf I # 0, und wollen einen Widerspruch finden. Setze

X ={J C R| J Linksideal mit I.J #0}.

Wir haben I € X, denn IT = I? = (rad R)** = (rad R)" = I # 0. Also ist X # 0, und
wir konnen ein minimales Element J € X finden. Dann gibt es a € J mit Ia # 0, also
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I(Ra) # 0. Nun ist Ra ein Linksideal in R mit Ra C J. Die Minimalitidt von J impliziert
daher, daff J = Ra. Insbesondere ist J endlich erzeugbar, und das Nakayama-Lemma
impliziert rad(R)J ¢ J. Es folgt IJ € J und daher I(IJ) = 0 (wegen der Minimalitét
von J). Aber I(IJ) = I?J = I.J (wegen 12 = I ist ungleich 0 wegen J € X : Widerspruch!

|

Korollar 8.3. (Hopkins) PEin linksartinscher Ring ist auch linksnoethersch.

Beweis: Sei R linksartinsch. Fiir alle 4 > 0 ist M; = (rad R)?/(rad R)'*! ein artinscher
R-Modul (als Faktormodul eines Untermoduls von R). Auflerdem ist M; ein R/(rad R)—
Modul, also halbeinfach als R—Modul. Daher ist M; eine endliche direkte Summe von
einfachen Moduln, also auch ein noetherscher Modul. Nach dem Satz gibt es ein n mit
(rad R)™ = 0. Nun gibt absteigende Induktion iiber 4, dak alle (rad R)® noethersche R—
Moduln sind, insbesondere R = (rad R)° selbst. [

Bemerkung 8.4. Man kann Satz 8.2 so prézisieren: Ist R linksartinsch, so ist rad(R) das
grof$te nilpotente Ideal in R. Weil nilpotente Ideale aus nilpotenten Elementen bestehen,
folgt dies aus der folgenden Aussage fiir ein Linksideal I in einem beliebigen Ring R:

Besteht I aus nilpotenten Elementen, so gilt I C rad(R). (%)

In der Tat, sei @ € I. Sei E ein einfacher R—Modul. Nach Lemma 7.4 miissen wir aE =0
zeigen. Sei x € E,x # 0. Ist ax # 0, so ist Rax = F, also gibt es b € R mit bax = x.
Dann gilt auch (ba)"z = x fiir alle n > 1. Aber ba € I impliziert, daf es n € N mit
(ba)™ = 0 gibt: Widerspruch!

§ 9 Moduln endlicher Linge

Definition: FEine Kette M = My D My D My D --- D M, = 0 von Untermoduln eines
R-Moduls M heift Kompositionsreihe von M , wenn alle M;/M;yq mit 0 < ¢ < r einfache
R—Moduln sind. Ist dies der Fall, so heifst r die Linge dieser Kette.

Ein R—-Modul endlicher Linge ist ein R—Modul, der eine Kompositionsreihe besitzt. Ist
dies der Fall, so nennen wir das Minimum der Lingen der Kompositionsreihen von M die
Linge von M und bezeichnen sie mit ¢(M).

Offensichtlich gilt ¢(M) = 0 genau dann, wenn M = 0, und 4(M) = 1 genau dann,
wenn M einfach ist.

Lemma 9.1. Ein R-Modul M hat genau dann endliche Linge, wenn M artinsch
und noethersch ist.

Beweis: Einfache Moduln sind sowohl artinsch als auch noethersch. Daraus folgt durch In-
duktion iiber die Lange einer Kompositionsreihe, daf auch Moduln endlicher Lange artinsch
und noethersch sind. (Man benutze Lemma 6.3 und Lemma VIL6.5.)

Nehmen wir nun andererseits an, dafs M artinsch und noethersch ist. Setze X gleich
der Menge aller Untermoduln M’ von M , die endliche Linge haben. Diese Menge ist nicht
leer, weil (0) dazu gehort. Da M noethersch ist, enthdlt X ein maximales Element Mj .

Ist My = M, so sind wir fertig. Wenn nicht, so ist die Menge Y aller Untermoduln M’
von M mit M’ D M nicht leer, weil M selbst dazugehort. Da M artinsch ist, enthélt Y
ein minimales Element M. Wegen My € Y kénnen wir My /M; bilden. Dieser Faktormodul
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ist ungleich 0. Fiir jeden Untermodul N # 0 von My/M; ist das Urbild von N in M ein
Untermodul von M, der M; echt umfaft und in My enthalten ist, also gleich My wegen
der Minimalitdt von M. Daher ist Ms/M; einfach. Nun folgt, daf auch My endliche
Lénge hat, denn wir erhalten nun eine Kompositionsreihe von Ms, indem wir My zu einer
Kompositionsreihe von Mj hinzufiigen. Wir erhalten nun M € X im Widerspruch zur
Maximalitdt von Mj. Daher mufs M; = M gewesen sein. [ ]

Bemerkung: Sei N ein Untermodul eines R—Moduls M. Dann hat M genau dann
endliche Linge, wenn N und M/N dies haben. Dies folgt nun aus dem Lemma und den
entsprechenden Aussagen fiir noethersche und artinsche Moduln (siehe Lemma VII.6.5 und
Lemma 6.3.a), kann aber auch leicht direkt bewiesen werden.

Definition: Es seien
M=My>DM D>---DM,=0 (1)

und
M=M{D>M{D>---DM,=0 (2)

zwei Ketten von Untermoduln eines R—Moduls M .

Wir nennen die Ketten dquivalent, wenn r = s ist und es eine Permutation o € S, gibt,
so daf M;_1/M; = M;(i>_1/M(’7(i) fiir alle 4, 1 <i<r.

Wir nennen die Kette (2) eine Verfeinerung von (1), wenn es eine injektive Abbildung
7:{1,2,...,7} — {1,2,..., s} gibt, so daf M; = M;(Z.) fiir alle 4, 1 <3 <r.

Lemma 9.2. (Schreier) Je zwei endliche Ketten von Untermoduln eines R—Moduls
M haben dquivalente Verfeinerungen.

Beweis: Wir benutzen hier im Beweis das Modulgesetz: Sind A, B, C Untermoduln von M
mit B C C,so gilt (A+B)NC = B+ (ANC). (Der Beweis bleibt dem Leser iiberlassen.)

Selennun M =Py D>P, D> -DFP=0und M =Qp D Q1D D Qs =0 die beiden
gegebenen Ketten. Setze

Py = B+(FanQ;) fir 0<i<r,0<j<s,
und
Qi = Q;+(Qj_1NP) fir 0<j<s 0<i<r
Dann gilt
P=PsCPFs1C- CPho=F_1 ud @Q;j=Qj CQj,—1C - CQjo=Qj1,

d.h., die (P;) bilden eine Verfeinerung der Kette der (F;), und die (Qj;) eine solche
derjenigen der (Q;). Wir zeigen, daf die Kette der P;; dquivalent zur Kette der Qj; ist.
Fir 0 <7 <7 und 0 < j <s haben wir

Pja/Pj = (B4 (Pio1NQj-1))/Py = (B + (Pic1 N Qj-1))/ Py
(Po1NQj—1)/(Pg NP1 NQj1)

= (Pan@)/((P+ (P n@) N Q)

= (PN Qm0)/ (PN @) + (PN Q)

14
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wobei wir beim letzten Schritt das Modulgesetz benutzt haben. Analog zeigt man, daf

Qji-1/Qji = (Qj—1 N Pi—l)/((Qj—l NP)+(Q;N Pi—l))
und erhélt so die Behauptung. |

Satz 9.3. (Jordan & Holder) Je zwei Kompositionsreihen eines Moduls endlicher
Linge sind dquivalent.

Beweis: Die beiden Kompositionsreihen haben nach Lemma 9.2 dquivalente Verfeinerun-
gen. Eine Kompositionsreihe kann man nur dadurch verfeinern, daff man gewisse Terme
wiederholt. Die Faktoren in der Verfeinerung sind dann die (einfachen) Faktoren der ur-
spriinglichen Kette vermehrt um einige Faktoren gleich 0. Die Faktoren gleich 0 in den
Verfeinerungen miissen einander entsprechen. Daher sind auch die urspriinglichen Ketten
dquivalent. [ ]

Korollar 9.4. Seien M ein Modul endlicher Linge und N ein Untermodul von N .
Dann gilt (M) = £(M/N) + £(N).

Beweis: Nach Jordan-Holder hat jede Kompositionsreihe von M die Lange ¢(M). Wir
erhalten eine solche Kette, indem wir eine Kompositionsreihe von N mit dem Urbild einer
Kompositionsreihe von M/N zusammensetzen. Diese Kette hat gerade die Lange ¢(N) +

¢(M/N). n

§ 10 Der Satz von Krull und Schmidt

Lemma 10.1. (Fitting) Es seien M ein R-Modul und ¢ € Endg(M).

(a) Ist M artinsch, so gibt es ein n € N mit M = im o™ + ker ¢ fiir alle m > n;
auferdem ist ¢ genau dann bijektiv, wenn ¢ injektiv ist.
(b) Ist M noethersch, so gibt es ein n € N mit im o™ Nker ™ =0 fir alle m > n;
auferdem ist ¢ genau dann bijektiv, wenn ¢ surjektiv ist.
(¢) Hat M endliche Linge, so gibt es ein n € N mit M = im @™ @ ker "™ fiir alle
m>n.
Beweis: (a) Die absteigende Kette M D im¢ D im¢? D --- wird konstant: Es gibt n € N
mit im ™ = im ™ fir alle m > n. Fiir alle m > n und alle € M gilt dann ™ (x) €
im ™ = im p?™ | also gibt es y € M mit ¢™(z) = ©?™(y), also ™ (z — ¢™(y)) = 0 und
z=¢"(y)+ (r — ¢"(y)) € im ™ + ker ™. Ist ¢ injektiv, so ist ker "™ = 0 fiir alle m,
also M =1im ™ fiir groke m, also ¢ surjektiv.

(b) Die aufsteigende Kette 0 C ker o C ker p? C --- wird konstant. Es gibt n € N mit
ker ¢ = ker " fiir alle m > n. Fiir alle m > n und alle z € im¢™ Nker ¢ gibt es
y € M mit x = ¢p™(y), also 0 = ¢ (z) = ¢*"(y). Nun impliziert y € ker ¢*™ = ker ",
dak © = ¢™(y) = 0. Ist ¢ surjektiv, so gilt M = im¢™ fiir alle m, also ker ¢ = 0 fiir
grofse m, also ¢ injektiv.

(c¢) Das ist nun klar. [

Definition 10.2. Ein Ring heiftt lokal, wenn die nicht invertierbaren Elemente des Rings
ein zweiseitiges Ideal in dem Ring bilden.
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Satz 10.3. Ist M ein unzerlegbarer R—Modul endlicher Linge, so ist Endr(M) ein
lokaler Ring. Auferdem sind dann die nicht invertierbaren Elemente von Endg(M)
nilpotent.

Beweis: Es sei ¢ € Endr(M) nicht invertierbar in Endgr(M), d.h., nicht bijektiv. Nach
Lemma 10.1.c gibt es n € N mit M = im¢" @ ker¢p”. Weil M unzerlegbar ist, muf
einer dieser Summanden gleich M sein, der andere gleich 0. Ist M = im ™, so ist ¢
surjektiv, also (nach Lemma 10.1.b) bijektiv, ein Widerspruch. Also gilt M = ker ™ und
somit @™ = 0; also ist ¢ nilpotent.

Jedes ¢ wie oben ist nach Lemma 10.1.a/b weder injektiv noch surjektiv. Fiir alle
a € Endgr(M) ist daher avo ¢ nicht injektiv und ¢ o« nicht surjektiv; also sind auch o
und ¢ o « nicht invertierbar.

Schlieklich seien ¢,v € Endgr(M) beide nicht invertierbar. Nehmen wir an, es gebe
o € Endr(M) mit avo (¢ + ) = Idp. Nun sind oo ¢ und « o4 nicht invertierbar, also
nilpotent, und wir kénnen n € N mit (a o ¢)” = 0 = (a0 )" finden. Weil a o ¢ und
aot =1Idy — (o ) kommutieren, folgt nun

2n

2 , ,
(Idy)™ = (a0 p+aoy) =3 ( n) (a0 ) (aop)™ ' =0,
i
i=0
ein Widerspruch. Daher ist auch ¢ + 9 nicht invertierbar. n

Fir R-Moduln My, Ms, Ny, No lafst sich eine R-lineare Abbildung ¢ : M; & My —
N1 & Ny in der Form
_ [ P11 P12
4 (9021 9922)

schreiben, wobei jedes ¢;; eine R-lineare Abbildung M; — N; ist. Diese Notation ist mit
der Zusammensetzung von Abbildungen (von oder nach anderen direkten Summen zweier
R-Moduln) vertraglich.

Lemma 10.4. Sind oben ¢ und 11 bijektiv, so sind die R—Moduln My und Ny zu
einander isomorph.

Beweis: Man priift leicht nach, daf die folgenden, in Matrixform geschriebenen, R-linearen
Abbildungen Automorphismen von Ny & No bzw. von M; & Ms sind:

Id, 0 3 Idy, —i' o p12
a = , = .
—paropt Tdy, 0 Ida,
Dann ist mit ¢ auch aogpof ein Isomorphismus My ® My — N1® Ns. In Matrix—Notation
gilt aber mit geeignetem hy : My — No

P11 P12 en1 0
aopof= , off= , .
0 ¥y 0 ¢y

Nun muf ¢, ein Isomorphismus sein. u
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Lemma 10.5. FEs seien My, Ma, N1, Na, ..., N, Moduln iber R, so daff Endgr (M)
lokal ist und N1, Na, ..., N, unzerlegbar sind. Gilt My ® My = Ny & No® --- ® N;,
so gibt es ein i mit My = N; und My = @j;éi Nj.
Beweis: Setze M = M; & My. Wir kénnen annehmen, dalt M = Ny ® No @ ---® N,., und
bezeichnen mit ¢; : N; — M die Inklusionen, mit p; : M — N; die Projektionen. Wir
haben dann Idy = >0 ¢ o p;.

Seien « : My — M die Inklusion und 3 : M —— M; die Projektion. Dann ist
Idy, = Boa = Y[ Bogiop; oca. Weil Endp(M;) lokal ist, gibt es ein 4, so daf
[0 ¢q; op; o« invertierbar, also ein Automorphismus von M ist. Sei nun v € Endg(V;)
durch

'y:pioao(ﬂoqiopioa)_loﬁoqi
gegeben. Dann ist v idempotent:

¥ =pioac(Bogopoa)toBogopoac(Bogopoa)tofog =7,

also zerlegt sich N; = v(N;) @ (1 — v)(IV;) als R-Modul. Weil N; unzerlegbar ist, muff
Y(N;) =0 oder (1 —~)(N;) =0 sein. Nun ist p; o # 0, also auch yo (pjoa) =pjoa #0
und somit y # 0. Es folgt, das (1—+)(N;) =0, also v = Idy;, . Daher ist pjoa : M — N;
surjektiv. Da es auch injektiv ist (wegen der Bijektivitdt von o ¢; o p; o a), muf p; o
ein Isomorphismus M; — N; sein. Wenden wir nun Lemma 10.4 an (mit ¢ = Idps und
©11 = p; o ), so folgt My %@j#Nj. [

Satz 10.6. Es seien My, My, ..., M,, N1, No, ..., Ny unzerlegbare R—Moduln, so daj3
alle Endr(M;) und Endgr(Nj) lokale Ringe sind. Gilt nun My & My @ --- & M, =
N1 B Noy@--- D Ns, soist r =5 und es gibt o € S, mit M; = Ng(i) fiir alle 1.

Beweis: Man benutze Induktion iiber r und Lemma 10.5. [ ]

Korollar 10.7. (Krull & Schmidt) Sei M ein R-Modul endlicher Linge. Dann ist
M eine endliche direkte Summe unzerlegbarer Untermoduln. Sind M = M; & My ®
@B M, =N ®Ny® -+ ® N zwei Zerlegungen in unzerlegbare Summanden, so ist
r=s und es gibt o € S, mit M; = Ny fir alle i.
Beweis: Die Existenz der Zerlegung folgt aus Satz VIL.7.4. Die Eindeutigkeitsaussage ist
wegen Satz 10.3 ein Spezialfall von Satz 10.6, da mit M auch alle Untermoduln endliche
Léange haben. u

UBUNGEN
§ 1 Einfache und halbeinfache Moduln

1. Zeige, dak der Z—Modul Q keine einfachen Untermoduln und keine maximalen Untermoduln
hat.

2. Sei n eine ganze Zahl mit n > 1. Zeige, dak der Z—Modul Z/(n) genau dann halbeinfach
ist, wenn n quadratfrei ist.

3. Sei K ein Korper; setze R = {(3 IZ) | a,b,c € K}. Finde alle maximalen Untermoduln und

alle einfachen Untermoduln von R betrachtet als R—Modul unter Linksmultiplikation.

4. Seien Iy, I, zwei maximale Linksideale in einem Ring R. Zeige, dak R/I; und R/I> genau
dann zu einander isomorph sind, wenn es ein Element a € R mit a ¢ I> und Ia C I gibt.
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5.

10.

11.

Seien K ein Korper und V' ein unendlich dimensionaler Vektorraum iiber K. Zeige, daf
I :={¢p € Endg(V) | dimp(V) < 0o} ein zweiseitiges Ideal in Endg (V) ist. Zeige, daf
R := K-Idy +1 ein Teilring von Endg (V) ist, dall V ein einfacher R—Modul ist und daff V*
ein einfacher R—Rechtsmodul ist. (Die Rechtsmodulstruktur wird durch (f ¢) (v) = f (¢ (v))
fiir alle f € V*, p € R, v € V definiert.)

. Finde einen Ring R, einen R-Modul M und einen Untermodul N von M, so daf N und

M/N halbeinfach sind, aber M nicht.

. Sei L/K eine Korpererweiterung. Wir konnen eine Matrix A € M,,(K) als lineare Abbildung

K" — K™ auffassen und den durch (K™, A) gegebenen K[X]-Modul (wie in § VIL9)
betrachten; wir bezeichnen diesen K[X]-Modul mit K. Ebenso ordnen wir A mit Hilfe
der Inklusion M, (K) C My(L) einen L[X]|-Modul L% zu. Zeige: Sind f1, fa,..., fr € K[X]
Polynome mit K% = @;_, K[X]/(f;), so gilt auch L% = @, L[X]/(f;). Zeige: Ist L/K
separabel, so ist K} genau dann ein halbeinfacher K[X]-Modul, wenn L’} ein halbeinfacher
L[X]-Modul ist.

. Sei K ein Korper und sei o ein Automorphismus von K . Betrachte den Schiefpolynomring

R = K,[X] wie in Abschnitt C. Zeige fiir alle a € K, da K, := R/R(X — a) ein einfacher
R-Modul ist. Zeige fiir alle a,b € K, dal K, = K} genau dann, wenn es ein ¢ € K,c # 0
mit b = co(c)"la gibt. (Was bedeutet diese Bedingung, wenn K = C und o(z) = Z fiir
alle z € C? Was, wenn K algebraisch abgeschlossen mit char X' = p > 0 ist und wenn
o(a) = a? fir alle a € K7) Zeige, dak Endg(K,) zu K isomorph ist, wenn a = 0, und zu
K° isomorph, wenn a # 0.

. Sei ¢ : C — C die komplexe Konjugation. Setze R = C,[X]. Zeige, dak M = R/R(X? +1)

ein einfacher R—Modul ist. Bestimme Endg(M).

Finde einen Ring R und einen R-Modul M, so da M nicht einfach ist und so daf Endg(M)
ein Schiefkorper ist.

Seien R ein Ring und e € R ein idempotentes Element. Sei M ein R—Modul. Nach Aufga-
be VIL.1 ist eM ein eRe-Modul. Fiir jeden eRe-Untermodul N von eM bezeichne N den
von N in M erzeugten R-Untermodul. Zeige, dakk dann N NeM = N. Zeige: Ist M ein
einfacher R—Modul, so ist eM entweder gleich 0 oder ein einfacher eRe—Modul.

§ 2 Halbeinfache Ringe

12.

13.

14.

Zeige: Ist R ein halbeinfacher Ring, so ist R/I ein halbeinfacher Ring fiir jedes zweiseitige
Ideal I von R.

Sei D ein Schiefkdrper, sei 7 eine ganze Zahl > 1 und sei R ein Teilring von M, (D).
Zeige: Ist D" ein halbeinfacher R—Modul (fiir die ,offensichtliche* Struktur), so ist R ein
halbeinfacher Ring.

Seien K ein Kérper und I eine unendliche Indexmenge. Betrachte den Ring R := K'. Zeige
fiir alle z € R, daff Rz ein direkter Summand des R—Moduls R ist. Zeige, daff der Ring R
nicht halbeinfach ist.

§ 4 Algebren

15.

16.

Sei R eine endlich dimensionale, kommutative Algebra iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper K. Zeige, daf alle einfachen R—Moduln die Dimension 1 iiber K haben.

Sei R eine endlich dimensionale Algebra ungleich 0 iiber einem Koérper K. Zeige: Hat R
keine Nullteiler, so ist R ein Schiefkorper.
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17.

§5

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Halbeinfache und artinsche Moduln und Ringe

Sei R eine Algebra der Dimension 2 iiber einem Korper K. Zeige, daf R kommutativ ist.
Zeige: Ist R kein Kérper, so ist R entweder zu K x K oder zu K[X]/(X?) isomorph.

Gruppenalgebren

Seien K ein Korper und G eine endliche Gruppe. Zeige, daf jeder Vektorraum V iiber K zu
einem K[G]-Modul wird, wenn man (3_ cq agq) v = 3 e agv fiiralle 3°  agey € K[G]
und v € V setzt. Ein K[G]-Modul heift trivial, wenn er zu einem solchen Modul isomorph
ist, wenn also jedes ¢, mit g € G als Identitét operiert.

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und G eine endliche Gruppe. Zeige: Ist
char K = 0, so gibt es genau dann einen nicht-trivialen (siche Aufgabe 18) K[G]-Modul
der Dimension 1 iiber K, wenn G # D(G), wobei D(G) die derivierte Gruppe von G wie
in I1.3.6 ist. Ist char K = p > 0, so gibt es genau dann einen nicht-trivialen K[G]-Modul
der Dimension 1 iiber K, wenn [G : D(G)] keine Potenz von p ist.

Seien K ein Korper und G eine endliche Gruppe. Zeige, daf ein Element quc ageq € K[G]
genau dann zum Zentrum Z(K[G]) von K[G] gehdrt, wenn ag = apg,-1 fir alle g,h € G
gilt. Zeige, da® die Dimension von Z(K|[G]) gleich der Anzahl der Konjugiertenklassen von G
ist.

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und G eine endliche Gruppe, so dafs char K
die Gruppenordnung |G| nicht teilt. Sei Ei, Es, ..., E, ein Représentantensystem fiir die
Isomorphicklassen einfacher K[G]-Moduln. Zeige, daf >'_, (dimg F;)? = |G|. (Hinweis:
Satz 4.7.)

Seien K ein algebraisch abgeschlossener Korper und G eine Gruppe mit |G| = 6. Es gelte
char K # 2,3. Zeige, dall K|[G] entweder 6 oder 3 Isomorphieklassen einfacher Moduln
hat. Zeige, daff im ersten Fall alle einfachen K[G]-Moduln die Dimension 1 haben und G
kommutativ ist. Wie sehen im zweiten Fall die Dimensionen aus?

Sei K ein Korper. Betrachte in der Gruppenalgebra K[Ss] der symmetrischen Gruppe S5 die
Elemente 1 := e, +¢&, und x5 := ¢, —e,, wobei e das neutrale Element in S3 ist und 7 die
Transposition (2 3). Zeige, dak das Linksideal M; := K[Ss3]z1 eine Basis vy, vo, v3 iiber K
hat, so dak €5 v; = vo(;) fiir alle 0 € S3 und alle i. Zeige, dah das Linksideal My := K[S3]xa
eine Basis v},v5,v5 tiber K hat, so dak &, v = sgn(o)v, ;) fiir alle o € S3 und alle i.
Zeige: Ist char K # 2, so ist K[S3] = My @ Ms. Ist char K # 3, so sind My und M, beide
eine direkte Summe zweier einfacher Untermoduln. Beschreibe alle einfachen K[S5]-Moduln,
wenn char K # 2,3.

Sei K ein Korper mit char(K) = 2; im ibrigen bewahren wir die Voraussetzungen und
Notationen von Aufgabe 23. Zeige, dak e := (123) + £(132) ein idempotentes Element im
Zentrum von K|[S3] ist. Zeige, daf K[S3] das direkte Produkt der Unteralgebren K[Ss]e
und K[Ss](1 + e) ist und daf diese Unteralgebren die Dimension 4 und 2 haben. Zeige,
daf es Isomorphien K[S3le & Mo(K) und K[Ss](1+e) = K[X]/(X?) gibt. (Hinweis: Nach
Aufgabe 23 gibt es einen einfachen K[S3]-Modul E der Dimension 2. Zeige, da die Mo-
duloperation einen surjektiven Homomorphismus K[S3] — Endg (E) mit Kern K[S5](1+¢)
definiert.)

Seien K ein Koérper mit char K = p > 0 und G eine endliche p—Gruppe. Sei V' ein endlich
dimensionaler K[G]-Modul, V # 0. Zeige:

a) Fiir jedes g € G gibt es ein n € N, so daR (g — 1)?" V = 0; es gibt v € V', v # 0 mit
gu="0.

b) Der Unterraum VE :={v €V | gv =v fiir alle g € G } ist ungleich 0. (Hinweis: Induk-
tion und I11.3.4/5.)

¢) Der triviale K[G]-Modul der Dimension 1 ist bis auf Isomorphie der einzige einfache
K[G]-Modul.



Ubungen 233

§ 6 Artinsche Moduln

26.

27.
28.

29.

Sei M ein endlich erzeugbarer Modul tiber einem Hauptidealring R. Zeige: Ist M ein Tor-
sionsmodul, so ist M artinsch.

Zeige, daf der Ring R von Aufgabe VII.27 linksartinsch, aber nicht rechtsartinsch ist.

Seien M und N Moduln {iber einem Ring R mit M = M & N und N # 0. Zeige, daff M
nicht artinsch ist. (Vergleiche Lemma VII.6.10.)

Sei M ein artinscher Modul {iber einem Ring R. Zeige, dals M eine endliche direkte Summe
von unzerlegbaren Untermoduln ist. (Vergleiche Satz VII.7.4.)

§ 7 Das Radikal eines Moduls

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Seien M ein Modul iiber einem Ring R und N C M ein Untermodul. Zeige: Ist M/N
halbeinfach, so gilt N D rad(M).

Sei R der Ring von Aufgabe VIL3. Sei 9M(Vy, Va,¢) ein R—Modul wie in jener Aufgabe.
Zeige, dak rad M(Vy, Va, ) = M(p(12),0,0).

Sei ¢ : M — N ein surjektiver Homomorphismus von Moduln iiber einem Ring R. Zeige:
Ist M /rad(M) halbeinfach, so gilt rad(N) = ¢(rad(M)).

Finde einen Ring R und einen surjektiven Homomorphismus ¢ : M — N von R-Moduln
mit rad(N) ¢ p(rad(M)).

Sei R ein Ring. Zeige, daf alle 1 — z mit z € rad(R) Einheiten in R sind. (Hinweis:
R(1 —xz)+rad(R) =R.)

Seien K ein Korper, n eine positive ganze Zahl und R der Ring aller oberen Dreiecksma-
trizen in M, (K). (Im Spezialfall n = 2 ist dies der Ring von Aufgabe VIL.3.) Zeige, dal
rad(R) die Menge aller strikten oberen Dreiecksmatrizen in M, (K) ist, also aller oberen
Dreiecksmatrizen mit Nullen auf der Diagonalen.

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p > 0. Betrachte den
Schiefpolynomring K,[X] wie in Abschnitt C, wobei o der Frobenius-Automorphismus mit
o(z) =P fiir all z € K ist. Zeige, dak rad(K,[X]) =0.

Seien K ein Korper mit char K = p > 0 und G eine endliche p—Gruppe. Zeige, dafk

rad(K[G]) = 3 cq K(gg — 1). (Hinweis: Aufgabe 25.)

Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0, sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung |G|

von p geteilt wird. Zeige, dak K 3 e, C rad(K[G]).

§ 8 Artinsche Ringe

39.

40.

41.

Sei R ein kommutativer Ring. Zeige, daff die Menge aller nilpotenten Elemente in R ein Ideal
in R ist. Zeige: Ist R artinsch, so ist das Radikal von R gleich der Menge aller nilpotenten
Elemente in R.

Sei R ein kommutativer Ring. Zeige, daf die folgenden drei Eigenschaften zu einander dqui-
valent sind:

(i) R ist artinsch und enthilt keine nilpotenten Elemente ungleich 0.

(if) R ist halbeinfach.

(iii) R ist isomorph zu einem endlichen direkten Produkt von Kérpern.

Sei R eine kommutative, endlich dimensionale Algebra iiber einem Korper. Sei R; eine Unter-
algebra von R. Zeige: Ist R halbeinfach, so ist auch Ry halbeinfach. (Hinweis: Aufgabe 40.)
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§9

42.

43.

44.

45.

46.

47.

§ 10

48.

49.

50.

Halbeinfache und artinsche Moduln und Ringe

Moduln endlicher Lénge

Sei M ein Modul endlicher Lange iiber einem Ring R. Zeige fiir alle Untermoduln P und
Q vom M, dak £(P)+4(Q)=¢(P+ Q)+ P NQ).
Sei n > 1 eine positive ganze Zahl. Bestimme die Lénge des Z—-Moduls Z/nZ. Wann hat

Z/nZ genau eine Kompositionsreihe?

Seien K ein Koérper und A € M, (K) eine obere Dreiecksmatrix (fiir ein n > 1). Betrachte
K™ als K[X]-Modul, so daf X als Multiplikation mit A operiert; hier fassen wir Elemente
in K™ als Spaltenvektoren auf. Finde eine Kompositionsreihe von K™ als K[X]-Modul.

Seien Mi, Mo, ..., M, Untermoduln in einem Modul M iiber einem Ring R. Zeige: Haben
alle M/M; endliche Lénge, so auch M/(j_; M;.

Sei K ein Korper der Charakteristik 3. Betrachte die K[S3]-Moduln M; und M, wie in
Aufgabe 23. Zeige, dafl

.MlD{Za,;vie]Ml|Zai:0}DKZv,;DO

i=1 i=1 i=1

eine Kompositionsreihe von M ist. Finde eine Kompositionsreihe von M. Zeige, daf alle
einfachen K[S3]-Moduln die Dimension 1 haben und daf es zwei Isomorphieklassen einfacher
K[S3]-Moduln gibt. Bestimme dimrad(K[Ss]).

Sei K ein Korper der Charakteristik 2. Betrachte den K[Ss5]-Modul M; wie in Aufgabe 23.
Zeige, dak

K(Ss) D { Y area € K[Ss]| Y a, =0} DM DK Y 20

o€Ss o€S3 o€S3

eine Kompositionsreihe von K[S3] ist. Zeige, dak es zwei Isomorphieklassen einfacher K[S3]
Moduln gibt. Was sind die zugehérigen Dimensionen?

Der Satz von Krull und Schmidt

Seien M ein Modul iiber einem Ring R und ¢ € Endg(M). Zeige: Hat M/@(M) endliche
Lénge, so auch M/¢" (M) fiir alle r > 0. Ist M noethersch und hat M/p(M) endliche
Lénge, so hat auch ker ¢ endliche Linge. (Hinweis: Lemma 10.1.b)

Seien M und N Moduln endlicher Lénge iiber einem Ring R. Zeige: Gibt es eine ganze Zahl
r >0 mit M"= N",sogilt M 2 N.

Sei R ein linksartinscher Ring. Seien @) ein R—Modul und m,n € N natiirliche Zahlen mit
R"= R™ & Q. Zeige, dals Q = R"™™.



Projektive Moduln tiber artinschen Ringen 235

G Projektive Moduln iiber artinschen Ringen
In folgenden sei R stets ein Ring.

Wir haben in Abschnitt E projektive Moduln definiert und dann in Abschnitt F eine An-
wendung dieser Moduln beschrieben. Nun wollen wir diese Objekte etwas néher in dem Fall
betrachten, daf R linksartinsch ist. Wir werden sehen, daf es eine Bijektion von der Menge
der Isomorphieklassen endlich erzeugbarer unzerlegbarer projektiver Moduln auf die Menge
der Isomorphieklassen einfacher Moduln gibt (fiir linksartinsches R). Diese Bijektion wird
durch P +— P/rad(P) induziert; die Umkehrabbildung ordnet jedem einfachen Modul
seine ,projektive Hiille“ zu, die wir in G.1 fiir beliebige R definieren.

Daf die Anzahl dieser Isomorphieklassen endlich ist, folgt ziemlich schnell aus in die-
sem Kapitel bewiesenen Sitzen: Ist R linksartinsch, so ist R nach Korollar 8.3 auch links-
noethersch. Daher sind alle endlich erzeugbaren R—Moduln artinsch und noethersch, haben
also nach Lemma 9.1 endliche Lénge. Also haben sie (nach Korollar 10.7) eine ,im wesent-
lichen eindeutige* Zerlegung in unzerlegbare direkte Summanden. Dies trifft insbesondere
auf endlich erzeugbare projektive R—Moduln zu. Deren Summanden sind dann wieder pro-
jektiv, siche Lemma E.8.a. Die unzerlegbaren Summanden eines projektiven Moduls der
Form R"™,n > 1, sind genau die unzerlegharen Summanden von R selbst, nur mit groferer
Multiplizitdt. Weil jeder endlich erzeugbare projektive Modul zu einem direkten Summand
eines R"™ isomorph ist, muf jeder endlich erzeugbare unzerlegbhare projektive R—Modul zu
einem direkten Summanden von R isomorph sein. Und R hat nur endlich viele direkte
Summanden.

Diese Uberlegung zeigt auch, daR wir statt von ,unzerlegbaren endlich erzeugbaren pro-
jektiven Moduln“ auch einfach von ,unzerlegbaren Summanden von R reden konnten. In
dieser Sprechweise wurde das oben genannte Resultat (gleich Satz G.6 unten) auch zuerst
formuliert und bewiesen. Es wurde dann gleich auf den Fall angewendet, daf R = K[G] die
Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe G iiber einem endlichen Koérper K ist. In diesem
Fall kann man die unzerlegbaren endlich erzeugbaren projektiven Moduln zu Darstellun-
gen von G in Charakteristik O liften; sie bilden so ein wichtiges Bindeglied zwischen den
Darstellungstheorien in Charakteristik 0 und in positiver Charakteristik.

Definition G.1. Sei M ein R—-Modul. Eine projektive Hiille von M ist ein Paar (P,7),
wobei P ein projektiver R—Modul und 7 : P — M eine surjektive R—lineare Abbildung
ist, so daf fiir jeden Untermodul N C P mit N # P gilt, daR 7(N) # M.

Wir wissen, daf es fiir jeden R—-Modul M einen projektiven R—-Modul P mit einer
surjektiven R-linearen Abbildung 7 : P — M gibt. Es ist aber nicht klar (und fiir
beliebiges R sogar falsch), daf wir P und 7 so withlen konnen, daf die letzte Bedingung in
der Definition oben erfiillt ist. Diese bedeutet, daf jeder Untermodul N C P mit 7(N) = M
gleich P sein muf, das heifit, daly N+ker m = P impliziert N = P. Mit der in Definition 7.7
eingefiihrten Terminologie heifit dies, daf ker 7 {iberfliissig ist.

Lemma G.2. Seien P ein projektiver R—Modul und 7 : P — M ein surjektiver
Homomorphismus von R—-Moduln.

(a) Ist (P,m) eine projektive Hiille von M, so gilt kerm C rad P.

(b) Ist P endlich erzeugbar und ist kerw C rad P, so ist (P,m) eine projektive Hiille
von M .
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Beweis: (a) Wire ker m ¢ rad P, so kénnten wir einen maximalen Untermodul N C P mit
kerm ¢ N finden. Dann gilt N 4+ kerm = M und N # P im Widerspruch zur Eigenschaft
der projektiven Hiille.

(b) Nach Lemma 7.8 ist rad P {iberfliissig in P. Daher ist auch ker m C radP iiberfliissig,
und die Behauptung folgt aus der Diskussion oben. |

Bemerkung: Wir haben nach der Definition des Radikals gesehen, dafs als Z—-Modul
rad(Z) = 0. Nach Lemma 7.2.d hat daher auch jeder freie Z—Modul Radikal 0. Ein pro-
jektiver Z-Modul P ist in einen freien Z—Modul F' als Untermodul eingebettet; es folgt
rad(P) C rad(F) = 0, siche Lemma 7.2.a, also rad(P) = 0. Ist (P,n) nun projektive Hiille
eines Z—Moduls M , so folgt aus dem Lemma ker 7 = 0, also M = P. Mit anderen Worten,
ein Z—Modul hat nur dann eine projektive Hiille, wenn er projektiv ist.

Satz G.3. Sei (P, m) eine projektive Hiille eines R—Moduls M . Ist Q) ein projektiver
R—-Modul und ist ¢ : Q@ — M eine surjektive lineare Abbildung, so gibt es eine
direkte Summenzerlegung Q@ = Q" ® Q", so daf P(Q") = 0 und so daf8 (Q',vq)
eine projektive Hiille von M ist. Ferner ist dann Q' zu P isomorph.
Beweis: Weil @ projektiv ist, gibt es zu der Surjektion 7 : P — M eine R-lineare
Abbildung v : @ — P mit moy = 1. Wegen 7(7y(Q)) = ¥(Q) = M impliziert die
projektive Hiilleneigenschaft von (P, 7), dak v(Q) = P. Weil P projektiv ist, spaltet
die Surjektion v : Q@ — P. Es gibt also eine direkte Summenzerlegung Q = Q' ® Q"
mit Q" = kerw; dies impliziert insbesondere, daf ¥(Q") = w(v(Q")) = 0. Ferner ist
Vg : @ — P ein Isomorphismus. Daher ist mit (P,7) auch (Q',7 07y = ¥¢g/) eine
projektive Hiille von M . n

Korollar G.4. Sind (P,w),(P', ') projektive Hiillen eines R-Moduls M, so sind
P und P' zueinander isomorph.

Beweis: Wir wenden Satz G.3 auf (Q,) = (P’,7’) an. Dort gilt dann %(Q’') = M, also
Q' = Q, und daher ist P’ = Q zu P isomorph. [

Bemerkungen: (1) Wir erhalten genauer aus Satz G.3, daf es einen Isomorphismus
v:P =P mit 7 =moy (1)

gibt. Ein solcher Isomorphismus ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

(2) Man kann das Korollar und (1) leicht wie folgt verallgemeinern: Sei ¢ : M — M’ ein
Isomorphismus von R—Moduln, seien (P, 7) eine projektive Hiille von M und (P’,7’) eine
von M’'. Dann gibt es einen Isomorphismus

v: PP mit 7 oy=gpom.
Lemma G.5. Sei R linksartinsch. Fir jeden endlich erzeugbaren, unzerlegbaren
projektiven R-Modul P ist P/rad(P) ein einfacher R-Modul.

Beweis: Weil 0 nicht unzerlegbar ist, gilt P # 0, also rad(P) # P. Nehmen wir an, daff
P/rad(P) nicht einfach ist. Dann ist rad(P) kein maximaler Untermodul in P, also muf

es mindestens zwei verschiedene maximale Untermoduln M, My C P, My # My geben.
Nach Definition des Radikals gilt rad(P) C My N M, . Offensichtlich ist M; + My = P. Die



Projektive Moduln tiber artinschen Ringen 237

kanonische Abbildung 7 : P — P/M; erfiillt deshalb w(My) = P/M;. Weil P projektiv
ist, gibt es zu der Surjektion My —— P/M; eine R-lineare Abbildung v: P — My — P
mit Toy =m.

Wegen My # P ist v nicht bijektiv. Weil der Modul P endliche Lénge hat (weil R
linksartinsch ist), sagt Satz 10.3, da® v nilpotent ist. Also folgt 7 =7 o4™ =0 fiir n > 0,
ein Widerspruch, da P/M; # 0. Also muf P/rad(P) einfach sein. [

Satz G.6. Sei R ein linksartinscher Ring. Dann induziert P —— P/rad(P) ei-
ne Bijektion von der Menge der Isomorphieklassen endlich erzeugbarer unzerlegbarer
projektiver R-Moduln auf die Menge der Isomorphieklassen einfacher R—Moduln.

Beweis: Nach Lemma G.5 haben wir eine Abbildung der beschriebenen Form. Wir miissen
zeigen, dafs sie bijektiv ist.

Die Injektivitédt folgt aus Korollar G.4, weil P nach Lemma G.2 eine projektive Hiille
von P/rad(P) ist.

Sei E ein einfacher R—-Modul. Dann gibt es einen surjektiven Homomorphismus ¢ :
R — E von R-Moduln. Sei R = @;_, P, eine Zerlegung von R als direkte Summe
unzerlegbarer (automatisch: endlich erzeugbarer, projektiver) R—Moduln. Es gibt ein ¢ mit
o(P;) # 0, also p(P;) = E wegen der Einfachheit von E. Sei 7 die Restriktion von ¢
auf P;. Dann gilt P;/kerm = E, also kerm D rad(P;). Da P;/rad(P;) einfach ist, folgt
ker 7 = rad(P;) und P;/rad(P;) = E. Also ist die Abbildung im Satz surjektiv. ]

Bemerkungen: (1) Wir haben oben eine Formulierung der Form ,, P ist projektive Hiille
von M benutzt, wo wir genauer sagen sollten: ,Es gibt 7, so daff (P, 7) eine projektive
Hiille von M ist.“ Das werden wir auch im Folgenden tun.

(2) Uber einem linksartinschen Ring sind alle unzerlegbaren projektiven Moduln endlich
erzeugbar (und die entsprechende Einschrankung im Satz daher iiberfliissig). Dies sieht
man so: Sei @ ein unzerlegbarer projektiver R—Modul. Dann ist rad(R)Q # @, denn sonst
wire rad(R)"Q = @ fir alle n > 0; aber rad(R) ist nilpotent (Satz 8.2), also folgte @ = 0
im Widerspruch zur Unzerlegbarkeit. Daher ist Q/rad(R)Q # 0. Weil Q/rad(R)Q ein
halbeinfacher R-Modul ist (siche die Bemerkung nach Lemma 7.9), gibt es einen einfa-
chen R—~Modul FE, der homomorphes Bild von Q/rad(R)Q ist. Es gibt also eine surjektive
R-lineare Abbildung ¢ : Q@ — E. Nach Satz G.6 gibt es einen unzerlegbaren, endlich
erzeugbaren projektiven R—Modul P, der eine projektive Hiille von E ist. Nach Satz G.3
ist nun P isomorph zu einem direkten Summanden von Q. Weil @ unzerlegbar ist, folgt
@ = P, und damit ist auch @ endlich erzeugbar.

Satz G.7. Ist R ein linksartinscher Ring, so hat jeder endlich erzeugbare R—Modul
eine projektive Hiille.

Beweis: Sei M ein endlich erzeugbarer R-Modul. Dann ist M/rad(M) ein endlich er-
zeugbarer halbeinfacher R-Modul. Sei M/rad(F) = @;_, E; eine Zerlegung als Summe
einfacher Untermoduln. Nach Satz G.6 gibt es endlich erzeugbare projektive R—Moduln Q;
mit Q;/rad(Q;) = F;. Dann ist Q = @]_, Q; projektiv mit rad(Q) = @;_, rad(Q;), also
Q/rad(Q) = @._, E;. Es gibt also eine Surjektion ¢ : Q — M/rad(M) von R—-Moduln
mit ker p = rad(Q).

Wenden wir die Projektivitit von @ auf die kanonische Abbildung ¢ : M — M /rad M
an, so erhalten wir eine R-lineare Abbildung 7 : Q — M mit ) o™ = ¢. Es gilt dann
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Y(m(Q)) = M/rad(M), also 7(Q) + rad(M) = M. Weil rad(M) iberflissig ist, folgt
m(Q) = M. Wegen kerm C ker(p) = rad(Q), ist @ nach Lemma G.2 eine projektive Hiille
von M. |

Notation: Im folgenden bezeichne stets Py eine projektive Hiille eines R—Moduls M .

Ist @ ein beliebiger endlich erzeugbarer projektiver Modul tiber einem linksartinschen
Ring R, so haben wir einen Isomorphismus

Q= @Pry® (1)
E

wobei E iiber Reprasentanten fiir die Isomorphieklassen einfacher R—Moduln lauft. Die
Exponenten m(E) sind nach dem Satz von Krull-Schmidt eindeutig bestimmt. Diese Ein-
deutigkeit folgt auch aus:

Lemma G.8. Es ist m(E) gleich der Dimension von Hompg(Q, E) als Vektorraum
iber dem Schiefkorper Endg(FE).

Beweis: Wir haben einen Isomorphismus von Vektorrdumen iiber Endg(E)

Homp(Q, E) = P Homp(Pg, B)™ .
E‘I

Jeder Homomorphismus Pgr — E ungleich 0 hat als Kern einen maximalen Untermodul,
also muf der Kern gleich rad(Pg) sein. Daher ist die natiirliche Abbildung

Hompg (P /rad(Pg/), E) — Hompg(Pgr, E)
ein Isomorphismus von Endg(FE)-Vektorrdumen. Wegen Pgr/rad(Pg) = E' folgt nun
Hompg(FE', E) = Hompg(Pg/, F)
und daher die Behauptung nach Lemma 1.11. |

G.9. Wir konnen die Theorie anwenden, wenn R eine endlich dimensionale Algebra iiber
einem Korper K ist. Dann ist Lemma G.8 zu

m(E) - dimg Endgr(E) = dimgx Hompg(Q, E) (1)

aquivalent. Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist Endp(F) = K fiir alle E. In diesem
Fall erhélt man insbesondere:

Satz G.10. Sei R eine endlich dimensionale Algebra tber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper K. Dann hat man einen Isomorphismus von R-Moduln

R = @ pime®), (1)
E

wo E dber Reprisentanten der Isomorphieklassen einfacher R—-Moduln lduft.

Dies folgt nun unmittelbar aus G.9(1) und Hompg(R, FE) = E.
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Satz G.11. Seien K ein Korper, R eine endlich dimensionale K -Algebra, E ein
einfacher R—-Modul und M ein endlich erzeugbarer R—-Modul. Dann ist die Multipli-
zitdt von E als Kompositionsfaktor von M gleich

dimy Homp(Pg, M)/ dimg Endg(F). (1)

Beweis:  Wir benutzen Induktion {iber die Lénge einer Kompositionsreihe von M. Ist
M =0, so ist die Behauptung trivial. Ist M einfach, so ist (1) ein Spezialfall von G.9(1),
mit (Q, E) ersetzt durch (Pg,M). Sei nun M nicht einfach und nicht 0. Es gibt dann
einen Untermodul N # 0,M in M. Wir kénnen annehmen, daf die Behauptung fiir N
und M/N statt M gilt.

Die kurze exakte Folge von R—Moduln 0 — N — M — M/N — 0 fiihrt wegen
der Projektivitdt von Pg zu einer kurzen exakten Folge von Vektorrdumen

0— HO]TIIR(PE7N) e HOIHR(PE',M) — HOInR(PE,M/N) — 0.
Es folgt, da

dimg Homp(Pg, M) = dimg Hompg(Pg, N) + dimg Hom(Pg, M/N).

Nun wenden wir Induktion an und erhalten die Behauptung. |
Ubungen
1. Sei R wie in Aufgabe VII.27 der Ring aller Matrizen gl; mit a,b € R und ¢ € Q.Zeige,
daf die abelschen Gruppen F; = R und Fy = Q und P = R x Q zu R—Moduln werden,
wenn wir

a b a b a b
(0 C)x:az bzw. (0 C)z:cz bzw. (0 C) (x,2) = (az + bz, c2)

fiir alle z € R und z € Q setzen. Zeige, dakt R = E; & P als R—Modul. Zeige, daft E; und
Es einfache R—Moduln sind und daff P unzerlegbar ist. (Was ist Endg(P)?) Zeige, da P
die projektive Hiille von FEjs ist, wihrend E; seine eigene projektive Hiille ist. Bestimme alle

EXtR(Ei7 E])
2. Sei K ein Korper. Setze
a b ¢
R={[0 d 0] |abecdeecK}.
0 0 e

Zeige, dal R eine Unteralgebra von M3(K) ist. Zeige fiir i = 1,2, 3,dal K zu einem einfachen
R-Modul wird, wenn jede Matrix (ar;) € R als Multiplikation mit a;; operiert; bezeichne
diesen einfachen Modul mit E;. Setze

)

a 00 0 b 0 00
P={l0o0 0|} P={[0od o]}, ={[0 0
000 000 00

wobei jeweils a oder b,d oder c,e iiber K laufen. Zeige, daf die P; Linksideale in R mit
R =P, & P, & Ps sind. Zeige fiir alle ¢, daf P; eine projektive Hiille von F; ist. Bestimme
alle EXtR(Ei, EJ) B

3. Zeige: In Aufgabe VIIL.46 sind M; und M, die projektiven Hiillen der beiden einfachen
K[Ss5]-Moduln.

o OO0
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H Frobenius—Algebren
Es sei in diesem Abschnitt K ein fester Korper.

Eine Frobenius—Algebra iiber K ist eine endlich dimensionale K —Algebra, die eine zusétzli-
che Bedingung (siehe H.1) erfiillt. Zu dieser Klasse von Algebren gehoren die Gruppenalge-
bren endlicher Gruppen und die halbeinfachen Algebren. Andere wichtige Beispiele findet
man unter den endlich dimensionalen Faktoralgebren von einhiillenden Algebren bestimm-
ter Lie-Algebren oder von bestimmten Quantengruppen. In der Geometrie betrachtet man
Mannigfaltigkeiten, genannt Frobenius—Mannigfaltigkeiten, bei denen die Tangentialrdume
kommutative Frobenius—Algebren sind.

Wir beweisen hier eine fiir die Anwendungen entscheidende Eigenschaft der Frobenius
Algebren: Ihre unzerlegbaren projektiven Moduln sind auch injektiv. Ein solcher projektiver
Modul P ist nicht nur (nach Abschnitt G) die projektive Hiille eines einfachen Moduls E,
sondern auch die ,jinjektive Hiille“ eines einfachen Moduls E’. Wir beschreiben dann auch
den Zusammenhang zwischen E' und E.

Definition H.1. Eine Frobenius—Algebra iber dem Korper K ist eine endlich dimensionale
K-Algebra A zusammen mit einer nicht-ausgearteten Bilinearform (, ): Ax A — K,
so daf

(zy, 2) = (,y2) (1)
fir alle z,y,2z € A gilt.

Beispiel H.2. Sei A = M, (K), die Algebra der n x n—Matrizen {iber K. Dann wird A
eine Frobenius-Algebra unter
(X,Y) = Spur (XY).

In der Tat ist dies eine Bilinearform, die offensichtlich H.1(1) erfiillt. Sie ist nicht ausgeartet
wegen (Ejj, Exe) = dj10i, wobei Ej; die Matrix mit 1 in Position (7,7) und allen anderen
Eintrégen gleich 0 bezeichnet.

Bevor wir andere Beispiele beschreiben, noch eine Bemerkung. Wenn eine Bilinearform
(, ) auf einer K-Algebra A die Bedingung H.1(1) erfiillt, so ist (, ) durch die lineare
Abbildung v4 : A — K mit

va(z) = (1,2) (1)
vollstandig festgelegt. Es gilt ndmlich fiir alle x,y € A
(z,9) = (1z,y) = (Lzy) = va(2y).

(Diese Rechnung zeigt, daff wir v4 auch durch y4(z) = (z,1) hétten definieren kénnen.)
Umgekehrt: Ist v : A — K eine lineare Abbildung, so ist (z,y) = v(zy) eine Bilinearform
auf A, die H.1(1) erfiillt.

Beispiele H.3. (1) Sei G eine endliche Gruppe. Dann wird die Gruppenalgebra K[G]
eine Frobenius-Algebra durch

(Z agg, Z bhh> = Z agbg—l,

geG heG 9eG
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also durch 'yK[G](deG agg) = a1. Wegen (g,h) = 0, -1 ist die Bilinearform nicht ausge-
artet.

(2) Betrachte A = K[X]/(X™*!) fiir ein n € N. Wir schreiben Elemente von A in der
Form 7 ja; X " mit a; € K. Dann wird A Frobenius-Algebra durch

=0 Jj=0 i=0

also durch v4(37 @ X?) = a,,. Wegen (X%, X7) = §;,,_; ist die Bilinearform nicht aus-
geartet.

(3) Sind A; und As Frobenius—Algebren iiber K mit zugehorigen Bilinearformen (, );
und (, )2, so wird A; x Ay Frobenius—Algebra durch

((a1,a2), (b1, b2)) = (a1,b1)1 + (az,b2)2

fir alle a1,b; € A1 und ao, by € As.

Bemerkung: Es seien A eine endlich dimensionale Algebra iiber K und v: A — K eine
lineare Abbildung. Es ist A genau dann eine Frobenius—-Algebra unter (z,y) = v(zy), wenn
y(I) # 0 fiir jedes Linksideal I # 0 in A gilt. (Ubungsaufgabe! — Statt ,,jedes Linksideal
hétten wir hier auch ,jedes Rechtsideal* sagen konnen.)

Sei A eine endlich dimensionale K—Algebra. Der Dualraum A* von A wird zu einem
A-Linksmodul, wenn wir (af)(b) = f(ba) fiir alle f € A* und a,b € A setzen.

Satz H.4. FEine endlich dimensionale K —-Algebra A hat genau dann eine Struktur
als Frobenius—Algebra, wenn A* als A-Linksmodul zu A isomorph ist.

Beweis: Ist A eine Frobenius—Algebra {iber K, so definiert die Bilinearform in H.1(1) eine
Abbildung ® : A — A* mit ®(a)(b) = (b,a) fir alle a,b € A. Dann ist ® bijektiv, weil
(', ) nicht-ausgeartet ist; die A-Linearitdt von ® folgt aus H.1(1).

Ist umgekehrt ® : A — A* ein Isomorphismus von A-Moduln, so hat (z,y) := ®(y)(x)
die in Definition H.1 geforderten Eigenschaften. |

Bemerkung: Ist A eine Frobenius—Algebra, so ist y4 wie in H.2(1) eine Basis von A* als
A-Modul.

Satz H.5. Ist A eine endlich dimensionale K -Algebra, so ist A* als Linksmodul
iber A injektiv.

Beweis: Nach Lemma E.5 reicht es zu zeigen: Zu jedem Linksideal I C A und jeder A-
linearen Abbildung ¢ : I — A* gibt es eine A-lineare Abbildung ¢ : A — A* mit
Y1 = ep.

Seien also I und ¢ wie oben gegeben. Die Abbildung f — fi; bildet A* surjektiv auf
den Dualraum I* von I ab. Insbesondere gibt es zu der Linearform a — ¢(a) (1) auf I
ein f € A* mit f(a) = p(a) (1) fir alle a € I. Sei ¢ : A — A* die eindeutig bestimmte
A-lineare Abbildung mit (1) = f. Dann gilt fiir alle a € I und b € A

P(a) (b) = (a(1)) (b) = f(ba) = ¢(ba) (1) = (bp(a)) (1) = ¢(a) (b),
also ¥(a) = ¢(a) fiir alle a € T. [
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Korollar H.6. Ist A eine Frobenius—Algebra tiber K, so ist jeder endlich erzeugbare
projektive A—Modul injektiv.

Beweis: Fiir den projektiven A-Modul A ist dies nun klar. Im allgemeinen Fall benutzt
man Lemma E.8 und die erste Bemerkung zu Satz E.2.

Bemerkung: Allgemeiner heifst eine Algebra, die als Modul {iber sich selbst injektiv ist,
eine Quasi—Frobenius—Algebra.

H.7. Von nun an sei A eine Frobenius—Algebra. Fiir eine Teilmenge M C A setzen wir
Mt = {ze€ A|(y,x) =0fiir alley € M},
Mte {r e A|(z,y) =0fiir alley € M}.

Dies sind offensichtlich Unterrdume von A. Ist M selbst ein Unterraum von A, so gilt

dim MY = dim A — dim M = dim M**

weil (1, ) nicht ausgeartet ist und A endliche Dimension hat. Es folgt, daf
M = (MJ_T)J_E _ (A/[J_K)J_r.
Also sind M — ML und M — MLt zueinander inverse Bijektionen auf der Menge aller

Unterrdume von A. Offensichtlich sind diese Bijektionen Ordnungsantiautomorphismen,
d.h., es gilt genau dann M; C M, wenn M O My, genau dann, wenn Mi-¢ > M.

Ist nun I C A ein Linksideal, so gilt
I ={zec Al Iz =0}, (1)
denn wir haben fiir alle x € A
In=0 <= (A, Iz)=0 — (Al,z) =0 < (I,z)=0.
Insbesondere ist I'" ein Rechtsideal in A. Analog gilt fiir jedes Rechtsideal J C A, daf
JH={zeA|xJ =0}, (2)
und daf J'¢ ein Linksideal in A ist. Also sind I — I und J —— J* zueinander

inverse Ordnungsantiisomorphismen zwischen der Menge aller Linksideale in A und der
Menge aller Rechtsideale in A.

Betrachten wir zum Beispiel I = Ae und J = eA fiir ein idempotentes Element e € A.
Wir behaupten, dafs in diesem Fall
(Ae)yt" =(1—-¢)A und (eA) = A1 —e). (3)
In der Tat gilt fir alle x € A
re(Ae)l" = Aexr =0 = ex=0 < ze(l-e)A

Fiir den letzten Schritt beachte man, daf A = eA @ (1 — e)A und dal ex = z fiir alle
x € eA, wihrend ez = 0 fiir alle z € (1 — ¢)A.) Die Behauptung fiir (eA)* folgt analog.

Es sei daran erinnert (siehe G.6), daf es fiir jeden einfachen A-Modul E einen un-
zerlegbaren projektiven A-Modul Pg mit Pg/radsPr = E gibt. Dieser Modul ist durch
E eindeutig bis auf Isomorphie festgelegt. Jeder unzerlegbare projektive A-Modul ist zu
einem Pg isomorph. Die Pg sind bis auf Isomorphie die unzerlegharen Summanden von A
als Linksmodul iiber sich selbst.
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Satz H.8. Sei A eine Frobenius—Algebra iber K. Ist P ein unzerlegbarer projektiver
A-Modul endlicher Dimension, so enthdlt P genau einen einfachen Untermodul.

Beweis: Sei A= @,_, P; eine Zerlegung in unzerlegbare Summanden. Wir kénnen anneh-
men, daff P = P;. Sei 1 = 22:1 e; mit ¢; € P;. Dann gilt P, = Ae; fir jedes i; die ¢;
sind idempotent, orthogonal zu einander (d.h., es gilt e;e; = 0 fiir i # j) und unzerlegbar.
(Das bedeutet, daf e; nicht die Summe von zwei orthogonalen idempotenten Elementen
ungleich 0 ist.)

Betrachten wir nun A als Rechtsmodul iiber sich selbst, so ist A = @]_, e;A eine
Zerlegung in unzerlegbare Summanden, weil die e; unzerlegbar sind. Wenden wir die Be-
merkungen vor dem Satz auf A°P an, so sehen wir, daf jedes e; A genau einen maximalen
(Rechts-) Untermodul hat, das Radikal von e; A als A°?~Modul.

Die Abbildung J — J*" induziert nun fiir jedes i einen Ordnungsantiisomorphismus
von der Menge aller Untermoduln des Rechtsmoduls e; A auf die Menge aller Untermoduln
(= Linksideale) I von A mit I D (e;A)*" = A(1 — ¢;). Die Abbildung I — I/A(1 — ¢;)
ist ein Ordnungsisomorphismus von der Menge dieser I auf die Menge aller Untermoduln
von A/A(1—e;) = Ae;. |Die letzte Isomorphie folgt aus A = Ae; & A(1 —e;).] Da nun €;A
genau einen maximalen Untermodul (ungleich e;A) hat, muff Ae; genau einen minimalen
Untermodul (ungleich 0) haben, also genau einen einfachen Untermodul. |

Bemerkungen: (1) Fiir einen Modul M iiber einem beliebigen Ring R definiert man
den Sockel von M (kurz: socgM) als die Summe aller einfachen Untermoduln von M.
Die Behauptung im Satz kann also auch so formuliert werden: Der Sockel socs P ist ein
einfacher A-Modul.

(2) Man definiert (analog zu G.1) fiir einen beliebigen Ring R die injektive Hiille eines
R-Moduls M als ein Paar (Q,¢), wobei @ ein injektiver R—Modul und ¢ : M — @Q eine
injektive R-lineare Abbildung ist, so daf fiir jeden Untermodul N C @ mit N # 0 gilt,
daR t='(N) # 0. In Satz H.8 ist P nach Korollar H.6 ein injektiver A-Modul. Daraus
folgt, daf P zusammen mit der Inklusion eine injektive Hiille des Sockels von P ist.

H.9. Satz H.8 impliziert, dafs es zu jedem einfachen A-Modul E einen einfachen A-Modul
E' mit E' = socy Pg gibt. Wie hiingen E und E’ zusammen? Um diese Frage beantworten
zu kénnen, brauchen wir etwas Vorbereitung.
Weil (1, ) nicht ausgeartet ist, gibt es zu jedem = € A genau ein v(z) € A mit
(1,2) = (v(a)y)  firalley e A. 1)
Die Abbildung v : A — A ist offensichtlich linear und hat Kern gleich 0. Also ist v
bijektiv. Weiter gilt fiir alle z,2',y € A

(v(z2'),y) = (y,22') = (yz,2) = (W(2'), yz) = (v(2')y, )
= (v(x),v(@")y) = (W(z)v(2"),y),

also v(z)v(x') = v(zx'). Daher ist v ein Automorphismus der Algebra A; man nennt v
den Nakayama—Automorphismus von A.

H.10. Ist M ein A-Modul, so bezeichnen wir mit “M den A-Modul, der als Vektorraum
gleich M ist und auf dem A durch

a-m=vta)m fir alle a € A, me M (1)
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wirkt. Wir nennen YM den mit v —getwisteten Modul M .
Zum Beispiel gilt fiir alle x € A, daf

(Az) = Av(x). (2)

Genauer ist z — v(z) ein Isomorphismus von Y(Az) auf Av(z), denn fiir alle a € A gilt
v(a-z) = v(v~(a)z) = av(z); auRerdem ist klar, daf v(Az) = v(A)v(z) = Av(z).

Ist M ein einfacher (bzw. unzerlegbarer bzw. projektiver) A-Modul, so ist auch “M
einfach (bzw. unzerlegbar bzw. projektiv). Ist ¢ : M — M’ ein Homomorphismus von
A-Moduln, so ist ¢ auch als Abbildung YM — YM' ein Homomorphismus von A-Moduln.

Ist E ein einfacher A-Modul, so ist mit Pgr auch *(Pg) ein unzerlegbarer, projektiver
A-Modul endlicher Dimension. Also gibt es einen einfachen A-Modul E’ mit Y(Pg) = Pgr,
und zwar ist E’ eindeutig bis auf Isomorphie durch Hom(*(Pg), E') # 0 festgelegt. Aus
Homy (Pg, E) # 0 folgt aber nach der Bemerkung oben Hom4(Y(Pg),"E) # 0. Da nun “F
einfach ist, erhalten wir

”(PE) =~ Ppg. (3)

Satz H.11. Ist A eine Frobenius—Algebra, so gilt
soca(Pg) & "E (1)

fiir alle einfachen A—Moduln E'.

Beweis: Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen konnen, dafs
Hom 4 (Prg,soca(Pg)) # 0.

Wir kénnen annehmen, daft Pgp = Ae fiir ein unzerlegbares idempotentes Element e € A.
Dann gilt

P = "(Pg) = Y(Ae) = Av(e).

Nun ist auch v(e) idempotent, da v ein Automorphismus von A ist. Damit erhalten wir
Hom(Pvg,s0ca(Pg)) = Hom(Av(e),soca(Pg)) = v(e)soca(Pg).

Wir miissen also zeigen, daf v(e) soca(Pg) # 0. Nehmen wir an, es gelte v(e) soca(Pg) = 0.
Dann folgt

0= (1,v(E)soca(Pr)) = (v(e),soca(Pg)) = (soca(Pr),e),

also e € soca(Pg)*" und somit socs(Pg)e = 0 nach H.7(1). Da soca(Pg) = soca(Ae)
in Ae enthalten ist, gilt xe = e fiir alle € soca(Pg). Aus soca(Pg)e = 0 folgt also
socs(Pg) = 0; aber das ist unmoglich. [

Bemerkung H.12. In den Beispielen H.2 und H.3 ist (, ) symmetrisch. Frobenius
Algebren mit dieser Eigenschaft werden symmetrische Algebren genannt. Fiir diese ist v
die Identitdt; daher gilt fiir symmetrische Algebren stets socs(Pg) = E.

Beachte, daf kommutative Frobenius—Algebren stets symmetrisch sind: Es gilt ndmlich

(z,y) = va(zy) = valyz) = (y, ).
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Ubungen

1. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Betrachte den Polynomring K[Y] iiber K.
Zeige, daB 0 : K[Y] — K[Y] mit 0(},5qa:Y?) = 3 ;50ta;Y" fiir alle 3,0 a; Y € K[Y]
eine Derivation ist. Betrachte den Schiefpolynomring R := K[Y][X;§] wie in Abschnitt C.
Zeige, daf YPX = XY? und (X? — X)Y =Y (X? — X). Zeige, dak Y? und X? — X zum
Zentrum von R gehoren. Bezeichne mit R den Restklassenring von R nach dem von Y? und
XP— X erzeugten zweiseitigen Ideal. Zeige, daf alle Y?X7 mit 0 < i,j < p—1 eine Basis von
R iiber K bilden. (Hier bezeichnen Y und X auch die Restklassen von Y und X in R.) Sei
7 : R — K die lineare Abbildung mit y(Y?~'X?~!) =1 und y(Y*X’) =0, wenn 0 < i,5 <
p—1und (i,§) # (p—1,p—1). Zeige, dah R eine Frobenius-Algebra unter (u,v) = y(uv) fiir
alle u,v € R ist. Zeige, dak der Nakayama-Automorphismus v von R durch v(Y) =Y und
v(X) = X+1 gegeben ist. (Zum Hintergrund: Die Menge aller Matrizen (88) mit a,b € K ist
in natiirlicher Weise eine p—Lie-Algebra iiber K. Man kann R mit der einhiillenden Algebra
dieser Lie-Algebra identifizieren, und R mit ihrer restringierten einhiillenden Algebra. Alle
restringierten einhiillenden Algebra von p—Lie-Algebren sind Frobenius-Algebren. Man kann
deren Nakayama-Automorphismus ganz allgemein beschreiben.)

J Darstellungen von K6chern

Die Theorie der Darstellungen von Kéchern ist auf den ersten Blick eine Methode, viele
Klassifikationsprobleme der Linearen Algebra einheitlich zu behandeln. Als einfache Bei-
spiele betrachten wir unten die Frage nach den Isomorphieklassen von Endomorphismen
eines Vektorraums und die Frage nach den Isomorphieklassen der linearen Abbildungen
von einem Vektorraum in einen zweiten; wir zeigen, wie diese Probleme sich innerhalb der
Darstellungstheorie von Kéchern formulieren lassen.

Jedem Kocher ist eine Algebra, die ,Pfadalgebra®, zugeordnet; mit ihrer Hilfe gehen die
Klassifikationsprobleme der Linearen Algebra in Fragen nach den Isomorphieklassen von
Moduln fiir diese Algebra {iber. In vielen Féllen ist die Pfadalgebra endlich dimensional,
und man erhélt dann interessante Beispiele fiir die in Abschnitt G entwickelte Theorie der
projektiven Hiillen.

Die Bedeutung der Darstellungstheorie von Kochern geht jedoch weit iiber das Bereit-
stellen von Beispielen hinaus. Sie spielen eine zentrale Rolle in der Darstellungstheorie von
endlich dimensionalen Algebren, nicht nur weil die Faktoralgebren von Pfadalgebren eine
grofse nattirliche Klasse von endlich dimensionalen Algebren bilden. Daneben gibt es je-
doch {iberraschende Verbindungen zu anderen Gebieten der Mathematik, insbesondere zur
Lie-Theorie.

So erwdhnen wir hier am Schluf, daf es bei der Klassifikation der Kocher von ,endli-
chem Darstellungstyp” merkwiirdige Parallelen zur Theorie der halbeinfachen Lie-Algebren
gibt. In den letzten Jahren hat man dann die Darstellungstheorie der Koécher benutzt, um
zuerst die einhiillenden Algebren von Lie-Algebren und dann deren quantisierte Versionen
zu konstruieren. Dazu arbeitet man entweder mit Darstellungen iiber endlichen Kérpern
oder mit geometrischen Eigenschaften der ,Varietit“ aller Darstellungen eines Kochers.

Das alles geht weit iiber den Rahmen des hier Méglichen hinaus, und wir verweisen auf
die angegebene Literatur. Hier miissen wir uns mit einigen einfachen Resultaten begniigen,
die vielleicht das Interesse fiir mehr wecken.

J.1. Ein Kocher ist eine Menge von Punkten und Pfeilen wie im folgenden (recht einfachen)
Diagramm beschrieben:
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PRI LA S (1)

Formaler gesagt besteht ein Kocher aus zwei Mengen I (der Menge der Punkte) und J
(der Menge der Pfeile) sowie aus zwei Abbildungen a,w : J — I, die jedem Pfeil seinen
Anfangs- und Endpunkt zuordnen. Im Beispiel (1) ist I = {1,2,3,4} und J = {a,b, ¢} und
zum Beispiel a(b) = 3, w(b) = 2.

Ein paar andere Beispiele, ohne Namen fiir die Punkte und Pfeile:

/. N
.\ .\/.%.3

Es ist also zugelassen, daft mehr als ein Pfeil von einem gegebenen Punkt zu einem anderen
gegebenen Punkt verlaufen. Auch konnen Anfangs- und Endpunkt eines Pfeiles zusammen-
fallen.

Eine Darstellung eines Kochers Q = (I, J, o, w) iiber einem Korper K sind zwei Familien
(Vi)ier und (fz)zes, wobel jedes V; ein Vektorraum iiber K ist und jedes f, eine lineare
Abbildung fy : Vi) — Vi) ist.

Zum Beispiel ist eine Darstellung des Kochers o (wo |I| =1 und J = () dasselbe wie
ein Vektorraum iiber K . Eine Darstellung des Kochers

) 2)

ist ein Paar (V, f), wobei V ein Vektorraum iiber K und f : V — V eine K -lineare
Abbildung ist. Eine Darstellung des Kochers

oo 3)

ist ein Tripel (V4,Va, f), wobei Vi, Va Vektorrdume iiber K sind und f : V3 — V5 eine
lineare Abbildung.

Anstelle eines Korpers konnen wir hier natiirlich auch einen beliebigen Ring betrachten.
Die Einschrankung auf Korper dient der Vereinfachung der Theorie.

Sei wieder @ = (I,J,a,w) ein beliebiger Kocher. Wir definieren die direkte Summe
zweier Darstellungen ((V;)ier, (fz)zes) und ((V))ier, (f2)zes) von @ iiber K als die Dar-
stellung ((Wi)ier, (9z)zes) mit Wi = V; @ V/ fiir alle i und g, : Wy gy = Vo) © Vo’t(m) —
Vi(z) © V;m = Wi(e) gegeben durch g (u,v) = (fz(u), fz(v)).

Ein Homomorphismus von ((Vi)icr, (f2)zes) nach ((V))ier, (f1)zes) ist eine Familie
(¢i)ier von linearen Abbildungen ¢; : V; — V/7 so dafs fiir alle z € J

fi O Pa(z) = Puw(z) © fr

gilt. Sind alle ¢; bijektiv, so nennen wir die Familie (p;);er einen Isomorphismus; dann ist
auch die Familie aller (¢; Dier ein Isomorphismus.
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J.2. Betrachten wir zum Beispiel eine Darstellung (Vi, Vs, f) des Kochers in J.1(3). Wir
kénnen Unterrdume U C V4 und W C Vo mit Vi =U @ ker f und Vo = W @ im f finden.
Dann sieht man leicht, da (V7, Vs, f) zu der direkten Summe

(ker.fvovo) & (thnf7f|U) @ (O,VV,O)

isomorph ist; hier ist nun f7 : U — im(f) bijektiv. Wahlt man Basen in diesen Unterréu-
men, so folgt, daf (ker f,0,0) zu einer direkten Summe von Kopien von (K,0,0) isomorph
ist, (0,W,0) zu einer direkten Summe von Kopien von (0, K,0) und (U,im f, fjy) zu ei-
ner direkten Summe von Kopien von (K, K,Id). Der Kocher hat also bis auf Isomorphie
gerade drei unzerlegbare Darstellungen (also Darstellungen, die nicht als direkte Summe
von zwei von ,Null“ verschiedenen geschrieben werden konnen). Jede Darstellung ist eine
direkte Summe unzerlegbarer Darstellungen.

Die Theorie der Darstellungen tiber K des Kochers J.1(2) ist nach VII.1.2(2) dquivalent
zur Theorie der Moduln iiber dem Polynomring K[X]. Beschrianken wir uns auf endlich
dimensionale Darstellungen (also Paare (V, f) mit dimg V < 00), so ist wieder jede Dar-
stellung direkte Summe unzerlegbarer. Es gibt jedoch hier unendlich viele Isomorphieklassen
unzerlegbarer Darstellungen, zum Beispiel fiir jedes A € K und n € N den Jordan—Block
der Grofe n mit A auf der Diagonalen.

Wir {iberlassen es dem Leser als Aufgabe zu zeigen, daf jede Darstellung des Kochers
in J.1(1) direkte Summe von Kopien der folgenden unzerlegbaren Darstellungen ist:

K—0+—0—0, 0— K+«—0—0, 0—0+«— K «— 0,
0—0«—0— K, K—K«——0—0, 0— K«— K «— 0,
0 —0+— K+«— K, K— K« K —0, 00— K«— K+—K,
K—K+««—K— K.

Die Notation erkldrt sich hoffentlich von selbst; jede Abbildung von K nach sich ist die
Identitét.

Nicht nur im Fall des Kochers in J.1(2) ist die Darstellungstheorie des Kéchers dquivalent
zu der Modultheorie fiir eine geeignete K —Algebra. Dies gilt fiir alle Kécher, wie wir nun
zeigen werden. Zunéchst definieren wir Pfade in Kochern: Ist Q = (I, J, o, w) ein Kocher,
so ist ein Pfad in @ eine endliche Folge (z1,ao,...,z,) von Elementen in J (mit » > 1),
so daf «a(z;) = w(xip) fiir alle i,1 < i < r gilt. Zum Beispiel sind die Pfade im Kocher
von J.1(1) gerade (a), (b), (¢), (b,c). Bezeichnet z beim Kocher von J.1(2) das einzige
Element von J, so sind die Pfade in dem Fall (), (z,2), (z, 2, ), (x, 2, z,2),... .

Wir bezeichnen (ganz allgemein) die Menge aller Pfade von @ mit J; es gilt dann
J C J. Wir erweitern die Definition von a und w von J auf J und setzen fiir alle
y=(z1,22,...,2,) € J:

aly) =a(z)  wd  w(y) =wz).

Wir definieren nun die Pfadalgebra K[Q] von Q wie folgt: Wir betrachten einen K-
Vektorraum mit Basis .
(eiliel, wlyeld).
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Wir definieren eine Multiplikation zunéchst auf den Basisvektoren durch (fiir alle 4,5 € J
und y,z € J)
i€ i = 51']‘81‘
S = { 0, sonst,
- _ | v wem aly) =1,
TyEi { 0, sonst,

YV = { V(y,z), wenn aly) = w(z),

0, sonst.
Zum letzten Fall: Wenn y = (z1,2,...2,) und z = (2},),...,2;) mit a(y) = a(z,) =
w(z) = w(x)), so ist auch (z1,z2,..., Ty, x), 25, ...,2,) € J, und wir bezeichnen diesen

Pfad mit (y,z). Wir setzen die Multiplikation auf den ganzen Vektorraum bilinear fort.
Man rechnet leicht nach, daf die Multiplikation assoziativ ist. (Es reicht, dies fir Produkte
von Basisvektoren zu tiberpriifen.) Die so konstruierte Algebra heifit die Pfadalgebra K|[Q)]
von Q.

Nehmen wir zusétzlich an, dal I endlich ist. Dann hat K[Q)] ein Einselement, ndmlich

1 :Zsi. (1)

icl

Es sei als Ubungsaufgabe dem Leser iiberlassen, dak K[Q] fiir den Kécher in J.1(2) der
Polynomring K[X] ist und daB K[Q] beim Kocher in J.1(3) zur Algebra aller Matrizen

(gi) mit a,b,¢ € K isomorph ist. Auch im Fall des Kéchers in J.1(1) kann man K[Q)]

mit einer Algebra von gewissen oberen Dreiecksmatrizen identifizieren.

J.4. Nun wollen wir den Zusammenhang zwischen K[@Q]-Moduln und Darstellungen von
Q@ beschreiben. Ist M ein K[Q]-Modul, so folgt aus J.3(1) und der Multiplikationsformel
fiir die &;, dakt M = @P;c;ei(M). Aukerdem folgt aus €7z = 0; 4 (@)7e fiivalle i € I,z € J,
daf

V(M) C ez (M) fiir alle z € J.

Wir erhalten nun aus M eine Darstellung von @, wenn wir V; = ¢;(M) fir alle ¢ € T
setzen und fy : Voa) = €a(a) (M) — €u(a) (M) = V,(5) durch fz(m) =~ m definicren.

Sei umgekehrt eine Darstellung (V; | i € I, fp | € J) von Q gegeben. So setzen wir
M = @,c; Vi und machen M wie folgt zu einem K[Q]-Modul: Jedes ¢; wirkt als Identitét
auf V;, als 0 auf allen V; mit j # ¢. Ein vy mit y = (21,22,...,2,) € J wirkt auf allen V;
mit i # a(z,) = a(y) als 0, und es wirkt auf Vi, als fo, 0 fa, 00020 fa,.

Man rechnet nun nach, daf diese beiden Konstruktionen (im wesentlichen) invers zu
einander sindt. (,Jm wesentlichen heift: Wendet man beide Konstruktionen nach einander
an, so erhilt man ein Objekt, das zum Ausgangsobjekt kanonisch isomorph ist.) AuRer-
dem sieht man, daf Homomorphismen (oder Isomorphismen, direkte Summen) von Dar-
stellungen von @ gerade Homomorphismen (bzw. Isomorphismen, direkte Summen) von
K[Q]-Moduln entsprechen.

Ein Pfad y = (¥1,22,..., ) heift orientierter Zykel, wenn w(v1) = a(z,) gilt. In dem
Fall sind auch (y,v), (y,9,v), ... orientierte Zykel; insbesondere ist J unendlich. Dies zeigt,
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daf K[Q] unendlich dimensional ist, wenn @ orientierte Zykel enthélt. Umgekehrt: Sind
I und J endlich und enthélt @ keine orientierten Zykel, so ist K[Q] endlich dimensional.
Denn in diesem Fall kommt ein Pfeil in einem Pfad héchstens einmal vor; daher gibt es nur
endlich viele Pfade.

J.5. Wir kénnen die Aquivalenz von ,Darstellungen von Q“ und ,, K[Q]-Moduln“ dazu
beniitzen, andere Begriffe der Modultheorie in die Darstellungstheorie der Kocher zu iiber-
setzen, zum Beispiel Untermoduln, Faktormoduln, einfache Moduln. Fiir jedes k € I sei
Sy die Darstellung ((Vi)ier, (fz)zes von @ mit Vy = K, V; =0 fir alle ¢ # k und f, =0
fiir alle € J. Dann ist Sy, offensichtlich eine einfache Darstellung von @, d.h., entspricht
einem einfachen K[Q]-Modul. (Der entsprechende K[@Q]-Modul hat Dimension 1 iiber K
und ist deshalb sicher einfach.)
Im Beispiel J.1(2) findet man leicht andere einfache Darstellungen. Es gilt aber:

Satz J.6. Hat Q keine orientierten Zykel, so ist jede einfache Darstellung von Q
zu etnem Sy mit k € I isomorph.

Beweis: Sei ((Vi)ier, (fz)zes) eine einfache Darstellung von Q. Wir wollen zunéchst ein
kel mit Vi #0 und f;(Vi) = 0 fiir alle © € J mit a(z) = k finden. Weil ein einfacher
Modul ungleich 0 ist, gibt es i; € I mit V;, # 0. Ist fz(v;;) = 0 fiir alle z mit a(z) = iy,
so sind wir fertig. Sonst gibt es 1 € J mit a(x1) =iy und fu, (Vi;) # 0.Dann setzen wir
i9 = w(x1) und haben Vj, # 0. Nun wiederholen wir die Konstruktion mit iy statt i;. So
erhalten wir Folgen (i1,42,...) in I und (z1,2,...) in J mit a(z,) = i, w(z,) = i1
und f5,.(V;.) # 0 fiir alle 7. Weil J keine orientierten Zykel enthalt, ist die Folge der z,
endlich. Ist z; der letzte Term in dieser Folge, so kénnen wir k = w(z,) nehmen.

Aus fy(Vi) = 0 fiir alle  mit a(z) = k folgt nun, dab ((V/)icr, (f1)zes) mit V] =
Vi, V/ =0 fiir ¢ # k und f,, = 0 fiir alle = eine Unterdarstellung der gegebenen einfachen
Darstellung ist. Wegen Vi # 0 ist diese Unterdarstellung nicht 0, also alles. Es folgt, daf
V; =0 fiir alle i # k und f, = 0 fiir alle x € J. Dann definiert jeder Unterraum von Vj
eine Unterdarstellung. Aus der Einfachheit folgt nun dim(V;) = 1. [

J.7. Es folgt nun: Hat @ keine orientierten Zykel, so wird das Radikal von K[Q] als
Vektorraum von allen v, mit y € J aufgespannt. Denn alle vy operieren auf allen S,
als 0, gehoren also zum Radikal. Auferdem gibt es zu jedem v € ), ; Kej,v # 0 ein k
mit vS; # 0.

Setzen wir weiter voraus, dafs @) keine orientierten Zykel hat und daf I endlich ist. Wir
haben 1 =3, &; und g5 = djj¢; fiir alle 4 € I. Daraus folgt

KQ =EPpPr  mit P, = K[Qle:.
el
Die Multiplikationsformeln in K[Q] zeigen, daf e; und alle v, mit y € J,a(y) =i eine
Basis von P; bilden. Als direkter Summand des freien Moduls K[Q)] ist jedes P; ein pro-
jektiver K[Q]-Modul. Wegen e? = ¢; haben wir fiir jeden K[Q]-Modul M eine Bijektion
Hom gy (P;, M) — &;M, o — p(&i).

Nehmen wir fiir M insbesondere einen einfachen Modul Sy mit k € I, so folgt
K, firi=k,

HomK[Q](Pi’Sk) 4){ 0, sonst.
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Sei ¢; eine Basis von Homgg) (P;,S;). Dann ist das Radikal von P; gleich dem Kern von
@i, also ein maximaler Untermodul von F;. Daher ist jeder echte Untermodul von P; in
rad(P;) enthalten. (Weil P; endlich erzeugbar als Modul iiber K[Q] ist, ist jeder echte
Untermodul in einem maximalen enthalten.) Es folgt, daf ¢; jeden echten Untermodul von
P; auf 0 abbildet. Daher ist (P;, ;) eine projektive Hiille von S;, siehe Definition G.1.
(Man sicht leicht, daf die 7, mit y € J und a(y) = i eine Basis von rad(P;) bilden —
Ubung.)

J.8. Eine endlich dimensionale Algebra heifst von endlichem Darstellungstyp, wenn sie
nur endlich viele unzerlegbare, endlich dimensionale Moduln (bis auf Isomorphie) hat. Zum
Beispiel ist eine halbeinfache endlich dimensionale Algebra vom endlichem Darstellungstyp,
da ihre unzerlegbaren Moduln gerade die einfachen Moduln sind und deren Anzahl (bis auf
Isomorphie) endlich ist. Man kann zeigen: Hat K Charakteristik p > 0 und ist G eine
endliche Gruppe, so hat die Gruppenalgebra K[G] genau dann endlichen Darstellungstyp,
wenn die p—Sylowuntergruppen von G zyklisch sind.

Die Kocher @, fiir die K[Q] vom endlichen Darstellungstyp ist, wurden von Gabriel
bestimmt. Es sind genau die Kocher, die endliche disjunkte Vereinigung von Kéchern des
folgenden Typs sind, wobei die Orientierung der Pfeile keine Rolle spielt:

o . o« .. —a . (1)

(5)

In (1) ist die Anzahl der Punkte beliebig > 1, in (2) beliebig > 4. Man bemerke, daf die
Kécher J.1(1) und J.1(3) Beispiele fiir Kécher von der Form (1) sind; in diesen Féllen haben
wir in der Tat gesehen/behauptet, daf der Darstellungstyp endlich ist.

Die in (1) — (5) angegebenen ,Graphen® treten auch in vielen anderen Zusammenhéngen
auf, zum Beispiel bei der Klassifizierung von Wurzelsystemen endlich dimensionaler einfa-
cher Lie-Algebren iiber C: Wir erhalten hier genau die Coxeter—Graphen der irreduziblen
Wurzelsysteme mit nur einer Wurzellinge. Der Zusammenhang mit den Wurzelsystemen
geht iibrigens weiter: Die ,Dimensionsvektoren (dim(V;));er der unzerlegbaren Darstellun-
gen von K[Q)] stehen in natiirlicher Bijektion zu den positiven Wurzeln des entsprechenden
Whurzelsystems.
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Ubungen

1.

Zeige, daf die Pfadalgebra des Koéchers e ——> e <—— o {iber einem Korper K zu der
Algebra von Aufgabe G.2 isomorph ist. Bestimme alle unzerlegbaren Darstellungen dieses
Kochers.

. Seien K ein Kérper und R die Algebra aller oberen (n x n)-Dreiecksmatrizen iiber K fiir

ein n > 1. Finde einen Kocher, dessen Pfadalgebra {iber K zu R isomorph ist.

. Seien K ein Koérper und Q = (1, J, o, w) ein Kécher. Sei D C Z ein Intervall, endlich oder

unendlich. Fiir alle d € D sei My = ((Vai)ier, (faz)zes) eine Darstellung von @ tiber K .Fiir
alle d € D mit d+1 € D sei pq: Mg — Mg4+1 ein Homomorphismus, gegeben durch lineare
Abbildungen ¢g; : Vg — Vay1,i. Zeige, da die My und @q4 eine exakte Folge bilden (d.h.,
daf die Folge der entsprechenden K[@Q]-Moduln exakt ist), wenn fiir alle ¢ € I die Vg und
wa;i eine exakte Folge von Vektorrdumen iiber K bilden.

. Finde in der Liste der unzerlegbaren Darstellungen des Kochers in J.1(1) diejenigen, die

projektiven K[Q]-Moduln entsprechen.

. Seien K ein Korper und Q = (I, J, o,w) ein Kocher ohne orientierte Zykel. Betrachte die

projektiven K[Q]-Moduln P; = K[QJe; wie im Text. Zeige, daf Endgq)(P;) = K fiir alle
i € I. Zeige fiir i # j, dak Homgg) (P, Pj) # 0 genau dann gilt, wenn es einen Pfad z € J
mit a(z) = j und w(z) =i gibt; zeige, daf in diesem Fall P; zu einem Untermodul von P;
isomorph ist.






IX Zentrale einfache Algebren

In diesem Kapitel wird die Theorie der endlich dimensionalen Divisionsalgebren {iber einem
beliebigen Korper K entwickelt. Dabei kann man sich auf den Fall beschrianken, dafs K
das Zentrum der Divisionalgebra ist. Es erweist sich als zweckméfig, allgemeiner Matrizen-
ringe iiber solchen Divisionsalgebren zu betrachten. Nach einem Satz von Wedderburn sind
diese Matrizenringe bis auf Isomorphie genau die endlich dimensionalen K —Algebren mit
Zentrum K, die keine echten zweiseitigen Ideale ungleich Null enthalten. Dies sind gerade
die zentralen einfachen Algebren im Titel dieses Kapitels. (In dieser Einleitung seien im
folgenden alle Algebren endlich dimensional.)

Zunéchst betrachten wir als einfaches Beispiel die Quaternionenalgebren iber K. De-
ren Konstruktion wird am Schluff in § 8 und § 9 verallgemeinert, wenn wir verschrankte
Produkte und zyklische Algebren einfithren. Die in den Abschnitten dazwischen entwickelte
Strukturtheorie zentraler einfacher Algebren zeigt dann, daf man mit Hilfe der verschrénk-
ten Produkte die hier betrachteten Divisionsalgebren klassifizieren kann. Eine wichtige Rolle
spielen dabei die Tensorprodukte von Algebren, die wir allgemein in § 2 definieren. Mit ih-
rer Hilfe konstruiert man eine Gruppenstruktur auf der Menge aller Isomorphieklassen von
Divisionsalgebren mit Zentrum K — die Brauergruppe. Innerhalb der genannten Struktur-
theorie nimmt eine ausfithrliche Untersuchung von Zentralisatoren einen grofien Raum ein;
sie gipfelt in einem ,Zentralisatorsatz“, den wir neben einem klassischen Satz von Skolem
und Noether in § 6 beweisen. Auf dem Wege zu den allgemeinen Resultaten zeigen wir auch
die grundlegenden Sétze von Frobenius iiber reelle Divisionsalgebren und von Wedderburn
iiber endliche Divisionsalgebren.

§ 1 Quaternionenalgebren

In diesem Abschnitt sei K ein Kérper mit char K # 2.

1.1. Seien a,b € K gegebene Elemente. Wir konstruieren im folgenden eine vierdimen-
sionale K —Algebra Q = Q (a,b| K). Zunéchst betrachten wir die zweidimensionale kom-
mutative K -Algebra A = K[X]/(X? — a). Wir identifizieren K mit der Unteralgebra K1

von A. Als Vektorraum iiber K hat A die Basis 1, i :== X + (X2 — a). Die Multiplikation
ist durch 2 = a1 festgelegt. Die Abbildung

A— A, T — T mit u+vi=u—vi (1)

fiir alle u,v € K ist ein Automorphismus von A als K—Algebra. Er hat Ordnung 2 und
wird von dem Automorphismus von K[X] mit X — —X induziert.

Nun definieren wir einen Ring
Q=Q(ab|K):=AxA (2)
mit komponentenweiser Addition und der folgenden Multiplikation:

(z,y) (2',y) = (za’ + by, xy + ya') 3)
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fir alle z,2',y,y € A. Offensichtlich ist (1,0) ein Einselement in @; man rechnet ohne
Probleme die Distributivgesetze und das Assoziativgesetz nach. Zum Beispiel zeigen

(@)@ y)) @y

= ((za’ + byy)z" + b(zy' + yz")y", (v’ + byy )y + (vy’ + ya')a")
= (zz'z” + byy'z" + bxy'y" + byx'y", xa'y" + byy'y” + wy'a” + ya'z")

und

(z.9) (@' 9) (")
= (@(@'a” + byy7) + by(@'y” + yT) 2(@'y" + ) + y( + b))

1,0

= (za'z" + bxy'y” + byx'y” + byy'x", xa'y" + xy'z" + yx'z” + byy'y")

die Assoziativitit. (Beachte dak Z = z fiir alle 2 € A und dak b=0b,da b€ K.)

Die Spezialfille
(2,0)(@",y) = (z2’,2y/)  wnd  (2,3)(2,0) = (2'2,9'7) (4)

von (3) zeigen einerseits, daf « — (z,0) ein (injektiver) Ringhomomorphismus A — @ ist;
wir identifizieren von nun an jedes x € A mit seinem Bild in Q.

Andererseits zeigt (4), dak jedes u = (u,0) mit v € K zum Zentrum von @ gehért, da
7 = w. Daher ist @ eine K—Algebra. Wir nennen K —Algebren, die zu einem Q (a,b|K)
isomorph sind, verallgemeinerte Quaternionenalgebren iiber K. Sind a,b € K*, so lassen
wir das Wort ,,verallgemeinert* weg und sprechen von einer Quaternionenalgebra tiber K.

Fiir jedes u € K ist die Skalarmultiplikation mit « durch u (z,y) = (uz,uy) gegeben.
Es folgt, dafs dimg @ = 4; die Elemente

1=(1,0), i = (i,0), j:=(0,1), k= (0,7)

bilden eine Basis von @ iiber K. Die Produkte der drei Basiselemente ungleich 1 mit
einander sind durch
i?=al, 2=01, k= —abl (5)

und
ij=—ji=k, jk = —kj = —bi, ki=—ik=—aj (6)

gegeben.

Im Spezialfall K = R und @ = b = —1 nennt man @ = Q (—1,—1|R) den Schiefkor-
per H der Hamiltonschen Quaternionen. (Wir werden in 1.7 sehen, dafl H in der Tat ein
Schiefkorper ist.)

Natiirlich konnen wir die Konstruktion oben auch in Charakteristik 2 ausfiihren. In
diesem Fall ist die Abbildung in (1) die Identitdt, und die Multiplikation in (3) wird kom-
mutativ. Man erhélt daher in Charakteristik 2 mit dieser Methode keine Analoga zu den
Hamiltonschen Quaternionen in Charakteristik 2, und deshalb betrachten wir hier nur den
Fall char K # 2.
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Satz 1.2. Sei R eine vierdimensionale Algebra iber K mit einer Basis eg,e1,ea, €3,
so daf$ eg =1 und e% = aey und e% =bey und ejeag = —ege; = ez mit a,b € K.
Dann gibt es einen Isomorphismus

Q(a,b|K) =R
von K -Algebren mit 1+ eq, i+ ey, jr ex und k — e3.
Beweis: Mit Hilfe der Assoziativitdt der Multiplikation in R zeigt man leicht, daf
€% = —abeg, ege3 = —ezep = —bey, eze; = —eje3 = —aey.
Zum Beispiel ist
ezes = ea(erez) = (eze1)ea = —(ejen)es = —ejel = —bey.

Setze fo=1, f1 =1, fo =7 und f3 = k. Es gibt einen Isomorphismus ¢ : Q (a,b| K) — R
von K —Vektorrdumen mit ¢(f,) = e, fiir alle r. Ein Vergleich der Multiplikationsformeln

hier mit denen in 1.1 zeigt, dab ¥(f.)¥(fs) = ¥(f-fs) fiir alle r und s. Dann folgt fiir
beliebige © =3, @ fr und y =Y,y fs mit allen z, und y, in K, daR

P (xy) = 9 (an xrysfrfs) = Zr,s TrYs P (frfs)
= Zr,s zeys ¥ (fe)(fs) = Qo2 (fr)) Qs yst (fs))
= ¢ (x)¢ )
Also ist ¥ ein Isomorphismus von K —Algebren. |

Satz 1.3. Seien a,b€ K.

(a) Gilt (a,b) #(0,0), so ist K = K1 das Zentrum von Q (a,b| K).

(b) Gilt a,b# 0, so sind (0) und die Algebra selbst die einzigen (zweiseitigen) Ideale
von Q (a,b| K).

Beweis: (a) Fiir zwei Elemente z,y € Q (a,b| K) setzen wir [z,y] := 2y — yz. Ist « von
der Form x = w9l + 219 + z2j + x3k mit allen z, € K, so gilt unter Verwendung der
Beziehungen 1.1(5)—(6),

[i,] = wxgi+ 214% + x0ij + 230k — 20 — 21492 — 12ji — x3ki
2x9k + 2x30]
lj, 2] = woj + x1ji + 2252 + 235k — 20j — 210j — 20§ — W3k
= —2x1k — 2x3bi
[k,2] = xok +x1ki+ xokj + x3k? — ok — x1ik — 205k — x3k?

= —2az1j + 2bxai.

Wir haben schon in 1.1 bemerkt, daff K zum Zentrum von Q (a,b| K) gehort. Ist umgekehrt
z € Z(Q(a,b| K)), so gilt [i,z] = [j,z] = [k,z] = 0, also #1 = z2 = 0 und wegen
(a,b) # (0,0) auch z3 = 0. (Es sei daran erinnert, daf char K # 2.) Damit ist = von der
Form z = z¢l € K1. Dies beweist K = Z(Q (a,b| K)), also (a).
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(b) Aus der Voraussetzung a,b # 0 folgt mit einem Blick auf 1.1(5), daR 4, j und &
Einheiten in @ (a,b| K) sind.

Sei I ein zweiseitiges Ideal in Q (a,b|K) und sei # € I, x # 0. Dann sind auch die
folgenden Elemente in I:

Uil 2] = 15, (2z30)j + 2e2)k] = (—4w2b)i
k,[4,z]] = [k, (—2x3b)i+ (—2z1)k] = (4dxsad)j
[i, [k, z]) = [i,(2bz2)i + (—2ax1)j] = (—4z10)k.

Ist einer der Koeffizienten 1, xs,z3 von x ungleich Null, so enthélt I also eine Einheit.
Sind x1 = 29 = 23 =0, so ist x = xg € K* eine Einheit in I, da z # 0. Es folgt jeweils
I=Q(a,b|K). |

Satz 1.4. Sei Q = Q(a,b|K) mit a,b € K*. Dann ist Q eine Divisionsalgebra
oder isomorph zur Matrizenalgebra My (K).

Beweis: Ist  keine Divisionsalgebra, so existiert in ) ein Element = # 0, das kein Inverses
hat. Dann ist das Linksideal I := Qz ungleich @ und ungleich (0). Nun ist I auch ein
Vektorraum iiber K, also gibt es fiir die Dimension die Méglichkeiten dimg I = 1,2 oder 3.

Gilt dimg I =1, so gilt I = K x. Wegen der Idealeigenschaft existiert fiir alle d € @
ein Skalar Ay € K mit dx = Agz. Die Zuordnung d —— Ay ist ein Homomorphismus
A:Q — K von K—Algebren. Dieser ist wegen A\; = 1 surjektiv. Der Kern von \ ist ein
(zweiseitiges) Ideal in @ der Dimension 3. Dies existiert jedoch nach 1.3 nicht.

Um den Fall dimg I = 3 auszuschliefen, argumentiert man analog. Gilt dimg I = 3,
so betrachte man den eindimensionalen Vektorraum @Q/I, versehen mit der natiirlichen
Operation von @ von links.

Ist dimg I = 2, so wihle man eine K-Basis v1,v2 von I. Fiir jedes ¢ € @ ist die
Linksmultiplikation mit ¢ eine K -lineare Abbildung I — I. Man bezeichne mit u(q) die
Matrix dieser linearen Abbildung beziiglich der Basis vy,ve. Dann ist p : Q — My (K)
ein Homomorphismus von K —Algebren. Offenbar gilt u(1) = I, die Einheitsmatrix, und
ker 1 ist ein (zweiseitiges) Ideal von Q. Aus Satz 1.3.b folgt ker u = (0), also ist p injektiv.
Da dimg Q = 4 = dimg Mo (K) gilt, ist ¢ notwendig ein Isomorphismus.

(Alternativ kann man mit der allgemeinen Theorie von Kapitel VIII argumentieren. Aus
Satz 1.3 und VIII1.4.4(3) folgt, dak es eine ganze Zahl r > 0 und eine Divisionsalgebra D
iiber K mit Q = M, (D) gibt. Aus 4 = dimg @ = r? dimg D folgt dann entweder r = 2
und D = K, also Q@ = My(K), oder r =1 und Q = D, also @ eine Divisionsalgebra.)

|

1.5. Einem Quaternion x = gl + x1i + z2j + x3k in der Quaternionenalgebra Q (a,b| K)
ordnet man sein konjugiertes Quaternion

T :=x9l — 211 — x9) — a3k (1)
zu. Fiir je zwel Elemente z,y € Q (a,b| K) gilt
r+y=T+7y und T y=7-T. (2)

Die erste Identitat ist offensichtlich. Die zweite priift man zuerst auf den Basiselementen
nach; zum Beispiel ist 7- j = k = —k = ji = j -4i. Dann folgt es fiir beliebige Elemente mit
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Hilfe der Distributiv- und Assoziativgesetze. Alternativ bemerkt man, daf (z,y) = (Z, —y)
in der Notation von 1.1(3); dann folgt die Behauptung in (2) durch einfaches Nachrechnen.
Offensichtlich gilt T = z fiir alle x € Q (a,b| K); es folgt, daRk zT mit seinem Konjugierten
ibereinstimmt. Man erhélt genauer

T-T=T x= (22— ar} —brl+ abzl) - 1. (3)

Also kann 27T als Element von K — @ (a,b| K) aufgefaft werden.
Definition. Die Normabbildung einer Quaternionenalgebra @ (a,b| K) ist die Abbildung

N:Q(a,b|K) — K, z+— N(z):=2T
Sie hat die Eigenschaft N(zy) = N(z)N(y) fir alle z,y € Q (a,b| K).

Satz 1.6. Die Quaternionenalgebra Q (a,b| K) ist genau dann eine Divisionsalgebra
iber K, wenn gilt: Ist x € Q (a,b| K), © #0, so ist N(z) #0.
Beweis: Ist N(z) = 2% = 0 fiir irgendein z € Q (a,b| K), = # 0, so ist « Nullteiler, also
Q (a,b| K) keine Divisionsalgebra. Gilt andererseits N(z) # 0 fiir jedes = # 0, dann hat
r das inverse Element x~! = ZN(z)!. [

Beispiele 1.7. (1) Die Hamiltonschen Quaternionen H = @ (—1,—1|R) bilden nach 1.6
eine Divisionsalgebra.

(2) Die Normabbildung der Quaternionenalgebra @ (1,b| K) hat die Form z — N(z) =
23 — 2% — ba3 + bad; also ist Q (1,b] K) zur Matrizenalgebra Ms(K) isomorph. Die Zuord-

nung
L (10 (10 A S A
o1)" 0o -1 )7 b o) b0 )

wobei 1,4, j,k eine Basis von @ (1,b|K) wie in 1.1 ist, liefert einen solchen Algebren-
isomorphismus.

Satz 1.8. Seien a,b € K*. Dann hat man Algebrenisomorphismen
(a) Q(a,b|K) = Q(ba|K) = Q(a,—ab|K),
(b) Q(a,b|K) =2 Q (ar?, bu? | K) fiir alle M\, p € K*.

Beweis: (a) Sei 1,i1,71, k1 eine Basis von Q (b,a|K) wie in 1.1, also mit i2 = b, j? = a,
11j1 = —J191 = k1. Dann wenden wir Satz 1.2 auf die Basis eg =1, ey = j1, ea =41, €3 =
—k1 an und erhalten einen Algebrenisomorphismus zwischen Q (a,b| K) und Q (b,a| K).
Sei 1,49, j2, ko eine Basis von Q (a, —ab| K) wie in 1.1 mit i3 = a, j2 = —ab, igjo =
—joiia = ky. Dann wenden wir Satz 1.2 auf die Basis eg = 1, e; =13, €3 = a~ 'ko, e3 = jo
an und erhalten einen Algebrenisomorphismus zwischen @ (a,b|K) und Q (a, —ab| K).
(b) Sei 1,40, jo, ko eine Basis von @ (aA?,bu?| K) wie in 1.1 mit i3 = a)?, 52 = bu?,40jo =
—joio = ko. Dann wenden wir Satz 1.2 auf die Basis eg = 1, e; = A lig, ex = ™ jo,
e3 = A1 lko an und erhalten einen Algebrenisomorphismus zwischen Q (a,b|K) und
Q (aX2,bi? | K). .
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Satz 1.9. Sei Q = Q(a,b|K) mit a,b € K* eine Quaternionenalgebra iber dem
Kérper K mit char K # 2. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i)  Die Algebra Q ist keine Divisionsalgebra, d.h., es gilt Q = My(K).
(il) Es gibt ein x € Q, x # 0, mit N(z) =0.
(iii) Es gibt ein Element q im Erweiterungskérper L = K(v/b) mit a = nr/i(q)-
(iv) Die Gleichung aY 4+ bY3 — Y2 = 0 besitzt eine nichttriviale Losung iiber K .
Beweis: Die Aquivalenz (i) <= (ii) ist Satz 1.6.
(ii) = (ii)) Ist b ein Quadrat in K, so folgen L = K und a = np/k(a), also die
Behauptung.
Sei also b kein Quadrat in K. Sei = zg + x1i + x2j + 23k € Q, © # 0 mit N(z) =0;
es gilt also l’% — ax% — ba?% + abx§ = 0. Setze v = ¢ + IQ\/B und w =z + 273\/5. Unsere
Annahme impliziert die Identitét

npk(v) = af — by = a (2] — bag) = anp )k (w).

Aus z # 0 folgt v # 0 oder w # 0. Wire w = 0, so erhielten wir np,x(w) =0 und dann
nr/k(v) = 0; dies implizierte v = 0, da np g (L*) C K*, vgl. VL6.1. Dies ist unmoglich;

also folgt w # 0, und q := vw™! erfiillt nrk(q) = nL/K(v)nL/K(w)_l =a.

(i) = (iv) Sei ¢ =q1+¢2Vb € L = K(vb) mit ny/x(q) = a. Es gilt also a = ¢ — bq3.
Damit ist (1,q2,q1) eine nichttriviale Losung der Gleichung aY + bY$ — Y2 = 0.
(iv) = (i) Ist a ein Quadrat in K, so gilt nach Satz 1.8.b und Beispiel 1.7(2), daf

Q(a,b|K) = Q(1,0| K) = My(K).

Mit Satz 1.8.a sieht man nun auch, daff @ (a,b| K) = Ms(K), wenn b oder wenn —ab ein
Quadrat in K ist.

Sei nun (y1,y2,y3) € K3 eine nichtriviale Losung der Gleichung. Ist y; = 0, so gilt
by3 = y3; aus (y2,y3) # (0,0) folgt yo # 0 # y3. Damit ist b = (y3/y2)? ein Quadrat in K,
und es gilt Q = My(K).

Analog impliziert yo = 0, da a = (y3/y1)? ein Quadrat in K ist, und y3 = 0 impliziert,
daB —ab = (y2b/y1)? ein Quadrat in K ist. In beiden Fillen folgt Q = My(K).

Wir kénnen also annehmen, daf ys # 0 fiir alle s. Dann sind auch z := y;/ys # 0 und
y:=1y2/ysz # 0; es gilt ax? +by? = 1. Setze ep := 1 und ey := xi +yj und ey := k sowie
es = ereg = (xi +yj)k = axj+ (—by)i (wegen ik = aj und jk = —bi). Ist a # —b, so
ist eg kein skalares Vielfaches von e;, und die Elemente eg, €1, €2, e3 bilden eine Basis von

Q=Q(a,b|K). Es gilt
ef = (wi+ yj)(wi + yj) = ax® + by® + (ij + ji)ry = 1
e% =k = —ab, e3 = ejeg = —ege.

Nun liefern Satz 1.2 und Beispiel 1.7(2) Isomorphismen von Algebren
Q (@b K) = Q (1, —ab| K) = My(K).

Gilt jedoch a = —b, so hat die Gleichung in (iv) die Losung (1,1,0), und wir kénnen wie
weiter oben argumentieren. ]
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Satz 1.10. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Ist D eine endlich di-
mensionale Divisionsalgebra iber K, so ist D = K .

Beweis: Ist x € D, & # 0, so ist die Menge der Elemente 1,z,22,..., 2" mit k = dimg D
linear abhéngig tiber K. Dann existiert ein normiertes Polynom f € K[X] mit minimalem
Grad, so dafs  Nullstelle von f ist. Weil der Grad von f minimal ist und weil D keine
Nullteiler besitzt, ist f irreduzibel iiber K. Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat f die
Form f = X — a fiir irgendein a € K. Aus f(z) = 0 folgt © = a, also gilt D = K.
(Alternativ kann man diesen Satz aus Satz VIIL.4.7 ableiten.) |

Satz 1.11. (Frobenius) FEine endlich dimensionale Divisionsalgebra tiber R ist iso-
morph zu R, zu C oder zu der Algebra H der Hamiltonschen Quaternionen.

Beweis: Sei D eine endlich dimensionale Divisionsalgebra {iber R. Falls D kommutativ
ist, so ist D/R eine endliche Korpererweiterung. Nach Satz V.3.9 lifst sich D dann in den
algebraischen Abschluff C von R einbetten. Aus [C : R] = 2 folgt nun D = R oder D = C.

Sei nun D nicht kommutativ. Das Zentrum Z(D) ist eine kommutative endlich dimen-
sionale Divisionsalgebra iiber R, also zu R oder zu C isomorph. Weil D nach 1.10 keine
Divisionsalgebra iiber C sein kann, folgt Z(D) = R.

Fiir jedes € D gibt es wie beim Beweis von Satz 1.10 ein irreduzibles Polynom f, €
R[X] mit fp(x) =0.Ist 2 ¢ R = Z(D), so gilt grad f, = 2, und R[z] := >, ~oRa™ ist zu
R[X]/(f.) = C isomorph. Es gibt dann e; € R[z] mit e? = —1 und R[z] = R&Re; = Rley].

Wir wihlen solch ein Paar (z,e;) fest. Betrachte die (R—lineare) Abbildung v : D — D
mit v(z) = ey zey ! fiir alle z € D. Es gilt 42(2) = €3 ze;2 = (=1) 2 (=1) = z fiir alle z,
also 42 =Idp. Daher ist D = Dt @ D~ die direkte Summe der Eigenrdume DT und D~
von vy zu den Eigenwerten +1 und —1.

Es gilt v(yz) = v(y)7(z) fiir alle 2 € D. Daraus folgt, daR D™ eine Divisionsunteralge-
bra von D ist. Offensichtlich gilt R[e;] = R®Re; € DT. Weil jedes Element in DT mit e;
und allen Elementen in R kommutiert, gilt sogar Rle;] C Z(D*). Wegen Rle;] = C folgt
nun nach Satz 1.10, daf Dt = Rleq].

Weil DF kommutativ ist, aber D nicht, folgt D~ # 0. Wihle e € D™, es # 0. Aus
Y(yz) = v(y)y(2) folgt nun, dak D~ = DTey. Daher hat D = D" & D~ die Dimension 4;
die Elemente eg := 1, €1, e2, e3 := ejes bilden eine Basis von D. Wegen ey € D™, also
wegen e eg 61_1 = —eg, gilt ese; = —eqeq.

Aus y(yz) = y(y)y(z) folgt auch, dak v(e3) = y(e2)? = (—ea)? = €2, also, dak €3 €
D% = RJe1]. Andererseits gilt €3 € Res], also €2 € Rle1]NR[ea]. Nun ist Rle;]NR[es] = R,
denn sonst wire aus Dimensionsgrunden Rle;] N R[e2] = Rle;] und damit e; € Rles]; das
ist aber unmoglich, da Res] kommutativ ist und e; nicht mit ez kommutiert.

Es folgt, dak €3 € R. Daber gibt es b € R mit e2 = b. Nun impliziert Satz 1.2,
daf D = Q(-1,b|R). Mit Satz 1.8.b folgt daraus D = Q(—1,—1|R) = H oder D &
Q(—=1,+1|R) = My(R), vgl. 1.7(2). Da M(R) keine Divisionsalgebra ist, bleibt nur die
Moglichkeit D = H iibrig. |

§ 2 Tensorprodukte von Algebren

In § VIL.10 haben wir das Tensorprodukt von Moduln {iber einem kommutativen Ring A
betrachtet. Wendet man diese Konstruktion auf A—Algebren an, so ist das Tensorprodukt
in natiirlicher Weise wieder eine A—Algebra:
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Satz 2.1. Seien A ein kommutativer Ring und R, S zwei A—Algebren. Dann gibt es
auf R®4 S genau eine Multiplikation, die R ®4 S zu einer A-Algebra macht und
so daf}

(z®u)(y®v) =2y w 8
fiir alle x,y € R und u,v € S gilt.

Beweis: Fiir alle y € R (und fiir alle v € S) ist die Abbildung r, : R — R,z +— zy (bzw.
ry + S — S,u — wv) A-linear. Nach Lemma VII.10.5 gibt es deshalb eine A-lineare
Abbildung

Tyo) - BR®AS — R®4 S mit 2@ ur— zy@uv

fiir alle x € R und v € S. Man rechnet nun leicht fiir alle m € R ® 4 S nach, daf die
Abbildung

by RXS— R®aS8 mit (y,v) — 7y, (m)
bilinear ist. Also gibt es eine lineare Abbildung ¢, : R®4 S — R®4 S mit y @ v —
T(yw)(m). Nun definiert man die Multiplikation auf R ®4 S durch

m-m' = Ly (m').
Dann gilt offensichtlich (1), und die Algebra—Axiome sind leicht zu iiberpriifen. [ ]

2.2. Man nennt R ®4 S mit der oben beschriebenen Algebra—Struktur das Tensorpro-
dukt der A-Algebren R und S. Dieses Objekt hat die folgende universelle Eigenschaft:
Fiir jede A-Algebra T und fiir alle Homomorphismen f: R — T und g : S — T von
A-Algebren mit f(z)g(u) = g(u)f(z) fir alle x € R,u € S gibt es genau einen Homomor-
phismus ¢ : R®4S — T von A—Algebren mit p(z@u) = f(z)g(u) fir alle x € R,u € S.
(Die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts zweier Moduln gibt die Existenz und Ein-
deutigkeit von ¢ als A-lineare Abbildung. Es ist dann leicht nachzurechnen, daff ¢ mit
der Multiplikation vertréglich ist.)

Fiir jede A-Algebra R haben wir Isomorphismen von A-Algebren R —» R®4 A und
R = A®y R gegeben durch z — 2 ® 1 bzw. z +— 1 ® x. (Wir haben in VII.10.4
gesehen, dak wir hier Modulisomorphismen haben. Man sieht leicht, dafs die Abbildungen
multiplikativ sind.)

Allgemein sind fiir alle A-Algebren R,S die Abbildungen R — R®4 S,z +— z ® 1
und S+— R®4 S,u — 1 ® u Homomorphismen von A-—Algebren.

Die Abbildungen R®4.5 — S®4 R mit 2Q@u+— u®z und RRA(S®4T) — (R®4
S)®AT mit 2@ (u®t) — (z@u)®t) fir drei A-Algebren R,S,T sind Isomorphismen
von A-Algebren. (Frither hatten wir entsprechende Aussagen fiir Moduln.)

Beispiele 2.3. Wir bezeichnen fiir alle n > 0 mit M, (R) den Ring aller (n x n)-Matrizen
iiber R (fiir einen beliebigen Ring R). Wir bezeichnen mit E;; (fir 1 < 4,5 < n) die Matrix
in M,,(R), bei der 1 an der Stelle (4, j) steht, wihrend alle anderen Eintrége gleich 0 sind.
Es ist dann M, (R) ein freier R-Modul vom Rang n? mit Basis (Eij)i<ij<n- Es gilt
EijEkg = jkEié fir alle i,j, k‘,l

(1) Wir haben nun fiir alle A—Algebren R und alle n einen Isomorphismus

R®a M,(A) =5 M,(R). (%)
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Weil die Ej; eine Basis von My(A) tiber A bilden, gilt ndmlich (vgl. Lemma VII.10.6)

R®a M, (A) = P R®a AE;.
&
Daher laft sich jedes Element in R ® 4 My(A) eindeutig in der Form E” i @ B mit
allen z;; € R schreiben. Man bildet Z” 2y ® Eij in () auf ZZ j z;;E;; ab, wobei nun
die E;; als Elemente von M, (R) aufgefafit werden. Diese Abbildung ist offensichtlich ein
Isomorphismus von A-Moduln; man rechnet leicht nach, daf sie mit der Multiplikation
vertréglich ist.

(2) Als weiteres Beispiel wollen wir uns fiir alle r,s € N, > 1 {iberlegen, daf
M (A) @4 My(A) = M,s(A).

Die linke Seite hier ist frei als A-Modul; als Basis nehmen wir alle E;; ® Eyy mit 1 <4, <r
und 1 < k,¢ < s. (Hier ist also Ej; eine (r x r)-Matrix und Ej, eine (s x s)-Matrix.)
Bilden wir jedes Basiselement E;; ® Eype auf Eiy, 1) j4r@—1) € Mys(A) ab, so erhalten
wir einen Isomorphismus von A—Moduln; man rechnet dann leicht nach, daf er mit der
Multiplikation vertraglich ist.

(Alternativ kann man so vorgehen: Man identifiziere M, (A) mit Enda(A") und M;(A)
mit End4(A®). Mit Hilfe von Lemma VII.10.5 erhalten wir einen Homomorphismus von
A-Algebren End4(A") @4 End(A®%) — Enda(A” ® A%). Mit Hilfe von Basen rechnet
man nach, daf diese Abbildung bijektiv ist. Nun identifiziert man A" ® A® mit A™ und
Enda (A" @ A%) 2 Ends (A7) = M,5(A).)

2.4. Sei B eine kommutative A—Algebra. Fiir jede A—Algebra R ist das Bild des Homo-
morphismus B — R®4 B mit b — 1 ®b (vgl. 2.2) im Zentrum von R ®4 B enthalten,
denn es gilt

(1)) (u®v)=u® () =u® (vb) = (ut®v)(l®b)

fiir alle v € R und b,v € B. Daher kénnen wir R ®4 B als B—Algebra auffassen,
vgl. VIII.4.2. Man nennt R ® 4 B die B-Algebra, die man aus R durch Erweiterung der
Skalare von A nach B erhélt.

Jede B-Algebra S ist in natiirlicher Weise auch eine A-Algebra: Sind tg : B — Z(5)
und tp : A — B = Z(B) die Ringhomomorphismen, welche die Strukturen als Algebren
definieren, so wird S durch tgoitp: A — Z(S) zu einer A-Algebra.

Fiir jede A-Algebra R ist eg: R - R®4 B mit z — 2 ® 1 nun ein Homomorphismus
von A-Algebren. Wir behaupten nun, daf fiir jede B-Algebra S die Abbildung

Homealg(R ®A 87 S) - HomAfalg(Rv S), P YOoER (1)

bijektiv ist. (Man nennt dies die universelle Eigenschaft der B—Algebra R ®4 B.) Dazu
zeigt man, da es zu jedem Homomorphismus ¢ : R — S von A-Algebren einen Homo-
morphismus ¢ : R®4 B — S von B-Algebren mit ¢(z ® b) = ¢(z)ts(b) gibt. (Man
benutze die universelle Eigenschaft in 2.2.) Nun sind ¢ +— ¢ und (1) zueinander inverse
Abbildungen.

Sind R; und Ry zwei A—Algebren, so gibt es einen Isomorphismus von B—Algebren

(R1®4 R2) @4 B — (R1 ®4 B) ®p (Ry ®4 B) (2)
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der jedes (z1®@x2)®b mit &1 € Ry, x2 € Ry und b € B auf (1®1)® (x2®b) abbildet. Die
inverse Abbildung schickt jedes (21®b1)®@(x2®by) mit 21 € Ry, 22 € Ry und by, by € B auf
(z1®x2)®b1by. Man konstruiert beide Abbildungen mit Hilfe der universellen Eigenschaften
(derjenigen oben und mit der in 2.2) sowie mit Hilfe von Abbildungen der Form z — z®1
und z — 1®x.

Bemerkung 2.5. Jeder Ring R ist in natiirlicher Weise eine Z—Algebra. Wir kénnen also
R ®z Z][X] bilden, wobei Z[X] der Polynomring tiber Z in der Unbestimmten X ist. Man
sieht leicht, daf wir einen Isomorphismus R ®z Z[X] — R[X] haben, der jedes a @ X?
mit @ € R und i € N auf aX’ abbildet.

Die Schiefpolynomringe von Abschnitt C zeigen, daf man auf dem Z-Modul R ®zZ[X]
sinnvoll andere Multiplikationen einfithren kann, nicht nur die {ibliche als Tensorprodukt
von Algebren.

Entsprechendes gilt auch in anderen Situationen. Betrachten wir zum Beispiel eine Grup-
pe G und die Gruppenalgebra A[G] wie in § VIIL5. Sei R eine weitere A—Algebra. Nehmen
wir an, daf G auf R durch A-Algebrenautomorphismen operiert. (Wir haben also fiir alle
g € G einen A—Algebrenautomorphismus  — g-z von R, und es gilt g1-(g2 ) = (g192)-x
fiir alle g1,92 € G und z € R.) Dann kann man auf R ® 4 A[G] eine Multiplikation defi-
nieren, so daf stets

(1@ g1) (72 ® g2) = (21(91 - 22)) ® (9192)

gilt. Man nennt dann R ®4 A(G) eine Schiefgruppenalgebra von G iiber R.

Im Grunde sind die Schiefpolynomringe vom Typ R,[X] leicht verallgemeinerte Beispiele
fiir diese Konstruktion. Man betrachtet nun Z[X] als ,Halbgruppenalgebra® von (N,+)
iiber Z und laft den Erzeuger 1 € N durch den Endomorphismus ¢ auf R wirken.

§ 3 Zentrale Algebren
Es sei K in diesem Abschnitt ein festgewahlter Korper. Wir schreiben stets ® statt Qg .

Zur Erinnerung: Eine K —Algebra ist ,dasselbe* wie ein Ring R mit einem Ringho-
momorphismus von K in das Zentrum Z(R) von R. Wenn wir den Fall des Nullrings
ausschlieffen, so ist dieser Homomorphismus injektiv, und wir identifizieren K mit seinem
Bild in Z(R) C R.

Definition 3.1. Eine zentrale K -Algebra ist eine K—Algebra R # 0, deren Zentrum
gleich K ist.

Zum Beispiel sind die Matrizenringe M, (K) zentrale K—Algebren, siehe Lemma VIII.1.14.
Andere Beispiele sind die verallgemeinerten Quaternionenalgebren Q(a,b|K) von 1.1 mit

(a,b) # (0,0), siehe 1.3.

Satz 3.2. Sind R und S zentrale K —Algebren, so ist RQS eine zentrale K —Algebra.

Dies folgt aus einem genaueren Lemma 3.3. Dabei setzen wir fiir jede Teilmenge M eines
Ringes R
Zr(M)={a€ R|azx ==za firalle x € M}.

Dies ist ein Teilring von R (eine Unteralgebra von R, wenn R eine K —Algebra ist), der
Zentralisator von M genannt wird. Ist R ein Divisionsring, so ist auch Zg(M) ein Divisi-

onsring, denn aus az = za und a # 0 folgt za™! = a 2.
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Lemma 3.3. Seien R und S zwei K —Algebren.
(a) Flir alle Unteralgebren M C R und N C S gilt

Zres(M ® N) = Zr(M) @ Zs(N).

(b) Esgilt Z(R® S) = Z(R) ® Z(S).

Beweis: Da wir hier {iber einem Korper arbeiten, ist M ein direkter Summand als Vek-
torraum von R; ebenso ist N einer von S. Daher sind M ® N und Zr(M) ® Zg(N)
Unterrdume von R ® S; insbesondere macht die linke Seite in (a) Sinn.

Nach Konstruktion der Multiplikation in R ® S ist in (a) die Inklusion ,, D* klar. Be-
trachten wir also ein Element z € Zpgs(M ® N); wir schreiben z = 21:1 r; ®u; mit allen
z; € R und u; € S. Wir kénnen annehmen, dafs » minimal gewéahlt ist, so daf solch eine
Darstellung von z existiert. Dann sind x4, 3, ..., 2, linear unabhingig. (Sonst konnte ein
x; als Linearkombination der anderen geschrieben werden; das fiihrte zu einer Darstellung
von z als Summe von r — 1 Termen der Form 2/, ® u/;.) Nun gilt fiir alle v € N, daR
1®veM®N,also z2(1®v) — (1®v)z=0, d.h.

-
Zmi ® (ujv —vu;) = 0.
i=1

Aus der linearen Unabhéngigkeit der x; folgt w;v = vu; fiir alle i. Da v € N beliebig war,
erhalten wir u; € Zg(N). Ebenso zeigt man z; € Zr(M); also folgt z € Zr(M) @ Zg(N)
wie behauptet.

Nun folgt (b), wenn man M = R und N = S nimmt. [

Aus dem Lemma folgt aufser Satz 3.2 auch noch:

Satz 3.4. Seien R eine zentrale K -Algebra und L D K ein Erweiterungskorper.
Dann ist R® L eine zentrale L—-Algebra.

§ 4 Einfache Algebren

Seien weiterhin K ein Korper und ® = Q.
Definition 4.1. Eine K-Algebra R heift einfach, wenn R und (0) die einzigen (zwei-
seitigen) Ideale von R sind und R # (0) ist.

Beispiele sind Divisionsalgebren und, allgemeiner, Matrizenringe iiber Divisionsalgebren,
sieche VIII.2.11.

Ist R eine K —Algebra, so ist offensichtlich auch R°P ein K —Algebra. Damit hat auch
R ® R°P eine natiirliche Struktur als K —Algebra. Nun kénnen wir R zu einem R ® R°P—
Modul machen, so dafs
(T1 @ x2)y =21 Y T2

fir alle 1,22,y € R gilt. (Fir alle z,u € R sind £, : R — R mit y — zy und 7y :
R — R mit y — yu Endomorphismen von R als Vektorraum iiber K mit 7,0, = €,r,
fir alle z,u € R. Die Abbildung x +—— ¢, ist ein Ringhomomorphismus R — Endg(R),
die Abbildung u — r, ein Ringhomomorphismus R°? — Endg(R). Also gibt es einen
Ringhomomorphismus R® R°®? — Endg (R), der jedes z®u auf £, or, = 1,0, abbildet.
Dadurch wird R zu einem R ® R°P-Modul.)
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Es ist nun klar, daf fiir diese Struktur die Untermoduln gerade die zweiseitigen Ideale
von R sind. Also ist eine K —Algebra R genau dann eine einfache K —Algebra, wenn sie als
R ® R°P-Modul einfach ist.

4.2. Ist S eine Unteralgebra von R, so kénnen wir die Operation von R ® R°P auf
die Unteralgebren S ® R°?, R ® S°P und S ® S°P einschrénken. Wir haben dann einen
Isomorphismus:
Endggror (R) — Zg(S).
Diese Abbildung ist durch ¢ — ¢(1) gegeben. In der Tat, wir haben fiir alle € R, daf
p(z) = p(lz) = p(1)z, also ist @ = Ly(1y. Weiter gilt nun p(L)u = ¢(u) = p(ul) = up(1)
fur alle u € S, also ¢(1) € Zr(S). Umgekehrt ist £, fir alle z € Zg(S) sicher S ® R°P—
linear.
Ebenso erhélt man Isomorphismen

EndR®SOP(R) = ZR(S)OP und EndR®Rop (R) = Z(R)
Die Abbildung ¢ —— (1) gibt ebenfalls einen Isomorphismus von Vektorraumen
Homggger (S, R) — Zr(9).

Die Umkehrabbildung ordnet jedem z € Zg(S) die Abbildung S — R,u — zu = uz
zu.

Lemma 4.3. Seien R eine K —-Algebra und S C R eine Unteralgebra. Ist S eine
zentrale und einfache K —Algebra, so ist die Abbildung Zr(S)®S — R,zQ@u — xu
injektiv.
Beweis: Wir setzen A = S ® S°P. Dann ist S nach Voraussetzung ein einfacher A-Modul
mit End4(S) = K. Die Abbildung im Lemma identifiziert sich nach den Bemerkungen
oben mit
Homu(S,R)® S — R, » R ur— p(u).

Sei M die Summe aller zu S isomorphen Untermoduln von R. Fiir alle ¢ € Hom (S, R),
@ # 0 ist p(S) zu S isomorph (wegen der Einfachheit von ), also ¢(S) C M. Daher ist
Hom 4 (S, R) = Hom 4(S, M) und die Abbildung oben kann mit

Homu(S,M)®S — M — R

identifiziert werden.

Nun ist M als Summe einfacher A-Moduln halbeinfach; es gibt eine direkte Summen-
zerlegung M = @, E;, wobei jedes E; ein zu S isomorpher Untermodul von M ist. Sei
@i : S — E; ein Isomorphismus. Dann gilt Hom4 (S, E;) = K ;. Es folgt

Hom (S, M) = Homa(S, € E:) = @) Hom (S, Ey).
i€l i€l
Dabher sind die (¢;)icr eine Basis von Hom 4 (S, M) tiber K. Nun ist
Homa(S,M)® S =P ei®s — PE =M
el i€l

ein Isomorphismus, weil jedes ¢; ® S unter ; ® u — @;(u) isomorph auf E; abgebildet
wird. |
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Satz 4.4. Es seien R und S zwei K —Algebren. Ist S zentral und einfach iber K, so
st die Abbildung I — I ® S eine Bijektion von der Menge der zweiseitigen Ideale
in R auf die Menge der zweiseitigen Ideale in R ® S. Die Umkehrabbildung ordnet
jedem Ideal J C R® S das Ideal {a € R|a®1 € J} in R zu.

Beweis: Weil wir iiber einem Korper arbeiten, ist die Abbildung [ —— I®S sicher injektiv.
Sie ordnet zweiseitigen Idealen wieder zweiseitige Ideale zu. Wir miissen zeigen, daf diese
Abbildung surjektiv ist.

Sei J C R® S ein zweiseitiges Ideal. Wir setzen I = {a € R| a®1 € J}. Dies ist sicher
ein zweiseitiges Ideal in R. Offensichtlich gilt 7 ®.S C J; kénnen wir hier Gleichheit zeigen,
so folgt der Satz.

Fir J = R® S gilt I = R, und die Behauptung ist trivial. Nehmen wir nun an; dafs
J#R®S.

Wir setzen Ry = (R®S)/J und bezeichnen die kanonische Abbildung mit 7 : R® .S —
R;y. Sei S1 = m(K ®5S). Der Kern der Einschrankung von 7 auf K ® S ist ein zweiseitiges
Ideal # K ® S (wegen m(1® 1) #0); da K ® S = S einfach ist, muf dieser Kern gleich
Null sein. Also ist u — 7(1 ® u) ein Isomorphismus S —~ S;, und S; ist zentral und
einfach iiber K.

Nun ist 7(R® K) sicher im Zentralisator von S; = 7(K ®S) in R; enthalten, da RQ K
und K ® S in R® S kommutieren. Daher sagt Lemma 4.3, daf die Abbildung

T(R®K)®S; — R, Z2Q U 2V

injektiv ist.

Nach Definition ist /® K der Kern der Restriktion von 7 auf R® K. Daher ist x+1 —
(z+1)®1 ein Isomorphismus R/I® K — 7(R® K). Zusammen mit dem Isomorphismus
S 5 S; konnen wir nun die Abbildung oben umschreiben und erhalten eine injektive
Abbildung

m:R/I®S — Ry, (z+1)@ur— m(z @ u).

Weil wir iiber einem Koérper arbeiten, hat die Abbildung
m:R®S — (R/I)® S, zQur— (z+1)Qu
den Kern I ® S. Nun ist offensichtlich m = 71 o 5. Die Injektivitdt von m impliziert nun
J=kermr=kermy=1®AS5,
wie behauptet. |
Ist im Satz auch R einfach, so folgt, daft auch R ® S einfach ist. Ferner ist das Zentrum
Z(R® S) nach Lemma 3.3 zu Z(R) ® Z(S) = Z(R) ® K = Z(R) isomorph. Also gilt:

Korollar 4.5. Seien S eine zentrale und einfache K -Algebra und R eine K
Algebra.

(a) Die K -Algebra R® S ist genau dann einfach, wenn R eine einfache K -Algebra
1st.

(b) Das Zentrum Z(R® S) ist zu Z(R) isomorph.

Insbesondere gilt: Ist R eine zentrale und einfache K —Algebra, so ist auch R ® S
eine zentrale und einfache K —Algebra.
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Korollar 4.6. Ist R eine zentrale und einfache K —Algebra und ist L ein Erweite-
rungskdorper von K, so ist R® L eine zentrale und einfache L—-Algebra.

Satz 4.7. Sei R eine zentrale und einfache K —Algebra. Ist n = dimg R < 00, so
gilt R® R°P = Endg (R) = M, (K).

Beweis: Die R ®@ R°°—Modulstruktur auf R definiert einen Homomorphismus ¢ : R ®
R°? — Endg(R) von K-Algebren. Der Kern dieser Abbildung ist ein zweiseitiges Ideal
ungleich R ® R°P, weil ¢(1 ® 1) = Idg # 0. Nach Korollar 4.5 ist R ® R°P einfach, also
folgt ker ¢ = 0, und ¢ ist injektiv. Da sowohl R® R°" und Endg (R) Dimension (dim R)?
haben, muft ¢ bijektiv sein. [

Wir kénnen nun auch Lemma 4.3 prézisieren:

Satz 4.8. Seien R eine K-Algebra und S C R eine Unteralgebra. Ist S eine
zentrale, einfache und endlich dimensionale K —Algebra, so ist die Abbildung Zr(S)®
S — R,z ® u+—— zu ein Isomorphismus von K —Algebren.

Beweis: Es ist nur noch die Surjektivitdt zu zeigen. Nach dem Beweis von Lemma 4.3
ist das Bild unserer Abbildung die Summe aller zu S isomorphen S ® S°P—Untermoduln
von R. Nach Satz 4.7 ist S ® S° zu M, (K) mit n = dimg S isomorph, also ein halbein-
facher Ring. Daher ist R ein halbeinfacher S ® S°°~Modul. Ferner hat S ® S°P = M, (K)
nach Satz VIII.2.4 bis auf Isomorphie genau einen einfachen Modul. Da S als S ® S°P—
Modul einfach ist, mufs nun R eine Summe von zu S isomorphen Untermoduln sein. Die
Behauptung folgt. |

Korollar 4.9. Seien R eine zentrale, einfache und endlich dimensionale K —Algebra
und S C R eine Unteralgebra. Ist S eine zentrale, einfache K —Algebra, so ist Zg(S)
eine einfache, zentrale K —Algebra. Es gilt Zr(Zg(S)) = S.

Beweis: Nach Satz 4.8 gilt Zr(S)®S = R. Da R und S einfache K—Algebren sind, liefert
Satz 4.5.a, daf auch Zgr(S) einfach ist, und Satz 4.5.b zeigt, daf Z(Zg(S)) = Z(R) = K.
Deshalb ist Zr(S) eine zentrale K—Algebra.

Aus der Isomorphie Zg(S) ® S = R folgt ebenfalls die Identitét der Dimensionen

dimg Zr(S) - dimg S = dimg R.

Wendet man jetzt dieses Ergebnis auf die einfache, zentrale K —Algebra Zg(S) statt auf S
an, so erhéalt man

dimg Zr(Zr(S)) - dimg Zgr(S) = dimg R.

Durch Vergleich mit der vorherigen Identitét ergibt sich
dimg (Zg(Zr(S)) = dimg S.

Da S C Zr(Zgr(S)) gilt, folgt die Gleichheit. ]



Die Brauergruppe und Zerfallungskorper von Algebren 267

§ 5 Die Brauergruppe und Zerfillungskérper von Algebren

Sei K weiterhin ein Korper. Ist R eine einfache, endlich dimensionale K—Algebra, so
gibt es eine endlich dimensionale Divisionsalgebra D iiber K und eine ganze Zahl r > 0,
so daf R = M, (D), siche Bemerkung 3 zu Satz VIII.4.4. Jeder einfache R—Modul F ist
dann zu D" isomorph. Die Divisionsalgebra D ist bis auf Isomorphie durch D°P = Endp E
bestimmt, und 7 ist durch dimg R = 2 dimp D festgelegt. Ist R zentral, so gilt dies auch
fir D, vgl. VIII.4.4 oder VIII.1.14. Zusammengefafit:

Satz 5.1. Ist R eine einfache, endlich dimensionale K —Algebra, so gibt es genau
eine positive ganze Zahl v und bis auf Isomorphie genau eine Disisionsalgebra D
iber K mit R~ M,.(D). Gilt Z(R) = K, so auch Z(D) =K.

Definition 5.2. Seien R und S zentrale, einfache und endlich dimensionale K —Algebren.
Dann heifen R und S dhnlich, geschrieben R ~ S, wenn es einen Isomorphismus von
K —Algebren

R My(K) =2 S® M, (K)

fiir irgendwelche positive ganze Zahlen n und m gibt.

Bemerkung 5.3. Zu R und S existieren nach 5.1 positive ganze Zahlen r und s und bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmte zentrale K —Divisionsalgebren D und D', so daf

R = M,(D) und S = My(D").
Sind R und S ahnlich, so existiert also ein Isomorphismus
M,(D) ® My(K) = My(D") ® My, (K)

von K —Algebren fiir irgendwelche n und m. Daraus ergibt sich nach Beispiel 2.3(2) ein
K —Isomorphismus M, (D) = Mg, (D'). Mit Satz 5.1 folgt, daf D und D’ isomorphe
K —-Divisionsalgebren sind und dafs rn = sm gilt.

Sind umgekehrt D und D’ isomorph als K —Algebren, so sind D ® M,s(K) und D’ ®
M,s(K) isomorph als K—Algebren. Mittels Beispiel 2.3(1) erhélt man einen Isomorphis-
mus zwischen den K -Algebren M, (D) ® M(K) und My (D') ® M,(K). Also sind R
und S genau dann dhnlich, wenn die (bis auf Isomorphie bestimmten) zugehorigen K
Divisionsalgebren D und D’ isomorph sind.

Zum Beispiel gilt R ~ K genau dann, wenn R = M, (K) fiir ein n.

Durch den Begriff der Ahnlichkeit wird auf der Menge der Isomorphieklassen zentra-
ler, einfacher und endlich dimensionaler K -Algebren eine Aquivalenzrelation definiert.
Die Aquivalenzklasse einer solchen Algebra R werde mit [R] bezeichnet. Die Diskussi-
on oben zeigt, dak es in jeder Aquivalenzklasse (bis auf Isomorphie) genau eine (zentrale)
K -Divisionsalgebra gibt. Wir haben eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen zentra-
ler, endlich dimensionaler Divisionsalgebren {iber K und den Ahnlichkeitsklassen zentraler,
einfacher, endlich dimensionaler Algebren iiber K.

Zu zwei zentralen, einfachen und endlich dimensionalen K —-Algebren R und S ist ihr
Tensorprodukt R ® S eine zentrale und einfache K —Algebra endlicher Dimension. Wegen

(R® Mp(K))®(S® Mp(K)) & (R®S) ® Muym(K)

induziert die Zuordnung (R,S) — R ® S eine Verkniipfung auf der Menge der Ahnlich-
keitsklassen solcher Algebren.
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Satz 5.4. Die Ahnlichkeitsklassen zentraler, einfacher und endlich dimensionaler
K —Algebren bilden, versehen mit der Verknipfung

([R),[S]) — [R® 5],

eine abelsche Gruppe, genannt die Brauergruppe von K. Das neutrale Element ist
die Klasse [K]. Das inverse Element zu [R] ist die Klasse [R°P].

Die Brauergruppe von K wird iiblicherweise mit Br(K) bezeichnet.

Beweis: Die Verkniipfung ist assoziativ und kommutativ, weil das Tensorprodukt diese
Eigenschaften hat. Offensichtlich ist [K] das neutrale Element. Die letzte Aussage folgt
unmittelbar aus Satz 4.7, ndmlich R ® R°? = M, (K) mit n = dimg R. |

Bemerkung: Die Brauergruppe Br(K) ist eine Invariante des Korpers K . Sie beschreibt
die Isomorphieklassen zentraler, endlich dimensionaler K —Divisionsalgebren. Man koénnte
in einem ersten Zugang versucht sein, auch die Verkniipfung nur durch das Tensorprodukt
von Divisionsalgebren zu beschreiben. Dies ist jedoch nicht méglich, weil das Tensorprodukt
D @k D' zweier zentraler, endlich dimensionaler K -Divisionsalgebren D und D’ nicht
unbedingt wieder eine Divisionsalgebra sein muf8. Es gilt zum Beispiel HOrH = M, (R) und,
allgemeiner, D @ g D°? = M,,(K) mit n = dimg D. In 5.13 werden wir eine hinreichende
Bedingung formulieren, unter der D @ g D’ wieder eine Divisionsalgebra ist.

Beispiele 5.5. (1) Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, so ist nach Satz 1.10
jede endlich dimensionale Divisionsalgebra iiber K gleich K. Die Brauergruppe von K
besteht deshalb nur aus dem neutralen Element.

(2) Der Satz von Frobenius (1.11) impliziert, daf die Brauergruppe Br(R) von R aus
genau zwei Elementen besteht: Br(R) = {[R], [H]}, also zyklisch von der Ordnung 2 ist.
(3) Eine Quaternionenalgebra @ iiber einem Korper K ist stets isomorph zu ihrer entge-
gengesetzen Algebra Q°P; die Abbildung x — T von 1.5 ist ein Isomorphismus zwischen
diesen Algebren. Ist @ nicht zu My(K) isomorph, so ist deshalb [Q] ein Element der
Ordnung 2 in Br(K).

Satz 5.6. Ist R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra und ist
L/K eine Korpererweiterung, so ist R ® L eine zentrale, einfache, endlich dimen-
stonale L—Algebra. Es gibt einen Gruppenhomomorphismus, genannt Restriktion,

rr/k : Br(K) — Br(L), [R] — [R® L].

Fir BErweiterungskérper K C L C M gilt vy = "a/r © To/K -
Beweis: Die erste Aussage ist Korollar 4.6. Fiir K —Algebren R und S besteht die Iso-
morphie (siehe 2.4(2))
(R S)®x L =2 (R®x L)®r (S®Kk L).

Der Spezialfall S = M,,(K) zeigt wegen M,(K)® L = M, (L), daf r i wohldefiniert ist.
Allgemein folgt, dak r;,x ein Homomorphismus ist. Fiir Erweiterungskorper KX C L C M
gilt Ry M =2 (R®k L) ®, M, deshalb die letzte Aussage. ]
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Definition 5.7. Sei R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra, und sei
L ein Erweiterungskorper von K. Dann heift L Zerfillungskorper von R, falls [R] €
kerrp i gilt. Ist dies der Fall, so gilt [R ® L] = [L] in Br(L), dh., es existiert cin
Isomorphismus von L-Algebren R ®x L — M, (L) fiir irgendein n. Man sagt auch, daf
der Erweiterungskorper L von K die K—Algebra R zerfdllt.

Der Kern der Restriktion rp,r wird auch die relative Brauergruppe von L iiber K
genannt und mit Br(L/K) := kerrp, i bezeichnet.

Bemerkungen 5.8. (1) Zerfillt L D K die K—Algebra R, so auch jede zu R ahnliche
K—Algebra S'.

(2) Zerfallt L D K die K—Algebra R, und ist M D L ein Erweiterungskorper von L, so
zerfillt auch M die K -Algebra R, da kerrp /i C ker(ryx = v/ 0 7o/i) -

(3) Ist R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K-Algebra, und ist K ein alge-
braischer Abschluf von K, so ist R ®x K eine zentrale, einfache, endlich dimensionale
K —Algebra, also von der Form M, (D) mit einer endlich dimensionalen Divisionsalgebra D
iiber K. Nach Beispiel 5.5(1) gilt D = K. Daher ist K ein Zerfillungskérper von R. Zu
einer gegebenen K —Algebra R wie eben existiert also stets ein Zerfallungskorper.

Wir werden in 7.11 zeigen, daR R stets einen Zerfallungskorper L besitzt, so daf L/K
eine endliche separable Erweiterung ist.

Lemma/Definition 5.9. Ist R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —
Algebra, so ist dimg R eine Quadratzahl, d.h., es existiert ein n € N mit dimg R =
n?. Diese Zahl wird auch der Grad von R genannt, gradg R := (dimg R)Y/?.

Beweis: Zu R gibt es einen Erweiterungskorper L von K, so dalk R® L als L—Algebra zu
M, (L) fiir ein n € N isomorph ist. Dann gilt dimg R = dimp R ® L = dimy M, (L) = n?.
|

Definition 5.10. Ist R eine zentrale, einfache und endlich-dimensionale K —Algebra,
so gibt es (bis auf Isomorphie) genau eine Divisionsalgebra D und eine positive ganze
Zahl r, so daf R = M, (D). Der Schursche Index indg R der K ~Algebra R ist dann durch
indg R := grady D definiert. Man beachte, daf

grady R = (dimg R)Y? = (dimg M,(D))"/?> = r - grad;e D = r - indg R

gilt. Also teilt indg R den Grad grady R.

Im Falle eine K —Divisionsalgebra D stimmen der Grad von D und der Index von D
iberein. Offensichtlich ist der Index eine Invariante der zugehorigen Isomorphieklasse und
damit auch der durch D bestimmten Klasse [D] in der Brauergruppe Br(K).

Satz 5.11. Sei L ein Erweiterungskorper von K. Sei R eine zentrale, einfache,
endlich dimensionale K —Algebra. Dann ist der Indexr indp RQ L der L-Algebra RQL
ein Teiler von indg R.

Beweis: Es reicht, die Aussage fiir eine Divisionsalgebra D zu zeigen. Es gilt indg R =

grady D, und der Index indp R ® L ist ein Teiler von grad; R ® L = grady D. |

Satz 5.12. Ist R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra, so gibt es
einen Erweiterungskérper L von K endlichen Grades [L : K] < co, der R zerfdllt.
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Beweis: Nach Bemerkung 5.8(3) gibt es einen Isomorphismus von K —Algebren
a:Reg K —— M,(K)

wobei K ein algebraische Abschluf von K ist und n? = dimg R. Sei (z) | 1 < k < n?) eine
Basis von R iiber K. Wir bezeichnen Inlt Eij, 1<i,j<n, die iibliche Basis von M, (K)
(wie in 2.3). Es gibt dann Elemente /Al € K mit

n n

(xk@l ZZ/’LU

fiir alle k. Weil alle ,uf] algebraisch iiber K sind, hat der Erweiterungskérper L := K ({ufj |
1 <4,j <n} endlichen Grad iiber K. Als Vektorraum iiber K ist L ein direkter Summand
von K. Daher kénnen wir R @k L mit dem Unterring Y, L(z; ® 1) von R®p K identi-
fizieren. Nun folgt a(R ® L) C My (L) aus der Wahl von L. Also liefert die Restriktion
von « einen Homomorphismus von L—Algebren

R®xg L — My,(L),
der wie « selbst injektiv ist. Wegen der Gleichheit der Dimensionen ist er auch surjektiv. m
Wie oben angekiindigt, geben wir am Schluft dieses Abschnitts eine Bedingung an, unter

der das Tensorprodukt zweier Divisionsalgebren iiber K wieder eine Divisionsalgebra ist:

Satz 5.13. Sind C und D zentrale K —Divisionsalgebren mit zueinander teilerfrem-
den Graden grady (C) und gradg (D), so ist C ® D eine zentrale Divisionsalgebra.

Beweis: Das Tensorprodukt C'® D ist nach 4.5 eine zentrale und einfache K—Algebra. Es
gibt eine positive ganze Zahl r und (bis auf Isomorphie) genau eine K —Divisionsalgebra F
mit C Qg D = M,(E). Wir setzen n := dimg C und m := dimg D. Dann folgt (vgl. 4.7
und Beispiel 2.3(1))

M, (D)

1%

M,(K)® D CPRC®D = C°PgM/(E)
CP®E®M.(K) = M(CP®E).

1

1

Es existieren eine positive ganze Zahl s und bis auf Isomorphie genau eine Divisionsalge-
bra F mit CP® E = M,(F'). Es folgt M, (D) = M,s(F), und damit r | n. Analog schlieft
man, daff r | m gilt. Da n und m jedoch teilerfremd sind, folgt r = 1. |

§ 6 Der Satz von Skolem & Noether und der Zentralisatorsatz

Im folgenden sei K stets ein Korper.
Satz 6.1. (Skolem & Noether) Seien R und S einfache, endlich dimensionale K —
Algebren. Es seien 1,92 : R — S Homomorphismen von K —Algebren. Ist S eine

zentrale K -Algebra, so gibt es eine Einheit u € S mit pa(z) = upr(z)u~! fir alle
r e R.

Beweis: Die K—Algebra R ® S°P ist endlich dimensional und nach Satz 4.4 einfach. Es
gibt also bis auf Isomorphie genau einen einfachen R ® S°P-Modul E';ist M ein beliebiger
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R @ S°°-Modul mit dimg (M) < oo, so gilt M = E" mit r = dimg(M)/dimg(E).
Insbesondere sind zwei endlich dimensionale R ® S°°-Moduln genau dann isomorph, wenn
sie dieselbe Dimension haben.

Die frither betrachtete S ® S°°-Modulstruktur auf S fithrt vermége der Homomorphis-
men ; zu zwel R ® S°P-Modulstrukturen auf S, so daf

(z@v)w=pi@)wv

fir alle z € R, v,w € S und fir i =1, 2.

Nach den Bemerkungen oben miissen diese R ® S°P—Modulstrukturen dquivalent sein,
d.h. es gibt eine bijektive K -lineare Abbildung f :S — S mit f(¢1(x)wv) = pa(z) f(w)v
fir alle z,v,w wie oben. Nehmen wir hier w = 1 und = = 1, also ¢i(z) = 1 = pa(x),
so folgt f(v) = f(1)v fir alle v € S. Da f bijektiv ist, muB u = f(1) eine Einheit in S
sein. Nehmen wir nun oben w = v = 1, so folgt upi(z) = @o(z)u fir alle z € R, also
p2(2) = upy (z)u™t. ]

Korollar 6.2. Sei S eine einfache, zentrale endlich dimensionale K —Algebra. Seien
Ry und Ry zueinander isomorphe, einfache Unteralgebren von S. Dann gibt es fir
jeden Isomorphismus o : Ry — Ra eine Einheit u € S mit p(z) = uzu™" fiir alle
x € Ry . Insbesondere gibt es eine Einheit u € S mit uZg(Ry)u™" = Zg(Ry).

Beweis: Wende Satz 6.1 mit R = R; an, wobei wir als ¢ die Inklusion von R; in S nehmen
und als ¢o die Komposition von ¢ mit der Inklusion von Ry in S. Die Behauptung iiber
die Zentralisatoren folgt dann unmittelbar. |

Korollar 6.3. Sei R eine einfache, zentrale endlich dimensionale K —Algebra. Ist
@ ein Automorphismus von R, so gibt es eine Einheit u € R mit p(zx) = uzu~" fir
alle x € R.

Beweis: Wende Satz 6.1 mit S = R, 1 = ¢ und @2 = Idgr an. |

Satz 6.4. (Zentralisatorsatz) Seien R eine einfache, zentrale endlich dimensionale
K -Algebra und S C R eine einfache K —Unteralgebra von R.

(a) FEs gibt einen Isomorphismus
R®SP = ZR(S) ® EndK(S)
von K —Algebren.
(b) Es gilt dimg S - dimg Zr(S) = dimg R.
(¢) Die K -Algebra Zgp(S) ist einfach mit Z(Zgr(S)) = Z(S) und Zr(Zgr(S))=S.
Beweis: (a) Setze n = dimg S. Man betrachte die Homomorphismen von K —Algebren
(:S — Endg S, st (Us 1y — sy)
und
r: S — Endg S, s (rs 1y — ys).

Da S eine einfache K —Algebra ist, sind 7 und ¢ injektiv. Ebenso folgt die Injektivitat der
Homomorphismen von K —Algebren

a:S — R®Endg S, s+— s®Idg
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und
G:8 — R®Endg S, t—1® 4.

Nach Korollar 4.5 ist R®Endg S = R® M, (K) als Tensorprodukt von zwei zentralen und
einfachen K —Algebren ebenfalls zentral und einfach. Es sind «(S) und §(S) zueinander
isomorphe, einfache Unteralgebren von R ® Endg S. Nach Korollar 6.2 gibt es also eine
Einheit « in R ® Endgx S mit ua(s)u™! = g(s) fiir alle s € S. Damit sind auch die
zugehorigen Zentralisatoren

ZReEndrs((S)) = ZRrgEndxs(S @ K 1ds)
und

ZRrgEndxs(B(S5)) = ZreEnds(K 1@ £(S5))
unter u zueinander konjugiert, also erst recht isomorph zueinander. Nach Lemma 3.3 gilt

ZR@EndKS(S X KIds) = ZR(S) ® ZEndKS(K Ids) = ZR(S) ® Endg S
und
ZR(X)EndKS(K 1® K(S)) = ZR(K) ® ZEndKS(E(S)) =R® T(SOD).
Nun folgt (a).
(b) Aus (a) folgt durch Dimensionsvergleich
dimg R - dimg S = dimg Zg(S) - (dimg S)%.

Daraus folgt unmittelbar (b).
(¢) Nach Korollar 4.5.a ist R ® S°P eine einfache K —Algebra. Wegen (a) trifft dies auch
auf Zp(S) ® Endg(S) zu. Da Endg(S) = M, (K) eine zentrale, einfache K —Algebra ist.
folgt aus Korollar 4.5.a, daf auch Zz(S) eine einfache K—Algebra ist.

Wenden wir den schon bewiesenen Teil (b) nun auf Zz(S) an Stelle von S an, so folgt

dimg R = dimg Zg(S) - dimg Zr(Zg(S)).
Ein Vergleich mit dem urspriinglichen (b) gibt
dimg S = dimg Zr(Zgr(S)).
Da offenbar S C Zr(Zgr(S)) gilt und da beide Réume endlich dimensional sind, folgt
S = Zr(Zr(S)). Weiter ist nun klar, daf Z(Zg(S)) = SN Zg(S) = Z(95). ]

Korollar 6.5. Seien R eine einfache, zentrale endlich dimensionale K —Algebra und
L C R eine einfache K ~Unteralgebra, die ein Korper ist; setze n = [L : K]. Dann
gibt es einen Isomorphismus

ROL = Zp(L)® My(K)
von K —Algebren, und es gilt dimg R = [L : K| -dimg Zr(L). Der Grad gradg R
wird von [L : K| geteilt.

Beweis: Da L kommutativ ist, gilt L = L°P. Aufierdem ist Endy L zu M, (K) isomorph.
Daher ist die Isomorphie ein Spezialfall von Satz 6.4.a. Die Dimensionsformel folgt aus
Satz 6.4.b. Wegen L C Zp(L) gilt dimg Zr(L) = [L : K] dimy, Zr(L). Es folgt, dak
[L: K)?|dimg R = (grady R)?, also [L: K] | grady R. ]
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§ 7 Maximale TeilkGrper

Im folgenden sei K stets ein Korper.

Definition 7.1. Ein Teilkorper einer K -Algebra R ist eine Unteralgebra L von R, die
ein (kommutativer) Korper ist. (Da in einem solchen Fall L den Teilkorper K 1 enthilt,
kann man dann L als Erweiterungskorper von K auffassen.)

Ein mazimaler Teilkorper einer K -Algebra R ist ein Teilkorper L, so daf fiir jeden
Teilkérper L' von R mit L C L' gilt, dak L = L'.

Ist R eine endlich dimensionale K —Algebra, so ist klar, daft maximale Teilkérper von R
existieren: Man nehme einen Teilkérper maximaler Dimension iiber K. (Und es gibt stets
wenigstens einen Teilkorper, namlich K 1.)

Fiir Divisionsalgebren hat man die folgende Charakterisierung maximaler Teilkorper.

Satz 7.2. Ein Teilkérper L einer Divisionsalgebra D diber K ist genau dann ein
mazimaler Teilkorper, wenn Zp(L) = L. Ist dies der Fall, so gilt L D Z(D).

Beweis: Fiir jeden Teilkérper L' von D mit L C L' ist L' C Zp(L), weil L' kommutativ
ist. Gilt Zp(L) = L, so folgt L' C L, also L' = L; daher ist L ein maximaler Teilkorper.

Sei umgekehrt L ein maximaler Teilkorper von D. Fiir jedes x € Zp(L) ist die von L
und z erzeugte Unteralgebra L[z] kommutativ. Fiir alle a,b € D mit ab = ba und b # 0
gilt b~'a = ab~!. Damit folgt nun leicht, das die Menge L(z) aller Briiche wv™! mit
u,v € Lz] und v # 0 ein Teilkérper von D mit L C L(x) ist. Weil L maximal ist, folgen
L = L(z) und x € L. Somit haben wir Zp(L) C L gezeigt; die umgekehrte Inklusion ist
klar, weil L kommutativ ist.

Die letzte Behauptung im Satz folgt, weil Z(D) C Zp(L). ]

Definition 7.3. Ein Teilkérper L einer zentralen, einfachen, endlich dimensionalen K —
Algebra R heifit strikt mazimal, falls Zp(L) = L gilt.

Satz 7.2 sagt also, daf in einer Divisionsalgebra die maximalen Teilkdrper genau die
strikt maximalen Teilkérper sind.

Satz 7.4. Ein Teilkérper L einer zentralen, einfachen, endlich dimensionalen K —
Algebra R ist genau dann strikt mazimal, wenn [L : K| = gradg R.

Beweis: Wegen L C Zr(L) und dimg R < oo ist Zr(L) = L zu dimg Zr(L) = dimg L,
also zu dimg Zr(L) = [L : K] &quivalent; im allgemeinen gilt [L : K] < dimg Zg(L).
Nach Korollar 6.5 ist

(gradg R)? = dimg R = [L : K] - dimg Zg(L).

Also folgt im allgemeinen [L : K] < gradg R, und Gleichheit gilt genau dann, wenn
dimg Zg(L) = [L : K], also genau dann, wenn L strikt maximal ist. ]

Bemerkung 7.5. Der Beweis impliziert auch, daf jeder strikt mazimale Teilkérper L
von R ein mazximaler Teilkorper von R ist, weil fiir einen beliebigen Teilkérper M von R
die Ungleichung [M : K] < gradg R = [L : K] gilt. Ist R eine Divisionsalgebra, so gilt,
wie oben bemerkt, nach Satz 7.2 die Umkehrung. Fiir beliebige R gilt diese Umkehrung
jedoch nicht.
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Ist zum Beispiel K algebraisch abgeschlossen und n > 1 eine ganze Zahl, so ist K =
K 1 der einzige Teilkorper der Matrizenalgebra M, (K), weil K keine echten endlichen
Korpererweiterungen hat. Also ist in diesem Fall K ein maximaler Teilkorper von M, (K),
wahrend es keinen strikt maximalen Teilkorper L in M, (K) gibt, der ja [L : K] = n
erfiillen miisste.

In anderen Féllen gibt es sowohl strikt maximale Teilkorper, als auch maximale Teilkor-
per, die nicht strikt maximal sind, siehe Exercise 2 in Abschnitt 13.1 von Pierce, Associative
Algebras.

Satz 7.6. Sei R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra. Sei L
ein Teilkorper von R.

(a) Der Zentralisator Zgr(L) ist eine zentrale, einfache L—-Algebra. Die L—-Algebra
R® L ist zu Zr(L) dhnlich; es gilt [R® L] = [Zr(L)] in Br(L).

(b) Ist L maximaler Teilkérper von R, so gilt Zr(L) = M(L) mit s = grad; Zr(L),
und L ist ein Zerfallungskorper von R.

Beweis: (a) Der Korper L ist eine einfache Algebra. Deshalb ist Zr(L) nach Satz 6.4 eine
einfache K-Algebra. Da L kommutativ ist, gilt L C Z(Zr(L)), also L = Zr(Zr(L)) =
Z(Zgr(L)), wieder nach Satz 6.4. Daher kann Zg(L) als L-Algebra aufgefafit werden, und
ist dann eine zentrale, einfache L—Algebra.

Nach § 4 ist R in natiirlicher Weise ein R ® R°°~Modul. Da L ein Teilkérper von R
mit L = L°P ist, erhélt man durch Einschrankung eine R ® L-Modulstruktur auf R, und
es gilt

Zr(L) = Endgrgr(R)™.
Die Algebra R® L ist einfach, da R einfach ist, siche 4.5. Es gibt bis auf Isomorphie genau
einen einfachen R ® L-Modul E. Setze D gleich der Divisionsalgebra Endgrgr (E)°P. Es
gibt r,n € N, so daff R als R® L-Modul zu E" isomorph ist und R® L als R® L-Modul
zu E™. Dann erhalten wir Isomorphismen von L—Algebren

Zr(L) = Endrgr(R)® = Endgrern(E")? = M, (D).

und
R®L = Endprgr(R® L) = Endpgr(E™)? = M, (D).

Deshalb sind die L-Algebren R ® L und Zg(L) &hnlich.

(b) Gilt Zr(L) = M,(L), so ist R® L nach (a) zu M,(L) dhnlich, also auch zu L. Daher
ist dann L ein Zerfallungskorper von R. Es reicht also, wenn wir Zr(L) = M,(L) zeigen.

Wie beim Beweis von (a) gesehen, gibt es eine Divisionsalgebra D iiber L und eine
ganze Zahl r > 0 mit Zp(L) = M,(D). Ist D # L, so ist L # Zp(L) = D und es gibt
nach Satz 7.2 in der L—Algebra D einen Teilkérper M, der L echt enthdlt. Dann kénnen
wir M mit einem Teilkérper von Zgr(L) = M, (D) identifizieren, der L echt enthélt. Aber
dann ist L nicht maximal in Zr(L), also erst recht nicht in R. [

Korollar 7.7. Sei D eine zentrale, endlich dimensionale Divisionsalgebra iiber K .
Dann besitzt D mazimale Teilkérper. Jeder mazimale Teilkérper von D ist ein Zer-
fallungskdorper von D .

Beweis: Zur ersten Behauptung siehe die Bemerkung in 7.1. Die zweite Behauptung folgt
aus Satz 7.6.b. |
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Korollar 7.8. Ist R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra, so
gibt es einen Erweiterungskorper L von K mit [L: K| =indg R, der R zerfdllt.

Beweis: Die K—Algebra R ist von der Form M, (D) mit einer bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmten zentralen Divisionsalgebra iiber K. Sei L ein maximaler Teilkérper von D.
Dann ist L ein Erweiterungskorper von K und zerféllt D nach Korollar 7.7, also auch die
zu D &hnliche Algebra R nach Bemerkung 5.8(1). Nach Satz 7.2 gilt Zp(L) = L, also
folgt [L : K] = grady D = indg R aus Satz 7.4. [ ]

Satz 7.9. Sei D eine zentrale, endlich dimensionale Divisionsalgebra tiber K . Dann
existiert ein mazimaler Teilkorper L von D, so daf8 die Erweiterung L/K separabel
1st.

Beweis: Sei L ein Teilkérper von D, so da L/K separabel ist und so daf [L : K] maximal
fiir diese Eigenschaft ist. Einen solchen Teilkorper gibt es, weil K/K separabel ist und weil
dimg D < c0.

Der Zentralisator Zp(L) ist eine Divisionsalgebra (siehe 3.2), die nach Satz 6.4 eine
zentrale L—Algebra ist. Ist L # Zp(L), so gibt es nach dem folgenden Lemma 7.10 einen
Teilkérper L' D L von D mit L' # L und L’'/L separabel. Dann ist L' auch ein Teilkérper
von D; mit L'/L und L/K ist nach V.5.3 auch L'/K separabel. Da nun [L': K] = [L:
L][L : K] > [L : K] widerspricht dies der Wahl von L. Also folgt L = Zp(L), und L is
nach Satz 7.2 maximal. |

Lemma 7.10. Sei D eine zentrale, endlich dimensionale Divisionsalgebra iiber K .
Ist D # K, so gibt es einen Teilkérper L # K von D, so daf$ die Erweiterung L/K
separabel ist.

Beweis: Fiir alle # € D ist die von x erzeugte Unteralgebra K|[z] eine nullteilerfreie, kom-
mutative, endlich dimensionale Unteralgebra von D, also ein Erweiterungskorper von K.
Es macht also Sinn, davon zu sprechen, daf = separabel tiber K ist (oder nicht). Auferdem
hat x ein wohldefiniertes Minimalpolynom m, g iiber K.

Wir behaupten nun, daf es ein € D, x ¢ K gibt, das separabel iiber K ist. Dann gilt
das Lemma mit L = K[x].

Ist char K = 0, so konnen wir jedes « € D, x ¢ K wihlen, weil in diesem Fall jede
Korpererweiterung von K separabel ist.

Wir wollen also annehmen, daf char K = p > 0. Als ersten Schritt zeigen wir, daf es
fiir jedes & € D eine ganze Zahl e > 0 gibt, so daR xP° separabel iiber K ist. [Vergleiche
Aufgabe V.29.] Setze f = mg . Es gibt (vgl. IV.2.7) eine ganze Zahl e > 0 mit f €
K[XP], aber f ¢ K[XPSH]. Man kann also f in der Form

m
f=> ax”
=0

mit allen a; € K und mit a,, = 1 schreiben, so daf a; # 0 fiir wenigstens ein j mit p{j.
Setzt man g = 3" a; X" € K[X], so gilt f(X) = g(X?") mit g ¢ K[XP]. Nun muf g
irreduzibel in K[X] sein: Géibe es ndmlich g1, g2 € K[X] mit g = g1¢2 und grad g; < grad g
fir i = 1,2, so folgte f = g1(XP°) go(XP°) im Widerspruch zur Irreduzibilitit von f. Aus
g(zP) = f(z) = 0 folgt nun, dak g = Mype rc- Wegen ¢ # 0 ist xP° separabel iiber K.
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Nun kommen wir zu der eigentlichen Behauptung. Nehmen wir an, dafs sie falsch ist.
Das bedeutet, daf alle Elemente von D, die separabel iiber K sind, schon in K liegen.
Sei 2 € D mit z ¢ K. Wihle e € N minimal fiir 2P° separabel iiber K. Unsere Annahme
impliziert, dak e > 0 und daf 2P° € K. Dann erfiillt u := 27" die Bedingungen u ¢ K
und wP? € K. Sei 7: D — D, 2z u~'zu der durch u definierte innere Automorphismus
von D. Aus u ¢ K = Z(D) folgt 7 # Idp, aus v? € K folgt 7% = Idp. Fiir den K-
linearen Endomorphismus 7 —Idp von D gilt dann 7 — Idp # 0, aber (7 —Idp)? =
Sei r > 1 die grofite ganze Zahl, fiir die (7 — Idp)” # 0 gilt. Wir wihlen ein z € D mit
(r —Idp)"(2) # 0. Setze v = (1 — Idp)"~(2) und w = (7 — Idp)"(z) # 0. Dann gilt
(r—1Idp)(w) =0 und (7 —Idp)(v) = w, also 7(w) = w und 7(v) = v+w. Fiir y := w™tv
folgt dann 7(y) = w (v +w) =y +1.

Nun gibt es ein f > 0 mit ypf separabel iiber K, also mit y”f € K nach unserer
Annahme. Man erhélt dann

W =) =) =+ = L

also 0 = 1 — Widerspruch. Nun folgen Behauptung und Lemma. |

Korollar 7.11. Sei R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K -Algebra.
Dann gibt es eine endliche Galoiserweiterung L/K , so daff L ein Zerfallungskorper
von R ist.

Beweis: Es existieren eine zentrale Divisionsalgebra D iiber K und eine ganze Zahl r > 0
mit B = M,(D). Nach Satz 7.9 gibt es einen maximalen Teilkérper L von D, fiir den
L/K separabel ist. Dieser Korper L zerfallt D nach Korollar 7.7, also nach 5.8(1) auch
die zu D &hnliche K—-Algebra R. Mit Hilfe von Korollar V.5.10 ersetzt man nun L durch
einen Erweiterungskorper, der endlich und Galoissch iiber K ist, vgl. 5.8(2). |

Satz 7.12. Seien R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K -Algebra und
L/K eine endliche Kéorpererweiterung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i)  Es gibt eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra T, die zu R
ahnlich ist und die L als strikt maximalen Teilkorper enthdlt.

(ii) L ist ein Zerfillungskorper von R.

Beweis: (1) = (ii) Nach Bemerkung 7.5 ist L auch maximal in 7" und zerfillt daher T
nach Satz 7.6. Dann wird auch die zu T &hnliche Algebra R von L zerfallt, vgl. 5.8(1).

(i) = (i) Es gibt eine zentrale Divisionsalgebra D iiber K und eine ganze Zahl r > 0
mit R = M, (D). Sei E ein einfacher Modul iiber der einfachen Algebra D°P® L. Betrachte
die Einbettungen

L L EndDop®L(E) L EndDop(E).

Hier wird j durch j(z) : E — FE, a — (1 ® z) a definiert; das Bild liegt in Endpergr(E),
weil L zentral in D°P ® L ist. Weiter ist k die natiirliche Inklusion, die von der Inklusion
D% — DPQL, y+— y®1 kommt.

Die Algebra T := Endper (FE) ist zu der Matrizenalgebra M,(D) isomorph, wobei s die
Dimension von E iiber D°P ist. Daher ist T' eine zentrale, einfache, endlich dimensionale
K—Algebra; wegen R = M, (D) sind T und R einander dhnlich.
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Der Zentralisator Z7 (L) von L (eingebettet durch ko j) in T = Endpop(E) ist gerade
Endpergr(E). Daher ist Zp(L) eine Divisionsalgebra als Endomorphismenring des einfa-
chen D°? ® L-Moduls E. Nach Voraussetzung zerfillt der Korper L die K—Algebra R,
also auch die dhnliche Algebra T'. In Br (L) gilt nun mit Satz 7.6.a

(L] = Tel] = [Zr(L)).

Die Divisionsalgebra Zp(L) ist also ihrem Zentrum L &hnlich. Daraus folgt Zr(L) = L,
und damit ist L ein strikt maximaler Teilkorper von T'. [ ]

Die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen mit dem Satz von Skolem und Noether erlauben
einen einfachen Beweis des folgenden Satzes von Wedderburn.

Satz 7.13. Jeder endliche Divisionsring ist kommutativ.

Beweis: Sei D ein endlicher Divisionsring. Das Zentrum K von D ist ein Korper, und D
ist eine zentrale Divisionsalgebra iiber K. Setze n := grad, D.

Ist L ein maximaler Teilkorper von D, so gilt nach Satz 7.2 und Satz 7.4, daR [L :
K] = n, also |L| = |K|™. Je zwei maximale Teilkorper von D sind als K—Algebren zu-
einander isomorph, weil sie Zerfallungskorper iiber K desselben Polynoms X~ — X mit
N = |K|" sind. Nach Korollar 6.2 sind dann die maximalen Teilkérper unter einem inneren
Automorphismus von D konjugiert.

Sei L ein maximaler Teilkorper von D. Fiir jedes Element = € D ist K|[z] ein Teilkorper
von D, also in einem maximalen Teilkérper von D enthalten. Also gibt es eine Einheit u €
D mit z € uLu~!. Daraus folgt fiir die multiplikative Gruppe D* von D, daf

D* = U uL*u™t (1)
ueD*

Fiir alle v € D* und y € L* gilt (uy) L* (uy)~! = u L* w~. Daher reicht es, wenn u in (1)
iiber Repréisentanten fiir die Linksnebenklassen von L* in D* lduft. Setze k := [D* : L*].
Weil jede der Mengen u L* u~! das Einselement enthilt, folgt aus (1)

|ID*| <k(L*|-1)+1=|D*|—k+1
da |D*| = k|L*|. Es folgt £ <1, also k=1, und daher ist D = L kommutativ. u

§ 8 Verschrinkte Produkte
In diesem Abschnitt sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Wir setzen G := G(L/K).

8.1. Wir beschreiben in diesem Abschnitt alle einfachen, zentralen, endlich dimensiona-
len K —Algebren néher, die L als strikt maximalen Teilkérper enthalten. Nach Satz 7.12
erhalten wir so Reprasentanten fiir alle Klassen in der relativen Brauergruppe Br(L/K).
Zunichst betrachten wir ein Beispiel.

Sei n:=[L: K]; es ist also Endg L = M, (K). Die Kommutativitdt von L impliziert,
daf Endg L ein L-Unterraum des L-Vektorraums Abb(L, L) aller Abbildungen von L
nach L ist, vgl. VI.3.1. Aus dimg Endg L = n? und Satz V.1.2 folgt dim; Endg L = n.

Jedes o € G ist ein Element in Endg L. Nach Korollar VI.3.3 sind die ¢ mit o0 € G
linear unabhéngig iiber L, zunéchst in Abb(L, L), aber dann erst recht in Endx L. Wegen
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|G| = n folgt daraus, daf die ¢ mit ¢ € G eine Basis von Endg L iiber L sind. Jedes
Element in Endg L 148t sich eindeutig in der Form Zve(: Sy 0 mit allen s, € L schreiben.
Die Multiplikation ist dann durch

(Z sga)(ZtTT) = nga(tT)aT (1)
oeG TeG oceCG

fiir alle s,,t; € L gegeben; dies folgt aus den Distributivgesetzen und aus
(86 0) (tr 7)(z) = (55 0) (t- T(2)) = S5 0(ts) o7(2)

fir alle z € L.

Wir konstruieren nun weitere K —Algebren, indem wir die Multiplikation wie in (1) etwas
modifizieren. Sei v : G x G — L* = L\ {0} eine zunéchst beliebige Abbildung. Sei S,
ein Vektorraum iiber L der Dimension n = [L : K] = |G|. Wir wéhlen eine Basis (vs)seq
von S, iiber L und definieren eine Multiplikation auf S, durch

(Z S6 V) (Z trug) = Z S 0(t:)¥(0,T) Vor (2)
oeG TEG oeG

fir alle s,,t, € L.

In dem Spezialfall, dak v(o,7) = 1 fiir alle ¢ und 7, zeigt (1), daff S, mit dieser
Multiplikation zu Endg L isomorph ist. Fiir beliebige « priift man leicht nach, daf die
Multiplikation in (2) zusammen mit der gegebenen Addition die Distributivgesetze erfiillt.

Lemma 8.2. Die in 8.1(2) definierte Multiplikation auf S, ist genau dann assoziativ,
wenn

v(p, ) v(po, 1) = v(p,07) p(y(0, 7)) (1)
fir alle p,o,7 € G gilt.

Beweis: Elementare Rechnungen ergeben fiir alle 7,, 55, € L

(o) (O s0w0)) (O trve) = D2 D7 3 10 pl50) 00 (t2) 1(0:0) (00, 7) Vs

peG el TG peGoeCG TG
und
o) (O 50 0) (D trv0)) = D230 3" 1 p(s0) po(ts) p((0.7)) 1(0,07) e
peG oel TEG pEG oeG TEG

Daher impliziert (1) die Assoziativitidt der Multiplikation. Setzt man umgekehrt voraus,
daR die Multiplikation assoziativ ist, so folgt (1) aus der Gleichung (v,vs) vy = v, (V5 V7).
|

8.3. Man nennt die Gleichung 8.2(1) die Kozykelbedingung. Eine Abbildung v: Gx G —
L*, welche diese Bedingung erfiillt, heifst ein 2-Kozykel von G mit Werten in L*. Wir
bezeichnen die Menge aller solcher 2-Kozykel mit Z2(G, L*).

Fiir jedes v € Z%(G, L*) nennt man den in 8.1 konstruierten Ring S, ein verschrink-
tes Produkt von L mit G. Es wird hiufig mit (L, G,v) bezeichnet. Man nennt dann die
Abbildung + auch ein Faktorensystem von S.. (Wir sehen gleich, daff S, ein Einselement
hat, also wirklich ein Ring ist.)
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Satz 8.4. Sei v € Z%(G, L*). Dann ist S eine einfache, zentrale, endlich dimensio-
nale K —Algebra, die L als strikt mazimalen Teilkorper enthdlt.

Beweis: Wir haben bereits die Distributivgesetze und die Assoziativitdt erwdhnt. Nun
behaupten wir, dak v(1,1)"!v; ein Einselement in S, ist. Dazu bemerke man, dak die
Kozykelbedingung 8.2(1) impliziert, daf

V(L1 =91,7)  und  A(p,1) = p(y(L,1)). o)

Dazu setzt man p =0 =1 bzw. c =7 =1 in 8.2(1).
Nun folgt aus (1) und aus der Definition der Multiplikation in 8.1(2) fiir alle s € L und
alle 37 compvp € Sy, dab

(sy(1,1)~ Z TpUp) = Z sy(L, 1) r,y(1, p) v, = Z STV (2)

peG peG peG

und

D rpvp) (7L ) o) = Yy p(s) p((L D) (o vy = D rppls) vy (3)

peG peG peG

Diese beiden Formeln zeigen nicht nur, daf (1,1)"!v; ein Einselement ist, sondern auch,
dafs
i:L—S,, s—sy(1, 1) oy (4)

ein (natiirlich injektiver) Ringhomomorphismus ist. Diesen benutzen wir, um L mit einem
Teilk6rper von S, zu identifizieren. Die Gleichung (2) zeigt ebenfalls, daf die gegebene
Struktur von S, als L-Vektorraum auch durch 4 und die Linksmultiplikation erhalten
wird.

Aus (2) und (3) folgt weiter, dak >° .7, v, genau dann mit allen i(s), s € L, kom-
mutiert, wenn sr, = p(s)r, fiir alle p und s. Fiir alle p # 1 gibt es s € L mit s # p(s);
aus s, = p(s)r, folgt dann r, = 0. Dies zeigt

Zs, (i(L)) = i(L). (5)

Insbesondere ist das Zentrum Z(S,) in (L) enthalten. Nun zeigen (2) und (3), da® ein
i(s) mit s € L genau dann mit allen }° . 7,0, kommutiert, wenn sr, = p(s)r, fiir alle p
und 7,. Da wir 7, = 1 wéhlen kénnen, bedeutet dies s = p(s) fiir alle p, also s € L =K.
So erhalten wir
Z(8y) = i(K). (6)

Daher ist S, ecine zentrale I ~Algebra. Es gilt dimg S, = [L: K]dimy S, = [L : K]2.

Wir wollen nun zeigen, daff S, einfach ist. Sei I ein (zweiseitiges) Ideal ungleich S,
in S,. Wir miissen zeigen, dak I = 0, und nehmen das Gegenteil an. Fiir jedes v =
> pec TpUp setze supp(v) = {p € G | r, # 0}. Wilhle unter allen Elementen in I\ {0}
ein Element v, fiir das |supp(v)| minimal ist. Wére [supp(v)| = 1, so hétte v die Form
v = eV, mit 7, # 0; dies ist aber unmaglich: Die Definition der Multiplikation impliziert,
dafs v, eine Einheit ist; genauer gilt

= (1, 1)y (o,07) Ty, fiir alle 0 € G. (7)
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Aus ryv, € I mit r, # 0 folgt daher I =S, im Widerspruch zur Annahme.

Also gilt |supp(v)| > 2. Fiir alle s,z € L gehéren auch i(s)v = 3 5870, und
vi(t) = 3 eq P() Tpvp zu I; daher gilt - (s — p(t)) rpv, € I. Es gibt 0,7 € supp(v)
mit o # 7. Wihle ¢ € L mit o(t) # 7(¢). Dann ist v' := > pec(T(t)—p(t)) vy ein Element
in I, mit o' # 0, so daf supp(v') echt in supp(v) enthalten ist: Betrachte die Koeffizienten
von vy und vy. Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von v. Also ist S, einfach.

Damit ist gezeigt, dak S, eine einfache, zentrale, endlich dimensionale K —-Algebra ist.
Und nach (5) ist L ein strikt maximaler Teilkérper von S, . [
Beispiel: Ist char K # 2 und [L : K] = 2, so gibt es ¢ € K mit L = K(y/a). Es gilt
dann G = {1,0} mit o(y/a) = —v/a. Fiir jedes b € K* erhalten wir einen 2—Kozykel
v € Z2(G, L*), wenn wir v(1,1) = y(1,0) = v(0,1) = 1 und (0, 0) = b setzen. (Es bleibt
dem Leser iiberlassen, die Kozykelbedingung nachzupriifen.) Nun bilden 1,+/a,vs, /av,
eine Basis von S, iiber K, fiir die gilt, daR (v/a)? = a und v2 = b und v,v/a = o(\/a)v, =
—v/av, . Also ist Sy nach Satz 1.2 zur Quaternionenalgebra Q(a,b|K) isomorph.

8.5. In Satz 8.4 ist L nach Satz 7.6 ein Zerfallungskorper von S, . Also definiert S, eine
Klasse [S,] in der relativen Brauergruppe Br(L/K) von L iiber K. Wir wollen zeigen,
da jede Klasse in Br(L/K) die Form [S,] mit v € Z%*(G,L*) hat, und wir wollen die
Fasern der Abbildung  —— [S,] beschreiben. Zunéchst einige Vorbereitungen.

Fiir alle v1,72 € Z?(G, L*) definiert man ein Produkt durch punktweise Multiplikation,
also durch

(7172) (0, 7) =y1(0,7) ¥2(0, T) fir alle 0,7 € G. (1)

Man iiberpriift leicht, daR dann y;vo € Z2(G, L*). Die Multiplikation macht Z2(G, L*) zu
einer kommutativen Gruppe: Das neutrale Element ist die konstante Abbildung gleich 1;
das Inverse zu einem v ist durch y~!: G x G — L* mit v 1(0,7) = y(o,7)~! gegeben.

Jeder Abbildung 6 : G — L* ordnet man eine Abbildung 5:GxG— L* zu, indem
man

8(0.7) = 8(0) o (8(7)) d(om) ! 2
fiir alle 0,7 € G setzt. Dann ist 3 ein 2—-Kozykel, denn fiir alle p,o, 7 gilt

3(p,0)8(po,7) = 8(p) p(6(0)) 8(por) " 6(po) po(8(7)) 8(porr) !
= 8(p) p(6(0)) po(5()) 6(poT) !
= 8(p) p(8(07)) 8(por) ™! p(8(0)) por(5(7)) p(8(e))

)
= 3\(/)70'7—)/)( (07 ))

Einen 2-Kozykel der Form 3 nennt man einen 2 —Korand; die Menge aller solchen 2—
Koréinder bezeichnen wir mit B2(G, L*). Diese ‘Menge ist eine Untergruppe von Z (G, L¥):
Fiir zwei Abbildungen §1,d90 : G — L* gilt 61 62 = 61(52, wobei 109 durch punktweise
Multiplikation definiert wird; setzt man e(o’) = 1 fiir alle o, so ist & die Eins in Z%(G, L*);
das Inverse zu einem & erhiilt man, wenn man die Konstruktion auf die Abbildung o —
§(o)~! anwendet.

Weil Z2(G, L*) kommutativ ist, konnen wir nun die Faktorgruppe

H*(@G,L¥) = Z%(G,L*)/B*(G, L")



Verschréinkte Produkte 281

bilden. Sie wird die zweite Kohomologiegruppe von G mit Werten in der multiplikati-
ven Gruppe L*genannt. Fiir einen Kozykel v € Z2(G, L*) bezeichnen wir seine Klasse
in H2(G,L*) mit [4].

Die Definitionen von 2—Kozykeln, 2—Kordndern und zweiter Kohomologiegruppe sind
Spezialfiille von allgemeinen Definitionen von n—Kozykeln, n—Kordndern und n—ter Koho-
mologiegruppe fiir alle n € N, wann immer eine Gruppe auf einer kommutativen Grup-
pe durch Automorphismen operiert, siche die Aufgaben 43 und 44. Insbesondere gibt
es eine Kohomologiegruppe H™(G,L*) fiir jedes n € N. Es gilt H°(G,L*) = K* und
HY(G,L*) = {1}; die erste Gleichung ist eine unmittelbare Folgerung aus der Definition,
wihrend die zweite mehr Arbeit erfordert, siche Aufgabe 47.

Satz 8.6. Es gibt einen Isomorphismus von Gruppen
ﬂ:Hz(GvL*) - BT’(L/K), (1)

der jeder Klasse [y] mit v € Z%(G,L*) die Klasse [S,] zuordnet.

Beweis: Wir zeigen zunéchst in mehreren Schritten, daf es eine bijektive Abbildung mit
dieser Eigenschaft gibt. Daf (3 ein Gruppenhomomorphismus ist, wird dann in 8.8-8.11
bewiesen.

(a) Zunichst zeigen wir, dak die Abbildung in (1) wohldefiniert ist. Dazu seien 7,7 €
Z%(G, L*) mit [y'] = [y]. Es gibt also eine Abbildung § : G — L* mit 7/ = §+, also mit

¥ (p,0) = 8(p) p(6(0)) 6(po) " v(p,0)  fiir alle p,o € G.

Wir beniitzen fiir S, die Notation wie in 8.1(2). Sei (v, )scc die zu (vo)sc analoge Basis
von Sy, also mit

O ooty O s0vh) = D2 1 p(s6) 7 (0,0) V.

peG oeG peG oeG

Nun rechnet man leicht nach, daft die L-lineare Bijektion

Sy — Sy, Zr/,v;)»—> eré(p)vp
peG peG

ein Isomorphismus von K -Algebren ist. Damit gilt erst recht [S,] = [S,], und 3 ist
wohldefiniert.

(b) Nun wollen wir eine Umkehrabbildung zu (1) konstruieren. Sei [D] eine beliebige Klasse
in Br(L/K); wir konnen annehmen, daf D eine Divisionsalgebra ist. Nach Satz 7.12 gibt
es eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K -Algebra S, so dafs L ein maximaler
Teilkorper von S ist. Sei ¢ : L — S die Inklusion.

Fiir jedes 0 € G konnen wir den Satz von Skolem und Noether (6.1) auf die Homo-
morphismen von K—Algebren i und i oo von L nach S anwenden. Es gibt daher eine
Einheit u, € S* mit

i(o(x) = ugi(x)uy? fiir alle z € L. (2)
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Schreiben wir der Einfachheit halber z statt i(x), so gilt also o (z) = u, zu;'; es folgt
dann auch u;!ru, = 0~!(x), indem man die urspriingliche Gleichung auf o~(z) statt z
anwendet.

Fir alle 0,7 € G folgt nun

gty Ut T ugruTtust = o(7((o7) M (2))) =

Daher gehort uy,u,u;! zum Zentralisator Zs(L), also zu L, vgl. 7.3. Es gibt deshalb
~(o,7) € L mit

Ug Ur = Y(0,T) Ugr- (3)

Da die u—Terme Einheiten sind, gilt genauer (o, 7) € L*.
Wir zeigen nun, dafl v ein 2-Kozykel ist. Dies folgt aus (fiir alle p,o,7 € G)

(up uU) Ur = ’7(97 U) Upo Ur = ’Y(p7 0) '7(/)0" T) UpoT

und

Up (g Ur) = UpY(0,T) Ugr = (upy(0,T) u;l) Up Ugr = p(Y(0, 7)Y (p, 0T) Upor,

weil U0, eine Einheit ist.

(c) Die Umkehrabbildung zu S soll der Klasse [D] die Nebenklasse des 2-Kozykels ~
zuordnen. Wir miissen zeigen, daf diese Nebenklasse nur von der Klasse [D] und nicht von
den getroffenen Wahlen abhéngt. Gewéhlt haben wir ndmlich zuerst S, dann die Einbettung
von L in S und schlieflich die Elemente u,, 0 € G.

Zu den Einheiten u,: Sei (u), | 0 € G) eine andere Wahl dieser Elemente. Aus (2) folgt
dann, daR jedes u,u;! zu Zg(L) = L gehért. Es gibt also d(c) € L mit u), = 6(c) u, fiir
alle o € G; wegen ul, € S* gilt §(c) € L*. Sei nun ' der 2-Kozykel, der durch die u/,
gegeben ist, also mit u, v, =+/(o, 7). Nun folgt

Uy, U.

= 4(o)

= d(o)o(d(r
)
)

1o,
o T

)

) Ug Ur
= oo )Y
)

(o, 7)6(or) "t W,

oT?

also v/(0,7) = 6(c,7)y(o, 7). Daher definiert 7/ dieselbe Klasse in H2(G, L*) wie ~.

Zur Einbettung ¢ von L: Sei j : L — S eine andere Einbettung. Nach dem Satz von
Skolem und Noether gibt es eine Einheit b € S* mit j(x) = bi(x) b~! fiir alle x € L. Dann
gilt fiir alle 0 € G

jlo(z)) = bi(o(x)) bt =buyi(z)u; bt =bu, b1 j(x) (bus b1).

Wir kénnen also alle u/ := buyb~! als Analoga zu den u, nehmen. Dann gilt fiir alle
o,TeG
ubul = bug b bu, b = bi(y(0, 7)) ugrb L = j(y(0, 7))l

Dies bedeutet, daft auch die Wahl der Einbettung j zu dem Kozykel 7 fiihrt.
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Zur Wahl von S': Es gibt eine positive ganze Zahl r mit S = M, (D), wobei D eine K-
Divisionsalgebra in unserer Klasse ist. Nun ist D nach 5.3 eindeutig bis auf Isomorphie. Und
r ist durch dimg S = [L : K]? bestimmt. Daher ist auch S eindeutig bis auf Isomorphie
festgelegt. Ist nun S’ eine andere Wahl fiir S, so gibt es einen Isomorphismus ¢ : S — S'.
Wir kénnen dann @ oi: L — S als die Einbettung von L als strikt maximalen Teilkérper
withlen. Dann kénnen wir die ¢(u,) als Analoga zu den u, nehmen. Man rechnet nun leicht
nach, daft man wieder denselben 2—Kozykel ~ erhélt.

(d) Nach (c) und (b) haben wir nun eine wohldefinierte Abbildung 3’ : Br(L/K) —
H2(G,L*). Wir zeigen jetzt, dak B o 3" die Identitit ist.

Wir fangen also mit [D] € Br(L/K) an, wéhlen S, ¢ und die u, wie in (b) und
erhalten v wie in (3). Dann konstruieren wir S, mit der Basis aller v, wie in 8.1(2). Nun
betrachten wir die L-lineare Abbildung ¢ : Sy — S mit W(ZpeG TpUp) = ZpEG rpu, fiir
alle 7, € L. Ein Vergleich von (2) und (3) mit 8.1(2) zeigt, dak ¢ ein Homomorphismus
von K —Algebren ist. Weil S, einfach ist, muf ¢ injektiv sein. Aus dimg Sy = [L : K 2=
dimg S folgt nun, daff ¢ ein Isomorphismus ist. Daher gilt 5o 3'([D]) = [S,] = [S] = [D].
Also ist 8o die Identitét.

(e) Es bleibt zu zeigen, daR auch § o 3 die Identitdt ist. Wir beginnen also mit ei-
nem beliebigen Kozykel v und konstruieren S, wie in 8.1(2). Nach 8.4(2) und 8.4(3) gilt
v i(s) = i(o(s))v, fiir alle s € L und o € G. Da jedes v, invertierbar ist, kénnen
wir us = v, wihlen, wenn wir die Konstruktion von (b) auf S = S, anwenden. Aus
Ve Uy = Y(0,7T) V57 folgt nun, daf v gerade der 2—Kozykel ist, den wir oben erhalten, wenn
wir u, = v, wihlen. Daher ist 3'([S,]) = [7]; also ist 3’ o 8 die Identitét. ]
Bemerkung: Die Formel 8.5(2) fiir den Korand zeigt, daR 6(1,1) = §(1). Daraus folgt, dak
jede Klasse in H2(G, L*) einen (oder mehrere) Reprisentanten v mit y(1,1) = 1 enthilt.
Daraus folgt dann ~(1,0) = v(0,1) =1 fiir alle 0 € G.

Beispiel 8.7. Sei [L : K| = 2; es gibt dann ¢ € G mit G = {1,0}. Wie im Beispiel
vor 8.5 gibt es fiir jedes b € K* einen Kozykel v, € Z2(G, L*) mit 75(1,1) = v(1,0) =
Y(0,1) = 1 und 7(0,0) = b. Die Abbildung b +— =y, ist ein Gruppenhomomorphismus
K* — 7Z2(G,L*). Wir behaupten, daf sie einen Isomorphismus

K* [k (L) = H*(G,L") (1)

induziert.

Zur Surjektivitit: Wie oben bemerkt, hat jede Klasse in H?(G, L*) einen Reprisentan-
ten v mit y(1,1) =~(1,0) = 7v(o,1) = 1. Betrachtet man 8.2(1) mit p = o = 7, so erhélt
man y(0,0) = o(y(0,0)), also y(0,0) € LY = K. Daher gilt v = 4, mit b = v(0,0) € K*.
Also ist die induzierte Abbildung K* — H?(G, L*) surjektiv.

Es bleibt, zu zeigen, dak [v5] = [vc] genau dann gilt, wenn ¢ € bnp g (L*). Fiir eine
belichige Abbildung 8 : G — L* gilt §(1,1) = (1) und (0, 0) = §(0) 0(3(0))6(1) " =
nrk(8(0)) §(1)~1. Gilt v, = § 7y, so impliziert v.(1,1) = 45(1,1) = 1, dak (1) = 1; dann
folgt R

c=7(0,0) =6(0,0)Ww(o,0) =ng/r(5(c0))b € bng (L")
Gibt es umgekehrt x € L* mit ¢ = bny k(2), so setzen wir §(1) = 1 und 6(c) = = und
erhalten v, = g'yb.
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Ist char K # 2,so hat L die Form L = K(y/a) mit a € K*. Nun implizieren (1), Satz 8.6
und das Beispiel vor 8.5, dak jede Klasse in Br(L/K) die Form [Q(a,b| K)] mit b € K*
hat. Wir sehen auch, daB [Q(a,b|K)] = [K], also Q(a,b| K) = My(K) genau dann gilt,
wenn b € np g (L*); dies ist im wesentlichen die Aquivalenz von (i) und (iii) in Satz 1.9.
8.8. In dem Spezialfall von 8.7 zeigt Aufgabe 11, daf die Abbildung b — [Q(a,b| K)]
ein Gruppenhomomorphismus von K* nach Br(L/K) ist. Es folgt, daf die Bijektion in
Satz 8.6 ein Isomorphismus von Gruppen ist. Dies wollen wir nun fiir beliebige L und K
zeigen.

Ein Hilfsmittel beim Beweis sind idempotente Elemente, vgl. VIL.7.2. Ist S ein Ring und
ist s € S idempotent, so ist eSe ein Ring mit Einselement e, vgl. Aufgabe VIIL.1. Ist hier S
eine K —-Algebra, gilt also K'1 C Z(S), so folgt K e C Z(eSe); also ist eSe in natiirlicher
Weise eine K —Algebra.

In den Abschnitten 8.10 und 8.11 zeigen wir fiir alle v,y € Z2(G,L*), dak es ein
idempotentes Element e € S, ® S, mit

e (S,y ® S.y/) e = S’Y’Y' (1)
gibt. Dann folgt
BN BT = [85] - [Sy] =[Sy ® Sy] = [Syy] = B - [¥']) (2)

aus dem folgenden Lemma:

Lemma 8.9. Sei S eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra und
sei e € S, e #0, ein idempotentes Element. Dann ist eSe eine zentrale, einfache,
endlich dimensionale K —Algebra; es gilt [eSe] = [S].

Beweis: Es gibt eine zentrale endlich dimensionale K —Divisionsalgebra D und eine ganze
Zahl r > 0 mit S = M, (D). Ist E der (bis auf Isomorphie) einzige einfache S—Modul, so
gilt D°P = Endg F, siche den Anfang von § 5.

Nun ist Se ein S—Untermodul von S. Also gibt es eine ganze Zahl k > 0 mit Se = E*.
Dann folgt Endg Se = M, (D°P). Andererseits findet man leicht einen Isomorphismus von
K—Algebren eSe = (Endg Se)°P: Man ordnet jedem z € eSe die Rechtsmultiplikation
mit x zu; vergleiche Aufgabe VIL.10. Es folgt, daf eSe = My, (DP)°P = M. (D). Daher ist
eSe eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra mit [eSe] = [D] = [5]. ]

Das in 8.8 angekiindigte idempotente Element e € S, ® S,/ liegt in der Unteralgebra L& L
von S,®S,/, wobei wir L mit seinen Bildern in S, und S,/ identifizieren. Daher betrachten
wir zunéchst L ® L etwas genauer.

Lemma 8.10. Es gibt fiir jedes 0 € G genau ein idempotentes Element e, € L ® L

mit
(a®b)es = (1@ 0o(a)b) ey fir alle a,be L. (1)
Es gilt Y cqaeo =1 und eger =0 fiir alle 0,7 € G mit 0 # 7. Die Abbildung
LXLx- XL — L®L  (to)occ— » (1®as)e, (2)
_—
|G| Faktoren ocG

ist ein Isomorphismus von Ringen.
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Beweis: Wir kénnen jedes o € G als Homomorphismus L — L von K—Algebren ansehen.
Die universelle Eigenschaft in 2.4 gibt dann einen Homomorphismus ¢ : L ® L — L von
L—-Algebren mit o(a ® b) = o(a)b fir alle a,b € L.

Wiéhlen wir eine Numerierung o1, 09,...,0, von G; hier ist n = |G| = [L : K|. Die 4;
lassen sich nun zu einem Homomorphismus von L-Algebren

¢:L®L — LxLx---XL, z— (o1(x),02(x),...,0n(x))
———
|G| Faktoren

kombinieren. Fiir alle a,b € L gilt
p(a©b) = (1(a) b,os(a)b,...., ou(a) D). 3)

Sei vy, wvo,...,v, eine Basis von L iiber K. Dann ist v7 @ 1, v2® 1,...,v, ® 1 eine
Basis von L ® L iiber L. Es gilt ¢(v; ® 1) = (01(vs),02(vi), ..., 0n(v;)) fiir alle 7. Nach
Korollar VI.3.4 ist det(c;(v;)) # 0. Dies impliziert, daf die p(v; ® 1) linear unabhéngig
iber L sind, also eine Basis von L™ iiber L. Daher bildet ¢ eine Basis auf eine Basis ab
und ist bijektiv.

Fiir alle ¢, 1 <4 < n, setze ¢, = (0,...,0,1,0,...,0) mit der 1 an der i—ten Stelle.
Dies ist ein idempotentes Element in L x L x ---x L. Setze e,, := ¢~ !(e;) fiir alle 4. Damit
haben wir fiir jedes 0 € G ein idempotentes Element e, € L® L definiert. Aus 1 =37, ¢;
folgt 1 =3 cqeo; aus e;ej = 0 fiir i # j folgt ey er = 0 fiir 0 # 7. Fiir alle a,b € L
und alle 7 gilt

o(a®b)es) =pla®b)e; =(0,...,0,0:(a)b,0,...,0). (4)

Daraus folgt ¢((a ®b)es;) = ¢((1 @ gi(a)d) ey, ), also (a ® b) ey, = (1 ® oi(a)d) ey, . Also
erfiillt jedes e, die Gleichung (1).
Fiir jedes n—tupel (a1,as,...,a,) € L x L x --- x L gilt nach (4)

o Yay,ag,...,a,) = Z(l ® a;i) €q, -
i=1
Dies zeigt (2).

Es bleibt zu zeigen, da® e, das einzige idempotente Element in L® L ist, das (1) erfiillt.
Sei also f € L ® L idempotent mit (a ® b) f = (1 ® 0;(a)b) f fiir alle a,b € L und ein
festes ¢. Dann ist o(f) idempotent in L x L X --- x L. Die idempotenten Elemente in
diesem direkten Produkt sind genau die n—tupel mit allen Koeffizienten in {0,1}. Daher
gibt es eine Teilmenge J C {1,2,...,n} mit ¢(f) = >_;c;¢;. Daraus folgt f =3, ;e
und fiir alle a € L

Y (®oj(@)es, =) (a@1)er, =(@@1)f=(1®0i(a) f =) (1®0i(a)) er,-
jeJ jeJ jeJ
Wegen (2) folgt oj(a) = 0;(a) fir alle j € J und alle a € L, also J = {i} und f=e,,. ®m
8.11. Seien v und v Kozyklen in Z%(G, L*). Wir identifizieren L mit seinen Bildern in

S, und S, und wenden auf die Unteralgebra L ® L von S, ® S, die Notationen von
Lemma 8.10 an. Setze e :=eq.
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Fiir S, benutzen wir die Notation von 8.1(2) mit der Basis (v,)seq; die entsprechende
Basis von Sy heike (v,)scc. Fiir alle a € L und o € G gilt also

! a ()™t =o(a).

=o(a) und v a

Vg AV, o

Daraus folgt in S, ® S, fiir alle a,b € L
(e ®1)(a®@b)(v;' ®@1) =0c(a) 0.
Dies impliziert, daf (v, ® 1) (L ® L) (v;' ® 1) = L® L. Daher ist (v;'®1)e (v, ® 1) ein
idempotentes Element in L ® L. Nun gilt fiir alle a,b € L
(@@b)(z'@le(w, 1) = (' @1)(o(a)@b)e(v, @1)
= (v;'el)(1ea(a)b)e(v,®1)
= (1®ac(a)b) (v;l®1)e(v, ®1).

Die Eindeutigkeitsaussage in Lemma 8.10 impliziert nun (v;1®1) (0(a)®b)e (v, ®1) = €,
also
ey ®1) = (v, ®1) e, (1)

Analog zeigt man fiir alle 0 € G, daff
(1ov,)e=es (1) (2)
Fiir alle 0,7 € G und a,b € L folgt
elav, ®@bv))e =e(a®b) (v, ®1)(1®V)e=(a®b)e(v, ®1)e, (1))
=(1®ab)(ve®@1)eser (1QV) =07 (1®ab) (ve @1) e, (1 QV))
=057 (1 ®ab)e(vy ®@0L).
Weil S, ® Sy von allen av, ® bv. als additive Gruppe erzeugt wird, zeigt dies, daff
e(Sy®Sy)e = {Z(l@aa)e(%@v;) | ay € L fiir alle 0 € G }.
oeG

Weiter rechnet man nun leicht nach, wobei Einzelheiten dem Leser tiberlassen werden, dafs
(1®a)e(vs ®@vy) - (1@ b)e(vr ®v7) = (1@ ao(b)y(o,7)y (0.7)) € (vor @V,,)  (3)

fiir alle 0,7 € G und a,b € L.
Sei nun (wq)seq die Basis von S, iiber L, die analog zur Basis (vs)seq von Sy ist.
Es gibt nun eine surjektive L—lineare Abbildung

Y:Syy — e(S,®8y)e, Zaowt7 — Z(l ® ay)e(vy RV,).

oelG oeG

Aus (3) folgt, daf ¢ ein Homomorphismus von K -Algebren ist. Weil S, einfach ist, muf
1 injektiv, also bijektiv sein. Damit haben wir 8.8(1) bewiesen. Wie in 8.8 bemerkt, folgt
nun 8.8(2). Dies bedeutet, daf die Bijektion S von Satz 8.6 sogar ein Isomorphismus von
Gruppen ist.
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Satz 8.12. Seien R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra und
L/K eine endlich dimensionale K —Algebra mit Galoisgruppe G := G(L/K) wvon der
Ordnung n := |G|. Ist [R] € Br(L/K), so ist die Ordnung von [R] in Br(K) ein
Teiler von n.

Beweis: Unter dem Isomorphismus von Gruppen H?(G, L*) — Br(L/K) in 8.6 entspricht
der Klasse [R] eine Klasse [y] mit einem Kozykel v € Z2(G,L*). Man betrachte die
Kozykelbedingung

v(p,0)v(po,7) = (p,o7) p(7(0,7))
fiir alle p,o,7 € G. Bildet man das Produkt {iber alle 7 € G, so erhédlt man:

Yp o) [ v(pesm) = [0 0m) oI ] 2o 7).

TeG TeG T€G

Setzt man § : G — L*, 0 — [[.c (0, 7), so erhilt man

Y(p, o)™ = 8(p) p(8(0)) 6(po) ™t = 8(p, o)
fiir alle p,o € G, also 4" = §. Daher haben erst [v] in H*(G,L*) und dann [R] in
Br(L/K) C Br(K) eine Ordnung, die n teilt. [
Korollar 8.13. Jedes Element in der Brauergruppe Br(K) hat endliche Ordnung.
Beweis: Nach Korollar 7.11 ist Br(K) = J;, Br(L/K), wobei L iiber die endlichen Ga-
loiserweiterungen von K lauft. |
§ 9 Zyklische Algebren

In diesem Abschnitt sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe
G := G(L/K). Wir zeigen hier, daf in diesem Fall die verschréankten Produkte von 8.3 eine
besonders einfache Form haben.

9.1. Sei v € ZY(G,L*). Nach 8.4 enthilt die einfache, zentrale, endlich dimensionale
K-Algebra S, den Kérper L als strikt maximalen Teilkérper. Als verschranktes Produkt
von L mit G ist S, von der Form

S, = PrLu
=

mit iiber L linear unabhéngigen Elementen u, € S, 0 € G. Es gilt
Ug x = 0(T) Uy fir alle z€ L und 0 € G (1)

und
Uy Ur = V(0,T) Upr fir alle 0,7 € G. (2)

Wir wihlen ein erzeugendes Element w der zyklischen Gruppe G; es gilt also G =
{Id,w,w?,...,w" 1} mit n = [L : K]. Wir setzen u := u, € S3. Aus (1) erhélt man
mittels Induktion fiir alle i € Z, da

wzuTt = Wi(x) fiir alle z € L. (3)
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Daraus folgt u,, u™ € Zs, (L) = L. Es gibt also ein y; € L* mit u’ = y;u,,: . Daher bilden
auch die u*, 0 < i < n, eine Basis von S, iiber L. Weiter folgt u™ € Zg, (L) = L. Wendet

man das erzeugende Element w von G auf u” an, so ergibt sich w(u”) = uu™u™! = u”.

Also folgt u" € K* wegen L¢ = K.
Damit hat S, die Darstellung S, = @?:_01 Lu'. Es gilt uz = w(z)u fir alle z € L,
und u" € K*. Man nennt eine Algebra dieser Form eine zyklische Algebra.

Wir wollen zeigen: Betrachten wir alle moglichen Kozykel «, so treten oben alle a € K*
als u” auf. Dazu definieren wir fiir jedes a € K* eine Abbildung
1 fiir i +j < n,

Ya:GxG—=L" (@)~ (4)
a firi+j>n,

(fiir 4,5 =0,1,...,n—1).

Satz 9.2. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G
der Ordnung n, sei w ein erzeugendes Element von G. Fiir jedes a € K* st die
Abbildung v, ein Kozykel in Z*(G,L*). Das zugehdrige verschrinkte Produkt Sya
von L mit G hat die Form

(L,G,va) @Lu

mit ux = w(z)u fir alle x € L und u™ = a.
Beweis: Aus der Definition von ~, folgt durch einfache Rechnung, daft die Kozykelbedin-
gung o o o ‘ ‘
Ya(@',07) Yo (W™, 0F) = Ya (W, W) W (a (0, "))
fir alle 4,5,k =0,1,...,n — 1 erfiillt ist. (Man unterscheidet sechs Félle.)
Nach der Konstruktion in 8.1-8.4 gilt fiir das zugehorige verschriankte Produkt S, , dak

n—1
= @ L,
=0

und daf wu,z = w(z)u, fir alle z € L. Wegen v,(1,1) = 1 gilt uy = 1 = u°. Aus der
allgemeinen Formel _

Ui Uy = Yo (W', w) Ugit
folgt induktiv, daff u,: = uZU fir 1 <i<nund 4} =au, =au; = a. Setzt man u 1= u,,,
so folgt die Behauptung. |

Satz 9.3. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G
der Ordnung n, sei w ein erzeugendes Element von G. Seien a,b € K*. Die K-
Algebra Sy, ist genau dann zur K -Algebra S, isomorph, wenn es ein y € L* mit
b=np/k(y)a gibt.
Beweis: Nehmen wir zunéchst an, dak S,, = S,,. Nach 8.6 gilt dann [y,] = [7,] fiir die
zugehdrigen Klassen in H 2(@, L*). Dies bedeutet, daf es eine Abbildung 6 : G — L* gibt,
so daf v, = 5 Ya; also gilt nach der Definition von 5 in 8. 5(2)

(o, 7) = 6(0) a(5(7)) 8(o7) ! Ya(o, T) fiir alle 0,7 € G. (1)
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Setzen wir hier 0 =7 =1 ein, so erhalten wir §(1) =1 wegen 75(1,1) =1 = v,(1,1). Der
Spezialfall
(W' w) = 6w ' (3(w)) 8™ T e (W' w)

von (1) impliziert fir ¢ <n —1, daR

(™) = 8(w") w'(3(w)), (2)
und fiir i = n — 1 wegen d(w") = 6(1) = 1, dak

b=30w" Hw (§(w))a. (3)

Aus (2) folgt durch Induktion, daf &(w?) = H;;t Wi (8(w)). Setzen wir dies in (3) ein, so

erhalten wir
n—1

b=a [’ (6w)) = angk(6())
j=0
Damit haben wir eine Richtung im Satz bewiesen.

Nehmen wir nun umgekehrt an, daf es ein y € L* mit b = np ;g (y) a gibt. Wir benutzen
fir S,, die Notation wie in Satz 9.2. Es gibt also u € S mit ur = w(z)u fir alle
z e L,sodak 1,u,u?, ..., u"" ! eine Basis von S,, iber L ist. Fiir S,, benutzen wir eine
entsprechende Notation mit %’ an Stelle von u.

Setze nun v := yu € S,,. Mit Hilfe von uz = w(z)u zeigt man durch Induktion, dafs
Vi = H};%) wi(y) u® fiir alle 4 > 0. Daraus folgt einerseits, dak auch 1,v,v2,...,v" ! eine
Basis von S, iiber L ist. Andererseits erhalten wir v" = np/x(y) a = b. Nun siecht man
leicht, daf S77 ) ci(u')! v Y17 ¢’ (fiir alle ¢; € L) ein Isomorphismus von K ~Algebren
Sy, — S, ist. [ ]

Fafit man diese Ergebnisse zusammen, so erhélt man, unter Verwendung von 8.6:

Satz 9.4. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G,
sei w ein erzeugendes Element von G. Die Zuordnung a — [S,] = B([7a]) induziert
Isomorphismen

K*/np(LY) = HY(G,L*) -5 Br(L/K). (1)

Die erste Abbildung hdangt von der Wahl von w ab. Insbesondere wird jedes Element
in Br(L/K) durch ein verschrinktes Produkt von L mit G wvon der Form S,, =
(L,G,va) reprisentiert. Hierbei ist a modulo kernp g eindeutig bestimmt.

Beweis: Nach 9.1 hat jede Klasse in Br(L/K) einen Représentanten der Form S, fiir
ein @ € K*. Daraus folgt nach 8.6, dak K* — H2(G,L*) mit a — [y,] surjektiv ist.
Und Satz 9.3 impliziert mit 8.6, dak [v)] = [va] zu b € np g (L*)a édquivalent ist. Da
offensichtlich 7, v, = yap fiir alle a,b € K*, erhalten wir den ersten Isomorphismus in (1).

Ersetzt man w durch ein anderes Erzeugendes, also durch ein w? mit (d,n) = 1, so
ersetzt man w in 9.1 durch u?, also a = u™ durch (u®)" = u™ = a¢. Auf diese Weise
hangt der erste Isomorphismus in (1) von w ab. [ ]
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UBUNGEN
§ 1 Quaternionenalgebren
1. Sei Q@ = Q(a,b| K) eine Quaternionenalgebra iiber einem Korper K, char K # 2, versehen
mit der Basis 1,7,j,k wie in 1.1. Ein Quaternion x = zol + x17 + x2j + x3k mit allen
z, € K heiflt rein, falls zop = 0 gilt. Die Menge der reinen Quaternionen in @ werde
mit Qo bezeichnet. Zeige fiir alle 2 € Q,z # 0, daf = € Q¢ genau dann, wenn = ¢ K
und 22 € K. Folgere, daf ein Isomorphismus von K -Algebren ¢ : Q — Q' zwischen
Quaternionenalgebren stets ¢(Qo) = @ erfiillt.
2. Wieviele Losungen hat die Gleichung X2 = —1 in der Hamiltonschen Quaternionenalgebra?

3. Seien K ein Korper und a,b € K. Betrachte wie in 1.1 die zweidimensionale K —Algebra A

10.

§2

11.

mit Basis 1,7, so daf i?> = al. Bezeichne den Automorphismus = +— Z von 1.1(1) mit o
und betrachte den Schiefpolynomring A, [X] wie in Abschnitt C. Zeige: Das Element X2 —b
gehort zum Zentrum von A,[X]. Das Linksideal A,[X](X? —b) ist ein zweiseitiges Ideal
in A,[X]. Der Restklassenring A,[X]/A,[X](X? —b) ist zu Q (a,b| K) isomorph.

. Zeige: Die R—Algebra H der Hamiltonschen Quaternionen ist zu

{(71 g) | z,w € C} C My(C)

isomorph.

. Seien K ein Korper mit char K # 2 und a € K. Setze Q = Q (4,0 K) und [ := {z € Q |

2% = 0}. Zeige, dak I ein zweiseitiges Ideal in Q ist, daR dimg I = 2, falls a # 0, und daf
dimg I = 3, falls a = 0.

. Sei Q@ = Q(a,b| K) eine Quaternionenalgebra iiber einem Korper K, char K # 2. Zeige fiir

alle z,y € Q, dak xzy — yx ein reines Quaternion (wie in Aufgabe 1) ist.

. Zeige, dak jede Quaternionenalgebra @ (a,b| K) zu ihrer entgegengesetzten Algebra isomorph

ist: Q(a,b|K)=Q (a,b| K)°P.

. Seien @ und Q' zwei Quaternionenalgebren iiber einem Koérper K, char K # 2, seien N

und N’ die zugehorigen Normabbildungen. Zeige: Ist ¢ : Q@ — Q' ein Isomorphismus
von K —Algebren, so induziert ¢ eine K -lineare Abbildung der zugrunde liegenden K-
Vektorrdume, fiir die N(z) = N'(p(z)) fir alle z € Q gilt. (Man sagt, daf @ und @’
versehen mit den Normformen isometrisch als quadratische Rdume sind.)

. Sei K ein Korper mit char K # 2. Zeige fiir alle a € K*, daf die beiden Quaternionenalge-

bren Q (a,—a|K) und Q (a,1—a|K) [falls a # 1] zur Matrizenalgebra M>(K) isomorph
sind.

Sei p eine Primzahl mit p =3 (mod 4). Zeige, dak @ (—1,p|Q) eine Divisionsalgebra ist.

Tensorprodukte von Algebren

Seien K ein Koérper und a, b, b’ € K*. Betrachte in der Quaternionenalgebra Q = Q (a,b| K)
(bzw. Q" = Q (a,V'| K)) die Basis 1,4,j,k (bzw. 1,¢,j',k’") wie in 1.1. Im Tensorprodukt
Q Rk Q' setze man

1=1®1, I=i®l, J=j®7, T=1®j, ST=ik.

Zeige: Die von 1,1, J, I.J erzeugte K —Unteralgebra ist zur Quaternionenalgebra Q (a,bb’ | K)
isomorph. Die von 1,°I,%J,*I °J erzeugte K —Unteralgebra ist zur Matrizenalgebra M (K)
isomorph. Es gibt einen Isomorphismus

Q(a,b| K) @k Q(a,b' | K) = Q (a,bV | K) @K M2(K)
von K —Algebren.
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12.
13.

14.

15.

16.
17.

§3

18.

19.

20.

21.

§4

22,

23.

24.

25.

26.

Sei L/K eine Korperweiterung mit L # K. Zeige, dak die Algebra L @ k¢ L kein Korper ist.

Seien A ein kommutativer Ring und R (bzw. S) ein Polynomring {iber A in n (bzw. m)
Unbestimmten. Zeige, daff R ®4 S ein Polynomring tiber A in n + m Unbestimmten ist.

Seien A ein kommutativer Ring und I ein Ideal in A. Zeige: Fiir jede A—Algebra R ist
I R ein zweiseitiges Ideal in R, und man hat einen Isomorphismus A/l ® 4 R = R/IR von
A-Algebren. (Hinweis: VIL.4.3)

Seien K ein Korper und L/K eine Korpererweiterung. Zeige, daf es einen Isomorphismus
von L-Algebren @ (a,b| K)®x L — Q (a,b| L) gibt. (Hinweis: VIL.10.8)

Zeige, daf die C—Algebra H ®g C zur Matrizenalgebra Ms(C) isomorph ist.

Sei L/K eine endliche separable Korperweiterung. Sei K ein algebraischer Abschluf von K
mit L C K. Bezeichne mit oy, 09,...,0, die K-Homomorphismen L — K. Zeige: Es gibt
fiir jedes i einen Homomorphismus &; : L&x K — K von K-Algebren mit 7;(z®1) = 0;()
fiir alle € L. Zeige, daf

p: Log K - KxKx---xK, 2 (61(2),02(2), ..., 00(2))

ein Isomorphismus von K —Algebren ist.

Zentrale Algebren

Sei K ein Korper mit char K # 2. Zeige: Das Zentrum von @ (0,0]K) ist zu K[X]/(X?)
isomorph.

Seien K ein Korper und Ry, Re zwei K —Algebren. Zeige: Gibt es eine Korpererweiterung
L/K mit Ry ®x L = Ry ® L als L—Algebren, so gilt dimg Z(R1) = dimg Z(Rz2).

Seien K ein Korper mit char K # 2 und a,b € K. Bestimme den Zentralisator von A =
K1+ Kiin Q(a,b|K), sowohl wenn @ # 0 und wenn a = 0.

Bestimme den Zentralisator in M3(C) der Unteralgebra von Aufgabe 4.

Einfache Algebren

Seien K ein Korper und n eine positive ganze Zahl. Eine K —-Algebra R heift innere Form
von M, (K), wenn es einen Erweiterungskorper L von K gibt, so dal R@x L = M, (L) als
L—Algebren. Zeige: Ist eine K—Algebra R eine innere Form von M, (K), so ist R zentral
und einfach.

Seien K ein Korper und n > 1 eine ganze Zahl. Bestimme den Zentralisator in R := M, (K)
der Unteralgebra S aller Diagonalmatrizen in R und zeige, daf die natiirliche Abbildung
Zg(S)®Kx S — R, a® b+ ab, nicht injektiv ist.

Finde eine einfache Unteralgebra S in R := M>(R), so daf die Abbildung Zg(S) ®r S — R
(wie in 4.3) nicht injektiv ist.

Finde einen Korper K und K —Algebren R und S, wobei S einfach ist, aber die Abbildung
I— I®S von Satz 4.4 nicht bijektiv ist. (Hinweis: Aufgabe 12.)

Seien K ein Korper und S die Unteralgebra in R := My(K) aller Blockmatrizen der Form

Qz) mit A € My(K). Bestimme Zg(S) und zeige mit elementaren Methoden, daf die

natiirliche Abbildung Zz(S) ®x S — R surjektiv ist.
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§ 5 Die Brauergruppe

27. Seien K ein Korper und D eine zentrale, endlich dimensionale K —Divisionsalgebra. Seien n
und r positive ganze Zahlen. Zeige: M, (K) ist genau dann zu einer Unteralgebra von M, (D)
isomorph, wenn r | n.

28. Seien K ein Korper und D eine zentrale, endlich dimensionale K —Divisionsalgebra. Sei r eine
positive ganze Zahl. Zeige: D ist genau dann zu einer Unteralgebra von M, (K) isomorph,
wenn dimg D | r.

29. Seien D; und D; endlich dimensionale Divisionsalgebren iiber einem Kérper K. Zeige: Ist
D, zentral, so gibt es eine Divisionsalgebra C iiber K und eine positive ganze Zahl r, so
dal D1 ® Dy = M, (C) wobei r | dimg D; fiir ¢ = 1,2. (Bemerke, daf hieraus auch Satz 5.13
folgt.)

§ 6 Der Satz von Skolem und Noether

30. Seien K ein Korper und R eine zentrale, einfache endlich dimensionale K —Algebra. Zei-
ge: Die Gruppe Autg_n R aller Automorphismen von R als K-Algebra ist zu R*/K*
isomorph. Insbesondere gilt Aut g _a1g My (K) = GL,(K)/K*.

Algebren mit Involutionen

Seien K ein Kérper und R eine K —Algebra. Eine Involution auf R ist ein K -Modulautomorphis-
mus o : R — R mit 02 =1dg und o(zy) = o(y) o(z) fiir alle 2,y € R. Sind (R,0) und (R',0")
jeweils K —Algebren mit Involutionen, so heifft ein Isomorphismus von K —Algebren ¢ : R — R’
mit ¢(o(z)) = o’(p(x)) fir alle € R ein Isomorphismus von K —Algebren mit Involution.

31. Sei (R,0) eine K—Algebra mit Involution. Zeige:
(a) Es gelten o(1) =1 und o(u~!) = o(u)~" fiir jede Einheit u € R.
(b) Ist auch (S,7) eine K —Algebra mit Involution, so ist (R ®x 5,0 @ 7) eine K —-Algebra
mit Involution. Ist L/K eine Korpererweiterung, so ist (R @k L,o0 ® Idy,) eine L—Algebra
mit Involution.

(c) Ist ¢ : R — R’ ein Isomorphismus von K —Algebren, so ist ¢ 0 0 o ¢! eine Involution
auf R'.

32. Entscheide, ob es sich in den folgenden Féllen einer K —Algebra R und einer Abildung 7 :
R — R um eine Involution auf R handelt.
(a) R=Q(a,b|K) mit a,b € K* wiein § 1 und 7 gleich der Konjugation wie in 1.5.
(b) R = K]|G], die Gruppenalgebra iiber K einer endlichen Gruppe G, wobei 7 auf der
Basis (eg)gee wie in § VIIL5 durch 7(gy) = g,-1 fiir alle g € G gegeben ist.

(¢) R=M,(K) und 7: 2+~ ' (die Transponierte von z).
(d) R= My(D) mit D=Q(a,b|K), a,b € K*, und

(5 2)-(

T: —

w T
wobei z — T die Konjugation von 1.5 auf D ist.

33. Seien S eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra und o : S — S eine Invo-

lution auf S. Zeige:

SIS
8l g

1

(a) Ist u € S* eine Einheit mit o(u) = +u, so definiert die Zuordnung z — uo(z)u™",

z € S, eine Involution auf S.
(b) Ist 0’ : S — S eine Involution auf S, so gibt es ein u € S*, eindeutig bestimmt bis auf
Multiplikation mit einem Element aus K*, so daf ¢’ = Int(u) o o und o(u) = +u.
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34.

35.

36.

37.

38.

Seien K ein Kérper und R = M,,(K) versehen mit der Involution o, : R — R, x +— uatu™!

fir ein u € R* mit v = Fwu. Die Involution o, heifit symmetrisch (oder orthogonal),
wenn u' = wu; sie heift antisymmetrisch (oder symplektisch), wenn u! = —u. Zeige: Ist
¢ : (R,04) — (R,0,) ein Isomorphismus von K—Algebren mit Involution, so ist o, genau
dann symmetrisch, wenn o, symmetrisch ist.

Sei R eine zentrale, einfache, endlich dimensionale K —Algebra vom Grad n. Sei o eine
Involution von R. Zeige:

(a) Ist L ein Zerfallungskorper von R und ist v: R®x L — M, (L) ein Isomorphismus von
L—-Algebren, so ist ooz, 0y~ ! eine Involution der L—Algebra M, (L).

(b) Seien L und L’ Zerféllungskorper von R, seien v : RQg L — My, (L) und v : RQx L' —
M, (L") Isomorphismen von Algebren {iber L bzw. L. Zeige, daf v oo, 0y~! genau dann
symmetrisch ist, wenn 4/ o o7/ o (y/)7! symmetrisch ist.

Man nennt nun o symmetrisch (bzw. antisymmetrisch), wenn fiir jeden Zerféllungskorper L
von R und fiir jeden Isomorphismus v : R ®x L — M, (L) von L-Algebren die Involution
v oor oy~ ! symmetrisch (bzw. antisymmetrisch) ist. Bemerke, da o nach (b) entweder
symmetrisch oder antisymmetrisch ist.

Seien K ein Korper und R = M, (K). Fir jedes v € R* definiert man eine Bilinear-
form b, auf K™ durch b,(y,z) = y'uz, wobei y und z als Spaltenvektoren aufgefasst
werden. Zeige, daf (R, 0y,) genau dann zu (R, o0,) isomorph ist, wenn es g € GL,(K) und
a € K* mit b,(y,z) = aby(gy, gz) fir alle y,z € K™ gibt. Zeige, dak G, = {g € GL,(R) |
bu(gy,9z) = by(y, z) fiir alle y,z € K™} eine Untergruppe von GL,(K) ist. Man nennt G,
die orthogonale (wenn u® = u) oder symplektische Gruppe (wenn u® = —u) von b, . Zeige:
Ist (R,0y) zu (R,o0,) isomorph, so sind G, und G, in GL,(K) konjugiert.

Seien K ein Korper mit char K # 2 und Q = Q(a,b| K) mit a,b € K*. Zeige: Die Involution
7:0Q — Q, ©+— T, erfiillt die Bedingungen z7(z) € K und z + 7(z) € K fir alle z € Q.
Zeige: Erfiillt eine zweite Involution 7/ auf @ ebenfalls diese Bedingungen, so gilt 7/ = 7.

Ist die Involution 7 auf @ (wie in Aufgabe 37) symmetrisch oder antisymmetrisch?

§ 7 Maximale Teilkorper

39.

40.

41.

42.

Seien K ein Korper und n > 0 eine ganze Zahl. Zeige, daf ein Erweiterungskorper L von K
genau dann zu einem Teilkérper von M, (K) isomorph ist, wenn [L : K| endlich ist und n
teilt.

Sei R eine zentrale, einfache endlich dimensionale K —~Algebra. Setze n = grady R. Zeige:
(a) Der Index indg R teilt n. Es gilt genau dann indg R = n, wenn R eine Divisionsalgebra
ist.

(b) Ist S eine zentrale, einfache endlich dimensionale K —Algebra mit [R] = [S] in Br (K)
so gilt indg R = indg S

(c¢) Esgilt indg R =min{[L : K| | L ist Zerfallungskorper von R}.

Seien R eine zentrale, einfache endlich dimensionale K —Algebra und L/K eine endliche
Korperweiterung. Zeige:

(a) indz(R® L) teilt indg R.

(b) indgR teilt [L: K]-ind (R® L).

(¢) Sind indgR und [L: K] teilerfremd, so gilt ind;(R® L) = indx R.

Seien D eine zentrale, endlich dimensionale Divisionsalgebra iiber K und L/K eine endliche
Korperweiterung, so daf$ [L : K| eine Primzahl ist, die grady D teilt. Zeige: Der Korper L
ist genau dann zu einem Teilkérper von D isomorph, wenn D ® L keine Divisionsalgebra ist.
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§ 8 Verschriankte Produkte

43.

44.

45.

46.

47.

Seien G eine Gruppe und (M, +) eine kommutative Gruppe, auf der G durch Automorphis-
men operiert. Fiir alle n € N ist die Menge C"(G, M) aller Abbildungen von G™ nach M
eine kommutative Gruppe unter punktweiser Addition, also unter (fi+ f2)(z) = fi(x)+ fa2(x).
(Hier ist G° = {1}.)

(a) Zeige: Fiir jedes n € N ist die Abbildung d" : C"(G, M) — C"*1(G, M) mit

d™(f) (91,5 9nsgni1) = G1(f(92- s gns1)) + i (1) f (91,5 GiGit1s -+ Gnr1)
+(71)n+1f(gl7 ne 7.971)

ein Gruppenhomomorphismus; es gilt d**! o d® = 0 fiir alle n € N.

(b) Setze Z"(G,M) := kerd"” und B"*(G,M) := imd" sowie B°(G,M) = 0. Ele-
mente von Z"(G, M) bzw. von B"(G,M) heifen n—Kozyklen bzw. n—Korander. Zeige,
dak B"(G,M) C Z"(G,M) fir alle n € N. Man nennt die Faktorgruppe H"(G, M) :=
Z™(G,M)/B"(G, M) die n-te Kohomologiegruppe von G mit Werten in M .

(c) Zeige, dah HO(G, M) zur Untergruppe M der Fixpunkte von G in M isomorph ist.

Zeige, dak die Definitionen von Z%(G, L*) in 8.3 und von B?(G, L*) in 8.5 Spezialfille der
Definitionen in Aufgabe 43 sind.

Sei G eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n mit erzeugendem Element o. Sei
(M,+) eine kommutative Gruppe, auf der G durch Automorphismen operiert. Zeige, daf
f = f(o) ein Gruppenisomorphismus von Z!(G, M) auf die Untergruppe aller & € M mit
Z;:ol ol(x) = 0 ist. Zeige, daf dieser Isomorphismus B(G, M) auf die Untergruppe aller
o(z) —2 mit € M abbildet.

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G := G(L/K). Zeige,
dak H'Y(G,L) =0 und H'(G,L*) = 1. (Hinweis: Aufgabe 45, Satz V1.6.8, Satz VI1.6.7.)

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung; setze G := G(L/K). Zeige, daft H'(G,L*) = 1.
(Hinweis: Sei f € Z'(G, L*). Betrachte fiir alle z € L* die Summe a, := Y . f(0)o().)

§ 9 Zyklische Algebren

48.

49.

50.

51.

Ist die Matrixalgebra M, (H), n > 1, iiber den Hamiltonschen Quaternionen eine zyklische
Algebra?

Benutze Satz 9.4, um einen neuen Beweis fiir den Satz 7.13 von Wedderburn zu geben.
(Hinweis: Aufgabe VI.34)

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit zyklischer Galoisgruppe G der Ordnung n.
Sei w ein erzeugendes Element von G. Es sei char K kein Teiler von n, und es gebe eine
primitive n—te Einheitswurzel ¢ in K. Sei a € K*. Betrachte die zyklische Algebra

n—1

S’Yu = (L?Gﬂ rYu) = @Lul

i=0

mit uz = w(z)u fir alle € L und u™ = a. Zeige: Es gibt v € L* mit L = K(v) und
w(v) = (v. Dann gilt uv = (vu, es gibt b € K* mit b = v, und die Elemente uiv? mit
0<i<nund 0<j<n bilden eine Basis von S,, tiber K.

Seien K ein Korper und n > 1 eine ganze Zahl, so dafs char K kein Teiler von n ist und so
daf K eine primitive n—te Einheitswurzel ¢ enthélt. Zeige:
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52.

53.

54.

(a) Es gibt eine K ~Algebra A¢(a,b| K) der Dimension n? mit Elementen u,v € A¢(a,b| K),
so dak u" = al, v" = bl, uv = Cvu und so daf die Elemente u'v’ mit 0 < i < n und
0 < j <n eine Basis von A¢(a,b|K) iiber K bilden.

(b) Die K-Algebra A¢(a,b| K) ist zentral und einfach.

(c) Ist X™ — b irreduzibel in K[X], so ist A¢(a,b|K) eine zyklische K —Algebra.

(d) Ist A eine K —Algebra mit Elementen z,y € A, so daf 2" = al, y" = bl und zy = (yz,
so gibt es einen injektiven Homomorphismus ¢ : A¢(a,b| K) — A von K-Algebren mit
p(u) =z und pv) =y.

(e) In dem Fall n =2 ist A_1(a,b| K) zu Q(a,b| K) isomorph.

Seien D ein Divisionsring und n > 1 eine ganze Zahl. Zeige:

(a) Es ist n die grofte ganze Zahl d, fiir die es Linksideale Ei, Es,...E4 ungleich 0 in
M, (D) mit M,(D)=Ey & Ey@®--- & Eg gibt.

(b) Es ist n die grofite ganze Zahl d, fiir die es idempotente Elemente eq, ea, ..., e4 ungleich 0
in M,,(D) mit 1 =e;+ex+---+eq und ee; =0 fiir alle i # j gibt.

Sei A eine zentrale einfache Algebra vom Grad n iiber einem Korper K. Fiir jedes a €
A definiert f — f(a) einen Ringhomomorphismus ¢, : K[X] — A. Es gibt genau ein
normiertes Polynom mgq x € K[X] mit ker ¢, = (mq k). Zeige:

(a) Es ist A genau dann ein Divisionsring, wenn mq x fiir jedes a € K irreduzibel in K[X]
ist.

(b) Gibt esein a € A, so daf mg x ein Produkt von n verschiedenen Linearfaktoren in K [X]
ist, so gilt A = M, (K). (Hinweis: Aufgabe 52)

Seien K,n,(,a,b und Ac(a,b| K) wie in Aufgabe 51. Zeige: Hat b eine n—te Wurzel in K,
so gilt A¢c(a,b|K) = M, (K).






X Ganze Ringerweiterungen und Dedekindringe

Dem Begriff der algebraischen Korpererweiterung entspricht in der Ringtheorie der Be-
griff der ganzen Ringerweiterung, der bei Anwendungen in der algebraischen Geometrie
und in der algebraischen Zahlentheorie eine grofe Rolle spielt. Im zweiten Fall betrachtet
man als zentrale Objekte fiir jede endliche Kérpererweiterung K/Q den grofiten Unterring
von K, der ganz liber Z ist — den Ring der ganzen Zahlen in K. Diese Ringe sind im
Gegensatz zu Z im allgemeinen keine Hauptidealringe mehr. Sie haben aber statt einer
Zerlegung der Elemente in Primfaktoren eine (eindeutige) Zerlegung der Ideale als Produk-
te von Primidealen. Diese von Dedekind entdeckte Tatsache fithrt zum allgemeinen Begriff
eines Dedekindringes, der nicht nur solche Zahlringe, sondern auch Ringe von algebraischen
Funktionen umfaft.

Dieses Kapitel beginnt mit einer Diskussion von ganzen Ringerweiterungen. Dann kommt
eine Definition der Dedekindringe, die jedoch nicht die oben erwéhnte Faktorisierung von
Idealen benutzt. Diese Eigenschaft wird erst in § 3 bewiesen, nachdem wir zuvor in § 2 ge-
zeigt haben, wie man Dedekindringe mit Hilfe von Kérpererweiterungen erhélt. Am Schlufs
von § 3 definieren wir noch Idealklassengruppen, bevor wir in § 4 das Verhalten von Prim-
idealen bei ganzen Erweiterungen von Dedekindringen studieren.

Im folgenden seien alle Ringe als kommutativ vorausgesetzt.

§ 1 Ganze Ringerweiterungen

1.1. Sei A Unterring eines Ringes B. Ein Element x € B heifit ganz dber A, falls ein
normiertes Polynom f € A[X] mit f(z) = 0 existiert, d.h., wenn = einer polynomialen
Gleichung

"4 apa" a2+ 4a, =0

mit irgendwelchen a; € A geniigt.
Offensichtlich ist jedes x € A ganz iiber A. Sind A und B Korper, so ist ein Element
x € B genau dann ganz iiber A, wenn es algebraisch {iber A ist.

Eine sehr niitzliche Charakterisierung dieser Eigenschaft liefert:
Satz 1.2. Seien A ein Unterring eines Ringes B und x ein Element in B. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Das Element z ist ganz iber A.
(ii) Der Ring Alx] ist endlich erzeugbar als A-Modul.
(iii) Der Ring Alz] ist in einem Unterring C' von B enthalten, so dafi C' ein endlich
erzeugbarer A-Modul ist.
Beweis: (1) = (ii) Ist x ganz iiber A, so existiert f € A[X], f = X"+ a1 X" 1+ - +a,
mit f(x) =0. Fiir alle j > 0 gilt deshalb

2" = (a2 4 aga™ T b a2 4 a,ad).

Mittels Induktion folgt z* € A[l,z,22,...,2""!] fiir alle k > 0. Der Ring A[z] wird
deshalb als A-Modul von den endlich vielen Elementen 1,z,2,...,2" ! erzeugt.
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(i) = (iii) Setze C = Alz].
(i) = (i) Als A-Modul werde C' von den endlich vielen Elementen ¢y, ¢z, . .., ¢, erzeugt.
Wegen Afz] C C gehéren alle z¢; zu C, und es gibt deshalb ;; € A mit

n
rc; = Z’yi]' Cj. (1)
j=1

Setze M = (my;) € M,(Alz]) gleich der Matrix mit m;; = d;;& — 7;;. Es bezeichne M°
die adjungierte Matrix von M es gilt also M° - M = det(M) I,,, wobei I,, die Einheits-
matrix ist. Ist u der Spaltenvektor, dessen Eintrdage gerade ci,ca,...,¢, sind (in dieser
Reihenfolge), so folgt aus (1), dak M u = 0, also auch, daf M° M u = 0. Dies impliziert

det(M)¢; =0 fiir alle 1 = 1,2,...,n.

Dann gilt auch det(M)c =0 fir alle ce C' =37, Ac;. Weil C als Unterring von B das
Element 1 enthélt, folgt schlieflich det(M) = 0. Aber det(M) = det(d;;x — ;) ist ein
normiertes Polynom vom Grad n in z mit Koeflizienten in A. |

Korollar 1.3. Sei A ein Unterring eines Ringes B.

(a) Sind z1,x9,...,x, Elemente in B, die ganz iber A sind, so ist der Ring
Alzy,@a, ..., 2] ein endlich erzeugbarer A—-Modul.

(b) Sei B zudem Unterring eines Ringes C. Ist B ein endlich erzeugbarer A—Modul
und ist ein y € C' ganz tdber B, so ist y auch ganz iber A.

Beweis: (a) Dies zeigt man durch Induktion iiber n. Der Fall n = 1 ist die Aussage “(i)
= (ii)” von Satz 1.2. Sei n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist Alzi,z2,...,Tn—1]
ein endlich erzeugbarer A-Modul. Weiter ist A[xi,x2,...,2,] ein endlich erzeugbarer
Alzy, 29, ..., 25-1]-Modul, da x, auch ganz iiber Alxq,xa,...,2T,_1] ist. Dies ergibt, daf
Alzy, @9, ..., x,] auch endlich erzeugbar als A-Modul ist, vgl. den Beweis von Satz V.1.2.

(b) Der Ring Bly] ist ein endlich erzeugbarer B—Modul. Da B nach Voraussetzung endlich
erzeugbar als A-Modul ist, muf B[y] auch als A-Modul endlich erzeugbar sein. Wegen
Aly] C Bly| folgt die Behauptung nun aus Satz 1.2. [

Satz/Definition 1.4. Ist A ein Unterring eines Ringes B, so bilden die Elemente
in B, die ganz tiber A sind, einen Unterring von B. Dieser Ring heif$t die ganze
Hiille von A in B.

Beweis: Sind x,y € B ganz liber A, so ist Afz,y] ein endlich erzeugbarer A-Modul, der
4y, r—y und xy enthalt. Also sind auch alle diese Elemente ganz iiber A. ]

1.5. Stimmt die ganze Hiille von A in B mit A iiberein, so heifft A ganz abgeschlossen
in B. Ist diese ganze Hiille von A in B gleich B, so heifst B ganz diber A oder B eine
ganze Ringerweiterung von A. Die ganze Hiille von A in B ist immer ganz abgeschlossen
in B, weil jedes Element y € B, das ganz iiber der ganzen Hiille von A in B ist, nach
Korollar 1.3 auch ganz iiber A ist.

Ein Integritatsbereich heifst ganz abgeschlossen, wenn er ganz abgeschlossen in seinem
Quotientenkorper ist.
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Lemma 1.6. Jeder faktorielle Ring ist ganz abgeschlossen.

Beweis: Seien A ein faktorieller Ring und K ein Quotientenkorper von A. Sei a/s € K
mit a,s € A und s # 0 ein Element im Quotientenkorper, das ganz {iber A ist. Wir kénnen
annehmen, daf (a,s) = 1. Es gibt n > 0 und ag,a1,...,a,—1 € A mit

(a/s)" + an—1(a/s)" ' + - +ai(a/s) +ag = 0.
Dies ergibt nach Multiplikation mit s™
a" + sap_1a"" " + -+ " Laja + s"ag = 0,
woraus s | a™ folgt. Wegen (a,s) =1 muf nun s eine Einheit in A sein, also a/s € A. =

Satz 1.7. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und sei A ein Integritits-
bereich mit Quotientenkérper K. Ist A ganz abgeschlossen, so ist ein Element o € L
genau dann ganz tber A, wenn das Minimalpolynom mq i von a dber K in A[X]
liegt.

Beweis: Da mg, g normiert ist, impliziert mq g € A[X], da « ganz iiber A ist.

Sei umgekehrt « ganz iiber A. Es gibt also f € A[X], f # 0, mit f(«a) = 0. Nach
Definition des Minimalpolynoms gilt max | f in K[X]. Uber einem algebraischen Ab-
schluf L von L zerfillt ma x = [l (X — «;) mit geeeigneten aq,as,...,0, € L. Aus
ma,x | f folgt f(a;) = 0 fiir alle ¢. Daher ist jedes «; ganz iiber A. Dann sind auch
alle Koeffizienten von mq,x = [[;-(X — ;) ganz iiber A. Aber diese Koeffizienten liegen
in K; weil A ganz abgeschlossen ist, impliziert dies mq,x € A[X]. |

Korollar 1.8. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung und sei A ein ganz
abgeschlossener Integritdtsbereich mit Quotientenkorper K. Ist ein Element a € L
ganz iber A, so gellen tr k(o) € A und np k(o) € A.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.7 und Satz VI.6.4.

Beispiel 1.9. Weil Z als Hauptidealring ganz abgeschlossen ist, kénnen wir Satz 1.7 und
Korollar 1.8 auf A =7 und K = Q anwenden.

Als Beispiel betrachten wir L = Q(v/d), wobei d # 1 wie in Beispiel 111.3.5(2) eine
quadratfreie Zahl # 1 in Z ist. Offensichtlich ist v/d ganz iiber Z als Nullstelle von X2 —d.
Ist d=1 (mod 4),soist auch (14++/d)/2 ganz iiber Z als Nullstelle von X2—X+(1—d)/4.
Dabher ist jedes Element in dem Ring Oy = Z @ Zwy von Beispiel 111.3.5(2) ganz iiber Z.
(Es war wg = (1 ++/d)/2, wenn d=1 (mod 4), sonst wy = v/d.)

Es gilt sogar, daR Oy die ganze Hiille von Z in Q[v/d] ist: Jedes Element o € Q[v/d]
1Rt sich eindeutig als o = a + bv/d mit a,b € Q schreiben. Ist o ganz iiber Z, so folgt
aus dem Korollar, daf 2a € Z und a? — b%d € Z, vgl. Beispiel 2 in V1.6.1. Elementare
Uberlegungen zeigen nun, daf dann entweder a,b € Z oder a,b € (1/2) + Z; der zweite
Fall kann nur auftreten, wenn d =1 (mod 4).

Ein anderes Beispiel wird in Aufgabe 26 betrachtet: Sei ¢ € C eine primitive p—te
Einheitswurzel fiir eine Primzahl p. Dann ist die ganze Hiille von Z in dem Kreisteilungs-

korper Q(¢) gleich Z[(].
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§ 2 Dedekindringe und Koérpererweiterungen

Definition 2.1. Ein Integritétsbereich A heifit Dedekindring, falls die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt sind:

(1) A ist ein noetherscher Ring.
(2) A ist ganz abgeschlossen.
(3) Jedes von Null verschiedene Primideal in A ist maximal.

Lemma 2.2. Jeder Hauptidealring ist ein Dedekindring.

Beweis: Seien A ein Hauptidealring und K ein Quotientenkérper von A. Nach II11.5.11 ist
A noethersch. Die Eigenschaft 2.1(2) folgt aus Lemma 1.6. Jedes Primideal # 0 in A ist
nach II1.5.2.b ein maximales Ideal in A. ]

Satz 2.3. Seien A ein Dedekindring und K ein Quotientenkdrper von A. Seien
L/K eine endliche separable Korpererweiterung und B die ganze Hiille von A in L.
Dann gilt:

(a) Der Integritatsbereich B ist ein endlich erzeugbarer A—Modul.

(b) Der Integrititsbereich B ist ein Dedekindring.

Der Beweis dieses Satzes erstreckt sich {iber die folgenden Abschnitte und wird in 2.8
abgeschlossen. Unterwegs beweisen wir zwei Lemmata unter schwécheren Voraussetzungen.

Lemma 2.4. Seien A ein Integrititsbereich und K ein Quotientenkorper von A.
Seien L/K eine endliche Korpererweiterung und B die ganze Hille von A in L.
Dann gibt es fiir jedes y € L ein s € A, s # 0, mit sy € B. Es gibt eine Basis von L
als Vektorraum uber K, die aus Elementen von B besteht.

Beweis: Weil L/K endlich ist, gibt es zu jedem y € L ein Polynom f € K[X], f # 0, mit
f(y) =0. Indem wir f mit einem Hauptnenner multiplizieren, kénnen wir annehmen, daf
f € A[X]. Es gibt also m > 0 und ag,ai,...,a, € A mit ag # 0, so daf

agy™ +ary™  +azy™ P+ a1y + am = 0.
Multipliziert man diese Gleichung mit aghl, so erhélt man

2 m—l_O

(apy)™ + a1 (agy)m_1 + agap(apy)™ “+ -+ am,1a6”_2(a0y) +apay T =

Deshalb ist agy ganz iiber A, also ist apy € B.
Wenden wir diese Konstruktion auf alle Elemente in einer Basis von L als Vektorraum
iber K an, so erhalten wir eine Basis, die in B enthalten ist. |

2.5. Wir beweisen nun die Aussage (a) in Satz 2.3. Dabei konnen wir die Voraussetzungen
leicht abschwéichen: Es reicht, dafs A noethersch und ganz abgeschlossen ist.

Nach Lemma 2.4 gibt es eine Basis vy, vs,...,v, von L iiber K, so dafs v; € B fiir alle ¢
gilt. Nach Satz VI.6.6.b definiert (v,w) := trp g (vw) eine nicht ausgeartete, symmetrische
Bilinearform auf L, weil L/K separabel ist. Daher gibt es eine “duale” Basis wy,wa, ..., w,
von L iber K, so dafs (v;,w;) = &;; fiir alle ¢ und j gilt. Fiir ein beliebiges y € L hat
man dann y = Y7 (v, y) w;.
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Ist y € B, so folgt aus Korollar 1.8, daf (v;,y) = trp/x(viy) € A fiir alle i. Also gilt
y € > Aw;. Dies zeigt, daf§

B C Awy + Awsg + - + Aw,.

Weil A noethersch ist, impliziert nun Satz VII.6.8, dak B als Untermodul eines endlich
erzeugbaren A—Moduls selbst endlich erzeugbar ist.

2.6. Betrachten wir nun die Aussage (b) in Satz 2.3. Nach (a) ist B ein endlich erzeugbarer
Modul tiber dem noetherschen Ring A. Jedes Ideal in B ist insbesondere ein A—Untermodul
von B, also endlich erzeugbar iiber A; dann ist es erst recht endlich erzeugbar iiber B.
Also ist B ein noetherscher Ring.

Aus Lemma 2.4 folgt auch, dat L ein Quotientenkdrper von B ist. Ist ein Element y € L
ganz iiber B, so ist es nach Korollar 1.3.b auch ganz iiber A, und damit gilt y € B. Dies
zeigt, dak B ganz abgeschlossen ist.

Es bleibt zu zeigen, daf B die Eigenschaft 2.1(3) hat. Dazu brauchen wir ein etwas
allgemeineres Lemma:

Lemma 2.7. Seien B ein Integrititsbereich und A ein Teilring von B, so dafi B
ganz tdber A ist. Seien p ein Primideal in B und a ein beliebiges Ideal in B. Dann
gilt: Aus p Ca folgt pNACanA.

Beweis: Es gibt y € a mit y ¢ p. Weil y € B ganz liber A ist, gibt es n > 0 und
ap, a1, ...,ay, € A mit

0=ap+awy+-+apy" und a, = 1. (1)

Wegen p # B gilt a, =1 ¢ p. Daher gibt es m < n mit a,, ¢ p, aber ap,a1,...am-1 €p.
Nun folgt aus (1), daf

—(ao + ary + -+ amflymil) = ym (am + Am+1Y + -+ anynim) (2)

Nach Wahl von m gehort die linke Seite in (2) zu p, also auch die rechte Seite. Weil p ein
Primideal ist und weil y ¢ p, folgt "I a;y’™™ € p C a. Wegen y € a impliziert dies
am €aNA. Da a,, ¢ pn A, erhalten wir die Behauptung. ]

2.8. Wir schliefsen nun den Beweis von Satz 2.3 ab. Sei q # 0 ein Primideal in B. Dann ist
qN A ein Primideal in A. Wenden wir Lemma 2.7 auf (p,a) = (0,q) an, so folgt gNA # 0.
Weil A ein Dedekindring ist, muf q N A also ein maximales Ideal in A sein. Fiir jedes
Ideal a in B mit q C a gilt nun qNA CanA, also an A = A; dies impliziert 1 € a und
a = B. Also ist q ein maximales Ideal in A. [ ]

Ein algebraischer Zahlkorper ist ein Erweiterungskorper L von Q, so daf die Erweiterung
L/Q endlich ist. Die ganze Hiille von Z in L nennt man dann den Ring der ganzen Zahlen
i L. Er wird mit Oy, bezeichnet.

Korollar 2.9. Ist L ein algebraischer Zahlkorper, so ist der Ring Op der ganzen
Zahlen in L ein Dedekindring.

Beweis: Weil der Hauptidealring Z ein Dedekindring ist, konnen wir Satz 2.3 mit A = 7Z
und K = Q anwenden. |
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Satz 2.10. Seien A ein Hauptidealring und K ein Quotientenkdrper von A. Seien
L/K eine endliche separable Korpererweiterung und B die ganze Hiille von A in L.
Dann ist B ein freier A-Modul vom Rang [L : K|. Jede Basis von B als A-Modul
ist auch eine Basis von L als Vektorraum dber K .

Beweis: Der Beweis in 2.5 zeigt, daf B ein Untermodul eines freien A-Moduls vom
Rang [L : K] ist. (Die w; dort sind linear unabhéngig iiber K, also erst recht iiber A.)
Daher ist B nach Satz VII.8.3 ein freier A-Modul vom Rang < [L : K].

Aus Lemma 2.4 folgt, daf eine Basis von B als A-Modul ganz L als Vektorraum
iiber K erzeugt. Daher enthilt diese Basis mindestens [L : K] Elemente. Zusammen mit
der fritheren Abschitzung folgt, daR der Rang von B iiber A genau gleich [L : K] ist.
Auferdem ist eine Basis von B als A-Modul nun ein Erzeugendensystem von L iiber K
aus dimg L Elementen, also eine Basis von L iiber K. ]

2.11. Man erhélt eine weitere wichtige Klasse von Dedekindringen auf folgende Weise: Es
seien A = K[X] der Polynomring iiber einem Koérper K in einer Unbestimmten X und
B die ganze Hiille von A in einer endlichen separablen Erweiterung L des Quotientenkor-
pers K(X) von K[X]. Nach Satz 2.3 ist B dann ein Dedekindring.

Man nennt einen Korper L dieser Form einen algebraischen Funktionenkorper iiber K
und B den Ring der ganzen algebraischen Funktionen in L.

Sei zum Beispiel f € K[X] ein Polynom positiven Grades, das nicht durch ein Quadrat
eines irreduziblen Polynoms teilbar ist. Wir kénnen dann L = K (X)[y/f] betrachten. Ist
char K # 2, so ist L/K(X) eine Galoiserweiterung, und ein Argument wie in 1.9 zeigt, daf
B=K[X|®K[X]\V/T.

Als zweites Beispiel betrachte man eine endliche Korpererweiterung Ki/K und setze
L = Ki(X). Dann ist L/K(X) endlich: Ist K; = K(ay,...,a,) mit allen a; algebraisch
iiber K, so folgt L = K(X)(aq,...,a,), und die a; sind erst recht algebraisch iiber K(X).
Die ganze Hiille B von A = K[X] ist nun gleich K;[X]: Einerseits sind X und alle
Elemente von K; ganz iiber K[X]; dies gibt K;[X] C B. Andererseits ist der Haupt-
idealring K7[X] ganz abgeschlossen; weil jedes Element in L, das ganz iiber K[X] ist,
erst recht ganz iiber K;[X] ist, folgt daraus B C K;[X]. Ist nun by,...,b, eine Basis
von K iiber K, so gilt Ki[X]| = @} K[X]b;, und by,...,by ist auch eine Basis von B
iiber A = K[X].

§ 3 Primidealzerlegung

3.1. Seien A ein Integritdtsbereich und K ein Quotientenkorper von A. Ein A-Unter-
modul M von K heifst gebrochenes Ideal von A, wenn ¢ M C A fiir ein ¢ #0 in A. Ein
Ideal in A das man zur besseren Unterscheidung nun ein ganzes Ideal von A nennt
ist auch ein gebrochenes Ideal von A: Man nehme ¢ = 1.

Jeder endlich erzeugbare A-Untermodul M von K ist ein gebrochenes Ideal von A.
Sind nédmlich yy,y2,...,yn € K erzeugende Elemente von M, so gibt es einen gemeinsamen
Nenner fiir die y;, also ein s € A, s # 0 mit sy; € A fiir alle ¢. Dann folgt aber s M C A.

Ist A noethersch, so ist jedes gebrochene Ideal M von A endlich erzeugbar als A-Modul.
Es gibt néimlich ¢ € A, ¢ # 0 und ein ganzes Ideal a mit M = ¢ 'a.

Sind M und N gebrochene Ideale von A, so definieren wir ihr Produkt M N als die
additive Gruppe aller endlichen Summen ), z;y; mit allen z; € M und y; € N. Dann ist
M N wieder ein gebrochenes Ideal von A. Also erhalten wir auf der Menge aller gebrochenen
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Ideale von A durch (M, N)+— M N eine Verkniipfung, die offensichtlich kommutativ und
assoziativ ist. Der Ring A ist ein neutrales Element, da AM = M fiir jedes gebrochene
Ideal M von A gilt.

Gebrochene Ideale von A der Form (z) := zA = {za | a € A} mit z € K* werden
gebrochene Hauptideale genannt. Es gilt (z) (y) = (xy) fiir alle z,y € K*.

Fiir jedes gebrochene Ideal M von A setzen wir

(A:M):={zeK|zMCA}.

Dies ist ein A-Untermodul # 0 von K. Gilt M # 0, so ist (A : M) ein gebrochenes Ideal:
Es gibt dann ndmlich @ € M N A mit a # 0; daraus folgt a (A : M) C A. Fiir jedes y € K*
gilt (A:(y) = ().

Ein gebrochenes Ideal M von A heiflt invertierbar, wenn es ein gebrochenes Ideal N
von A mit M N = A gibt. In einem solchen Fall ist N eindeutig bestimmt, und zwar ist
N = (A:M). Es gilt nimlich N C (A: M)=(A: M)MN C AN = N. Offensichtlich
ist jedes gebrochene Hauptideal invertierbar.

Satz 3.2. Sei A ein Dedekindring. Fir jedes Ideal a # A, (0) von A gibt es bis
auf ihre Reihenfolge eindeutig bestimmte Primideale pi,p2,...,pr in A mit a =

Pip2- .- Pr-
Beweis: Wir zeigen zunéchst einige Hilfsausagen (1) — (4).
(1) Fiir jedes Ideal a # A,(0) von A gibt es Primideale p1,pa2,...,pr # (0) in A mit
pipo...pp Ca.

Nehmen wir an, dies sei falsch: Die Menge aller Ideale a # A, (0) von A, fiir die (1)
nicht gilt, ist nicht leer. Weil A noethersch ist, enthélt sie ein maximales Element.

Sei a solch ein maximales Element. Dann kann a kein Primideal sein. Es gibt also
Elemente b,c € A mit b ¢ a und ¢ ¢ a, aber bc € a. Dann ist a echt in den Idealen
b := (b) +a und ¢ := (c¢) + a enthalten, und es gilt bc C a. Wegen der Maximalitét
von a gibt es Primideale p1,p2,...,pm # (0) in A mit pips...ps, C b und Primideale
Pmt1, Pmt2s -+, Pn 7 (0) in A mit pry1Pmi2. .. pn C c. Dann folgt

pip2 . PmPm1Pmiz. . Pn CbcCa

— Widerspruch! Also gilt (1).

(2) Flir jedes Primideal p # (0) von A gilt (A:p) # A.

Seizep, x#£0.Ist p=(x),s0gilt 271 € (A:(z))=(A:p) und 271 ¢ A, und wir
sind fertig.

Es gelte also p # (z). Nach (1) gibt es in A Primideale p1,p2,...,pr # (0) mit
p1p2...pr C (z). Wir wihlen diese Primideale, so daf & so klein wie moglich ist. Wenn das
Primideal p ein Produkt ab von zwei Idealen a und b enthélt, so muf es einen der beiden
Faktoren enthalten. Aus

pp2...pr C () Cp

folgt also, daf p O p; fiir ein j. Nach Umnumerierung kénnen wir annehmen, daf p O py;
es gilt sogar p = p1, weil p; nach Definition eines Dedekindringes ein maximales Ideal ist.
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Wegen der Minimalitit von k ist pa...px ¢ (). Es gibt also y € pa...pg mit y ¢ (z),
also mit yz~! ¢ A. Andererseits gilt

Zy eppe ... pr C ()

fiir alle z € p, also zyz~' € A. Damit folgt yz~' € (A : p), und somit (2).

(3) Fiir jedes Primideal p # (0) von A und jedes Ideal a # (0) von A gilt a C a(A:p).

Wegen A C (A :p) gilt a C a(A : p). Sei a1,aq,...,a, ein Erzeugendensystem des
Ideals a in A. Wére a(A : p) = a, so gibe es fiir jedes z € (A : p) Elemente v;; € A
mit za; = Y77 vija;. Wie beim Beweis von (iii) = (i) in Satz 1.2 betrachtet man nun die
Matrix M = (my;) mit m;; = d2 — v;; und zeigt, dak det(M)a; = 0 fiir alle 5. Wegen
a # 0 und weil A ein Integrititsbereich ist, folgt det(M) = 0. Wie in 1.2 bedeutet dies,
dal z ganz iiber A ist. Nun folgt aus der Voraussetzung 2.1(2), daf = € A. Das zeigt
(A:p) C A, also auch (A :p)=A im Widerspruch zu (2).

(4) Fiir jedes Primideal p # (0) von A gilt p(A:p)=A.

Nach Definition von (A : p) gilt p(A : p) C A, also ist p(A : p) ein Ideal in A. Da p
ein maximales Ideal von A ist und p C p (A : p) nach (3) gilt, mufs p (A :p) = A sein.

(5) (Ezistenz) Sei T die Menge aller Ideale # (0), A in A, die sich nicht als Produkt
endlich vieler Primideale schreiben lassen. Wir wollen zeigen, daR T = ), und nehmen
deshalb an, daf T # 0. Weil A noethersch ist, gibt es ein maximales Element a in T'.
Wegen a € T kann a kein Primideal in A sein. Nach Korollar II1.3.7 gibt es ein maximales
Ideal p in A mit a C p. Nun gilt nach (3) und (4)

aCa(A:p)Cp(A:p)=A

Wiére a (A :p) = A, so folgte p=Ap =a(A:p)p =aA = a. Das ist unmoglich, weil a
kein Primideal ist. Also ist a(A : p) ein Ideal # A in A, das a echt enthélt. Wegen der
Maximalitat von a gilt a (A :p) ¢ T, also gibt es Primideale p1,po,...,pg in A mit

pip2 ... pr=a(A:p).

Daher ist
a=aA=a(A:p)p=pip2... P
ein Produkt von Primidealen im Widerspruch zu a € T'.

(6) (Eindeutigkeit) Seien pipa...pr = qiqz...q; zwei Zerlegungen eines Ideals in A
als Produkt von Primidealen ungleich Null. Wir miissen zeigen, daft k = [ und daf nach
Umnumerierung p; = ¢, fiir alle 4. Wir benutzen Induktion iiber .

Aus p1 D pip2... Pk = q102 ... q; folgt wie beim Beweis von (2), dak es ein ¢ mit p; D g,
gibt. Nach Umnumerierung koénnen wir annehmen, daff p; D q;. Weil g1 nach 2.1(3) ein
maximales Ideal ist, folgt p; = q1. Multiplizieren wir nun unsere Gleichung mit (4 : p1), so
ergibt (4), daR pa...pr =¢2...q;. Nun wenden wir Induktion an. (Im Fall k£ = 1 erhalten
wir hier A =gqy...q; C g, fiir alle ¢ > 1; das ist nur fiir [ = 1 moglich.) |



Primidealzerlegung 305

Satz/Definition 3.3. Sei A ein Dedekindring. Die gebrochenen Ideale ungleich
Null von A bilden unter der Multiplikation eine abelsche Gruppe, genannt die Ideal-
gruppe Ja von A. Das neutrale Element ist A. Das inverse Element zu einem ge-
brochenen Ideal M # 0 ist M~ := (A: M).

Beweis: Es wurde bereits in 3.1 bemerkt, daf die Multiplikation kommutativ und assoziativ
ist und daR A ein neutrales Element ist. Nach Behauptung (4) im Beweis von Satz 3.2 hat
jedes Primideal # 0 ein Inverses fiir diese Multiplikation. Das gilt dann auch fiir alle
Produkte solcher Primideale, also nach Satz 3.2 fiir alle Ideale # 0 in A. Ist M ein
gebrochenes Ideal von A, so gibt es ¢ € A, ¢ # 0 mit ¢cM C A. Ist M # 0, so ist
cM = (c) M # 0 ein Ideal # 0 in A und daher invertierbar. Nun folgt M (c) (cM)™! = A,
und auch M hat ein Inverses. Es gilt M1 = (A : M) wie schon in 3.1 bemerkt. u

Korollar 3.4. Sei A ein Dedekindring. Jedes gebrochene Ideal M # 0 von A lifst
sich eindeutig in der Form
M = lelp (M)
p

mit allen vy(M) € Z und vy(M) = 0 fir fast alle p darstellen, wobei das Produkt
dber alle Primideale p # 0 in A lduft. Die Idealgruppe J4 ist die durch die Primideale
p # 0 erzeugte freie abelsche Gruppe.

Dies ist nun klar.

3.5. Seien A ein Dedekindring und K ein Quotientenkorper von A. Ordnen wir jedem
a € K* das gebrochene Hauptideal (a) zu, so erhalten wir einen Gruppenhomomorphismus
@ : K* — J4. Das Bild P4 von ¢ ist die Gruppe der gebrochenen Hauptideale. Die
Faktorgruppe J4/Pa heifit die Idealklassengruppe von A (oder von K) und wird mit Clg
bezeichnet. Der Kern von ¢ ist die Menge alle a € K* mit (a) = A, fillt also mit der
Gruppe A* aller Einheiten in A zusammen. Man erhélt somit eine exakte Sequenz

1— A —K"— Jy —Cly — 1.
Beachte, daff Cl4 =1 genau dann gilt, wenn A ein Hauptidealring ist.

Korollar 3.6. Seien A ein Dedekindring und a,b Ideale ungleich 0 in A.

(a) FEs gilt genau dann b C a, wenn es ein Ideal ¢ in A mit b = ac gibt.

(b) Die Ideale in A, die a umfassen, sind in der Notation von Korollar 3.4 gerade

die [],, P ®) mit 0 < r(p) < vp(a) fir alle p.

(¢) FEs gilt

vp(a+b) = min(p(@), (b)), vp(a 1 b) = max(rp(a), vp(b))

und vy(ab) = vy(a) + vp(b) fir alle Primideale p # 0 in A.
Beweis: (a) Die eine Richtung ist klar, weil man ganz allgemein ac C a hat. Es gelte
umgekehrt b C a. Dann folgt (A :a)b C (A:a)a = A; also ist ¢ := (A : a)b ein Ideal
in A. Nun gilt ac=a(A:a)b=Ab=0>.
(b) Dies folgt aus (a) und der Eindeutigkeit in 3.4.

(c) Die beiden ersten Behauptungen folgen aus (b), weil a+ b das kleinste Ideal in A ist,
das a und b umfaft, und weil a N b das grofste Ideal in A ist, das in a und b enthalten
ist. Die letzte Behauptung ist nach Korollar 3.4 offensichtlich. |
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Satz 3.7. Ist ein Dedekindring A auch faktoriell, so ist A ein Hauptidealring.

Beweis: Sei p ein Primideal ungleich 0 in A. Sei a € p, a # 0. Dann ist a keine Einheit
in A, da p # A. Es gibt Primelemente pi,ps,...,pr € A mit a = pipa...p,, weil A
faktoriell ist. Da a € p und da p ein Primideal ist, gibt es ein 4 mit p; € p, also auch mit
(pi) C p. Esist (p;) ein Primideal ungleich 0, weil p; ein Primelement ist. Im Dedekind-
ring A impliziert die Inklusion (p;) C p nun p = (p;).

Damit haben wir gezeigt, daf jedes Primideal ungleich 0 in A ein Hauptideal ist. Weil
ein Produkt von Hauptidealen wieder ein Hauptideal ist, folgt die Behauptung nun aus
Satz 3.2. [ ]

§ 4 Zerlegungsgesetze

In diesem Abschnitt seien A ein Dedekindring und K ein Quotientenkorper von A. Es
selen L/K eine endliche separable Korpererweiterung und B die ganze Hiille von A in L.

4.1. Fir jedes Primideal p # 0 in A ist das von p in B erzeugte Ideal Bp ungleich Null.
Es gilt auch Bp # B. Um dies zu sehen, wéhlen wir ein z € (A : p) mit © ¢ A. So ein z
existiert, weil A =p(A:p) ¢ pA = p; vergleiche auch 3.2(2). Gilt nun Bp = B, so folgt
2 € Br = Bpx C Bp(A:p) = BA=B,also € BNK = A, weil A ganz abgeschlossen
ist — Widerspruch!

Weil B nach Satz 2.3 ein Dedekindring ist, gibt es paarweise verschiedene Primideale
PB1,Po, ..., Py ungleich Null in B und Exponenten ey, ez,...,e, > 0 mit

Bp = PP ... By’ (1)
Mit dieser Notation gilt:
Lemma 4.2. Es sind P1,Pa, ..., Py genav die Primideale P in B mit PNA=p.

Beweis: Fiir alle 7 gilt B; D Bp D p, also PB; N A Dp. Esist P; N A ein Ideal in A, und
zwar gilt P; N A # A wegen 1 ¢ P;. Weil p im Dedekindring A ein maximales Ideal ist,
folgt PN A =p.

Ist umgekehrt P ein Primideal in B mit ‘BPNA = p, so folgt P D Bp. Nach Korollar 3.6.b
mufs B eines der PB; sein. |

4.3. Wir behalten die Notationen von 4.1 bei. Man nennt e; den Verzweigungsindex v
on PB; iber p. Wegen PB;NA = p konnen wir den Restklassenkorper A/p mit dem Teilkdrper
(A+%9;)/%B; von B/P; identifizieren. Nach Satz 2.3 ist B ein endlich erzeugbarer A-Modul,
daher ist auch B/9; endlich erzeugbar iiber A/p und die Korpererweiterung B/9B; D A/p
ist endlich. Wir setzen

fi=1[B/Bi: A/p| (1)
und nennen f; den Trigheitsgrad von §B; uber p. Mit dieser Notation:

Satz 4.4. Es gilt > 7 e f; =[L: K].

Beweis: Sind Q7 D Qs Ideale in B mit pQy C Qa, so ist Q1/9Q2 in natiirlicher Weise
ein Vektorraum iiber dem Korper A/p. Die Annahme pQ; C £ ist sicher fiir alle Ideale
91 D Qo erfiillt, wenn Bp C Qo. Wir beweisen den Satz, indem wir zeigen, dafs beide
Seiten in der Behauptung gleich der Dimension von B/Bp iiber A/p sind.
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Aus p CB; folgt pP; C ‘]3;'“ fiir alle ¢ und alle » > 0. Wir behaupten, dafs
dimy ), Bj /P, = £ fiir alle ¢ und 7. (1)

Wegen der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung im Dedekindring B gilt i]:?:'H # P7, also
gibt es v € PT mit v ¢ ‘B;H. Das Ideal Bv + ‘B;H hat nach Korollar 3.6.b die Form 3}
mit s <r+1. Aus v ¢ ‘B:H folgt s < v+ 1 und aus v € P! folgt s > r. Also gilt
BT = Bu + P71, Die Abbildung b — bv + PBI T ist eine surjektive B-lineare Abbildung
B — 7/ ‘B:H. Der Kern umfaft B; und ist ein Ideal # B in B, also gleich dem maximalen
Ideal 3;. Damit erhalten wir eine Bijektion

B/P; = BB b+ P b+ P

Diese Abbildung ist A/p-linear. Daher haben beide Seiten dieselbe Dimension iiber A/p;
dies impliziert (1).

Fiir alle ¢ gilt Bp C P77, also hat B/P;" eine natiirliche Struktur als Vektorraum
iiber A/p. Wenden wir (1) auf alle Faktoren der Kette

BOP; DB D D PY

3

an, so folgt
dimy,, B/ = eif; fiir alle 4. (2)

Fiir ¢ # j folgt aus Korollar 3.6.c, dak ;" + ‘B? = B. Daher impliziert der chinesische
Restsatz (I111.3.10), da wir einen Isomorphismus

g9 g9
B/Bp=B/[[¥ = [[B/B,  b+Bp— (b+B)i<icy
i=1 i=1

haben. Diese Abbildung ist offensichtlich A/p-linear. Also folgt mit (2)

g g
dimA/pB/Bp=ZdimA/pB/‘J3§"' =Zeifi. (3)
i=1 =1
Der Satz folgt nun, wenn wir zeigen, dafy
dimy,, B/Bp = [L : K]. (4)

Der Beweis von (4) ist besonders einfach, wenn A ein Hauptidealring ist. In diesem Fall ist
B nach Satz 2.10 ein freier A-Modul vom Rang n := [L : K]. Sei x1, 29, ..., %, eine Basis
von B iiber A. Dann ist B die direkte Summe aller Az, und Bp ist die direkte Summe
aller pzy,. Es folgt, dak B/Bp = @)_, Azy/px),. Jeder Summand Az /pxy ist zu A/p
isomorph. Daraus folgt (4) in diesem Spezialfall.

Im allgemeinen Fall miissen wir uns mehr anstrengen. Sei wuq,us,...,u, eine Basis
von B/Bp iiber A/p. Wihle vy, v, ..., vy € B mit u; = v;+ Bp fiir alle i. Die Behauptung
folgt, wenn wir zeigen, daf v1,v9,..., v, eine Basis von L iiber K ist.

Zunéchst beweisen wir die lineare Unabhéngigkeit. Es gebe a; € K, nicht alle 0, mit
Yok, av; = 0. Indem wir die a; mit einem Hauptnenner multiplizieren, kénnen wir anneh-
men, daf a; € A fur alle . Sei a = (a1, a2,...,a,) das von diesen Koeffizienten erzeugte
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Ideal in A. Fiir jedes y € a™! = (A : a) gilt ya; € A fiir alle 4. Aus Y 1, a;v; = 0 folgt
> (ya)v; = 0 und dann >0 (ya; + p)u; = 0. Weil die u; linear unabhéngig iiber A/p
sind, erhalten wir ya; +p = 0, also ya; € p fiir alle ¢. Dies impliziert ya C p. Da y ein
beliebiges Element in a~! war, folgt a='a C p — ein Widerspruch, da a='a = A.

Es bleibt zu zeigen, daR L von den v; iiber K erzeugt wird. Setze V = >, Av; und
W = B/V . Die kanonische Abbildung B — B/Bp bildet V auf Y /", (A/p) u; = B/Bp ab;
also gilt B =V + Bp. Daher wird Bp unter der kanonischen Abbildung B — B/V =W
auf W abgebildet; dies impliziert W = pW'.

Nach Satz 2.3 ist B endlich erzeugbar als A-Modul; das gilt dann auch fiir W. Seien
21,22y -.52¢ € W mit W = ZleAzi. Aus z € W = pW folgt, dak es a;; € p mit
z; = 25:1 aijzj fiir alle ¢ gibt. Sei M € M(A) die Matrix mit (i, )-Eintrag a;; — d;; fiir
alle 4 und j. Setze d = det(M). Dann ist d € A; genauer gilt d = (—1)" (mod p) und
damit d # 0.

Nach Konstruktion von M erhalten wir 0, wenn wir M auf den Spaltenvektor aller z;
anwenden. Wie beim Beweis von Satz 1.2 folgt daraus dz; = 0 fiir alle 4, also dW = 0
und dB C V. Also folgt B C 31" Ad~'v; € Y| Kv;. Nun impliziert Lemma 2.4, daf
L c >, Kv;. Damit folgt die Behauptung. u

4.5. Nun betrachten wir den Spezialfall, daft L/K galoissch ist; wir setzen G := G(L/K).
Fiir jedes 0 € G gilt 0(B) = B. Ist ndmlich « € L Nullstelle eines normierten Poly-
noms f € A[X], so ist auch o(«) Nullstelle von f; dies impliziert o(B) C B. Wir erhalten
Gleichheit, wenn wir diese Inklusion auch auf o~! statt o anwenden.

Die Restriktion von ¢ € G auf B ist ein Ringautomorphismus. Sie ist deshalb insbeson-
dere mit dem Produkt von Idealen vertriglich und fithrt Primideale in Primideale tiber. Fiir
jedes Primideal p von A gilt o(Bp) = Bp. Daher permutiert jedes o € G die Primideale 3
von B mit PN A =p. Mit den Notationen von 4.1 und 4.3 bedeutet dies, daf die Ideale
PB1,Pa, ..., Py von o permutiert werden. Genauer gilt:

Satz 4.6. Die Galoisgruppe G(L/K) permutiert die Ideale B1,Ba, ..., B, transitiv.
Firallei, 1<i<g, qgilt e, =ey und f; = f1.

Beweis: Gilt (1) =*P; fiir ein o € G, so induziert o eine Bijektion
B/Pr — B/Pi,  b+Pir—o(d) +Pi.

Diese Abbildung ist A/p-linear; daraus folgt f; = fi. Weiter gibt es eine Permutation 7
von {1,2,...,g} mit o(P;) = P, fiir alle 5. Aus 4.1(1) folgt nun

Bp = Poiy ooy - By

Die Eindeutigkeit der Primidealzerlegung impliziert nun e.(;) = e; fiir alle j, insbesondere

)
€ = €r(1) = €1-

Dabher folgt die Behauptung, wenn wir zeigen, daf es fiir alle ¢ ein o € G mit B; = o(P1)
gibt. Nehmen wir an, dies sei fiir ein 4 nicht der Fall. Aus B; # o(P;) fiir alle 0 € G folgt
dann mit Korollar 3.6.c

Bi+ [[oB) =B

oeG
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Seien nun a € PB; und B € [[,cqo(P1) mit a4+ 3 =1. Es gilt a ¢ o(P1) fiir alle 0 € G,
denn sonst wire 1 = a+ 3 € o(P1) # B. Dies impliziert 0~ 1(a) ¢ P fiir alle 0 € G; weil
P ein Primideal ist, folgt auch

npx(@) = [[o(@ =[] o' (@) ¢ P
oeG oeG
Andererseits gilt
npk(@) =a [[ola) e PinAd=p,
o#l
weil alle o(a) € B und weil ny, / Kk (a) € A nach 1.8. Damit erhalten wir einen Widerspruch,
da np/g(a) €p CPr. [ ]

4.7. (Das Zerlegungsgesetz fiir quadratische Zahlkérper) Betrachten wir als Beispiel den
Fall A=7 und K = Q und L = Q(+/d) fiir eine quadratfreie ganze Zahl d # 1. Nach 1.9
ist dann B gleich dem Ring O von I11.3.5(2). Wir bezeichnen die Galoisgruppe von L
tiber K mit G = {1,0}.

Ist p eine Primzahl, so gibt es nach Satz 4.6 nun drei Moglichkeiten:

(A) Es gibt zwei verschiedene Primideale p und p’ in Oy mit pOy = pp’. Es gelten
Og/p 2T, = Og/p’ und o(p) = p’. In diesem Fall nennt man p zerlegt in Q(v/d).

(B) Es gibt ein Primideal p in Oy mit pO; = p2. Es gelten Oy/p = F,, und o(p) =p. In
diesem Fall nennt man p verzweigt in Q(v/d).

(C) Es ist pOq selbst ein Primideal in Og. Es gilt Ogq/pOq = F 2. In diesem Fall nennt
man p trige in Q(v/d).

Um zu sagen, welcher dieser drei Fille wann auftritt, brauchen wir das Legendresche
Symbol (%) definiert fiir jede ganze Zahl a € Z und jede Primzahl p. Man setzt <Q> =0,

p
wenn p | a. Ist p ungerade und kein Teiler von a, so setzt man <%) = 1, wenn die
Kongruenz X? = a (mod p) eine Losung in Z hat, und (%) = —1, wenn sie keine

Losung in Z hat. Fiir ungerades a definiert man auferdem (%) = (71)(“2_1)/ 8,

Setze
Do 4d, wenn d = 2,3 (mod 4),
- d, wenn d =1 (mod 4).

Nun erhélt man das folgende Zerlegungsgesetz fiir quadratische Zahlkorper:

Satz 4.8. Fine Primzahl p ist genau dann zerlegt (bzw. verzweigt, bzw. trige) in

Q(Vd), wenn DY 1 (bew. = 0, bzw. = —1) ist. Es gibt nur endlich viele ver-
p

zweigte Primzahlen.

Beweis: Seil wg wie in I11.3.5(2). Bezeiche das Minimalpolynom von wy iiber Q mit fo.
Weil wy ganz iiber Z ist, gilt fo € Z[X]. Aus Oy = Z ® Zwqy folgt, dak der Ein-
setzungshomomorphismus 7y : Z[X] — O4, f — f(wgq) surjektiv ist. Dessen Kern ist
Z[X]NQ[X]fo = Z[X] fo, wobei diese Gleichheit aus der Normiertheit von fy folgt (wie im
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Beweis von Satz IV.4.4). Das Urbild unter my von pQy ist das Ideal I, := (p, fo) in Z[X].
Also induziert 7 einen Isomorphismus

o : Z[X}/[p — Od/p(’)d.

Sei m, : Z[X] — Fp[X] der Homomorphismus, bei dem man die Koeffizienten eines
Polynoms modulo p nimmt. Dieser Homomorphismus ist surjektiv und hat Kern Z[X]p.
Daher induziert er einen Isomorphismus

Ty Z[X]/L, — Fy[X]/(fo) ~ wobei fo = my(fo).
Insgesamt haben wir also einen Isomorphismus
Oa/pO4 — FplX]/(fo). (1)

Nun behaupten wir:

(%) Es ist p genau dann zerlegt (bzw. verzweigt, bzw. trige) in Q(Vd), wenn fo zwei (bzw.
eine, bzw. keine) Nullstellen in F,, hat.

Der Isomorphismus in (1) impliziert, daf pO,; genau dann ein Primideal ist (dquivalent:
daR p genau dann trige ist), wenn (fg) ein Primideal in F,[X] ist, also wenn fo irreduzibel
in Fp[X] ist. Weil fo Grad 2 hat, ist dies dazu dquivalent, daf fy keine Nullstellen in F,
hat.

Aus (1) folgt auch, daf die Anzahl der maximalen Ideale in beiden Restklassenringen
gleich ist. Nach Satz I11.3.6 ist dann auch die Anzahl g der maximalen Ideale von Oy, die
pO,4 umfassen, gleich der Anzahl der maximalen Ideale von F,[X], die F,[X]fo umfassen.
Ist p zerlegt, so ist diese Anzahl gleich 2, ist p verzweigt, so ist sie gleich 1.

Andererseits: Hat fy zwei veschiedene Nullstellen z; und x5 in Fp, so gilt fo=(X—
21)(X — x9), da % normiert ist. Dann erzeugen X — 7 und X — z9 zwei verschiedene
maximale Ideale in F,[X], die F,[X]fo umfassen. Also muf p zerlegt sein. Hat f; dagegen
genau ein Nullstelle = in F,, so gilt fo= (X —2)%. Dann ist X — z das einzige normierte
irreduzible Polynom in F,[X], das fo teilt. Daher ist (X — ) das einzige maximale Ideal
in Fp[X], das Fp[X]fo umfaBt. Also muB p verzweigt sein.

Damit ist (%) bewiesen. Um den Satz zu erhalten, miissen wir noch zeigen:

D

(x+) Es hat fo genau dann zwei (bzw. eine, bzw. keine) Nullstellen in F,, wenn (ﬁ) =1
(bzw. =0, bzw. = —1) ist.

__Sei zunéichst d = 2 oder d =3 (mod 4). Dann ist fy = X2 —d. Ist p =2, so hat
fo in jedem Fall genau eine Nullstelle in F,; andererseits gilt in diesem Fall D = 4d, also
(%) =0.Ist p # 2, so hat fy genau eine Nullstelle in F,, wenn p | d; gilt p{d, so hat
fo zwei oder keine Nullstellen in Fp, je nachdem, ob die Kongruenz X2 =d (mod p) eine
Losung in Z hat oder nicht. Da (%) = (%) fiir p # 2, folgt (#%) in diesen Féllen.

Sei schlieflich d =1 (mod 4). Dann ist

e 5 (g
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Ist p # 2, so folgt, daff fy genau so viele Nullstellen in F, wie X2—d hat. Die Diskussion im
vorangehenden Absatz gibt dann (xx) fiir p # 2. Fiir p = 2 hat fy genau zwei Nullstellen
in F,, wenn (1 —d)/4 = 0 (mod 2) ist, jedoch keine Nullstelle, wenn (1 —d)/4 = 1
(mod 2). Die erste Kongruenz bedeutet d =1 (mod 8), die zweite d =5 (mod 8). Ein
Vergleich mit der Definition des Legendreschen Symbols fiir p = 2 gibt nun (*) auch in
diesem Fall. |

Bemerkung: In diesem Spezialfall haben wir gesehen, daf die verzweigten Primzahlen ge-
nau die (endlich vielen) Teiler von D sind. Fiir einen beliebigen algebraischen Zahlkorper L
heift eine Primzahl p verzweigt in L, wenn in einer Zerlegung von pOj, wie in 4.1(1) einer
der Exponenten e; grofer als 1 ist. Es gilt dann allgemein, daft die verzweigten Primzahlen
gerade die (endlich vielen) Teiler der Diskriminante dj, von L (siehe Aufgabe 11) sind.

UBUNGEN

§ 1 Ganze Ringerweiterungen

1. Seien A ein Unterring eines Ringes B und b ein Ideal in B. Setze a:= ANb. Zeige: Ist B
ganz liber A, so ist B/b ganz iiber A/a.

2. Sei G eine endliche Gruppe, die durch Automorphismen auf einem Ring A operiert. Zeige,
dap A9 := {a € A| o(a) =a fiir alle 0 € G} ein Unterring von A ist, und dap A ganz
iiber A% ist. (Vergleiche Satz VI.1.3.)

3. Sei A ein Unterring eines Ringes B. Zeige: Ist B ganz iiber A, so ist auch B[X]| ganz
iiber A[X].

4. Sei A ein Unterring eines Ringes B. Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A,
vgl. II1.4.1. Zeige:
(a) Man kann S~'A als Unterring von S~!'B auffassen.
(b) Ist B ganz iiber A, so ist S™!B ganz iiber S~1A.
(c) Ist B’ die ganze Hiille von A in B, so ist S™!B’ die ganze Hiille von S7'A in S~1B.

5. Seien A ein Integritdtsbereich und (A;);e; eine Familie von Unterringen von A. Zeige: Ist
A; ganz abgeschlossen fiir jedes i € I, so ist auch [,.; A; ganz abgeschlossen.

6. Seien A ein Integritdtsbereich und S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A.
Zeige: Ist A ganz abgeschlossen, so ist auch S™'A ganz abgeschlossen.

7. Zeige: Der Ring Z[X] ist ganz abgeschlossen, aber der Ring Z[X]/(X? + 4) ist nicht ganz
abgeschlossen.

§ 2 Dedekindringe und Korpererweiterungen

8. Seien K ein algebraischer Zahlkérper und Ok der Ring der ganzen Zahlen in K. Zeige: Fiir
alle a € Ok, a#0, gilt a™*ngg(a) € Ok.

9. Seien K ein algebraischer Zahlkérper und O der Ring der ganzen Zahlen in K. Sei a ein
Ideal ungleich Null in O . Zeige:
(a) Es gilt aNZ # 0. (Hinweis: Aufgabe 8)

(b) Betrachtet als Z-Modul ist a frei vom Rang [K : Q]. Jede Basis von a iiber Z ist auch
eine Basis von K iiber Q.

(c) Der Restklassenring O /a ist endlich.
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10.

11.

12.

13.

Ganze Ringerweiterungen und Dedekindringe

Seien K ein algebraischer Zahlkérper und O der Ring der ganzen Zahlen in K. Zeige: Fiir
alle a € Ok, a #0, gilt Ok /aOk| = |ng/g(a)l.

Seien K ein algebraischer Zahlkorper und Ok der Ring der ganzen Zahlen in K. Fiir alle
a,b € K setze (a,b) = trg/g(ab). Fir n := [K : Q] Elemente a1,az,...,a, € K setze
A(ay,as,...,a,) gleich der Determinante der Matrix mit (¢, j)-Eintrag (a;, a;). Zeige:

(a) Es gilt genau dann A(aq,asz,...,a,) # 0, wenn ay,as,...,a, eine Basis von K {iber Q
ist.

(b) Fiir ai,as,...,a, € Ok gilt A(ar,as,...,a,) € Z.

(c) Ist a1, a9, ...,a, eine Basis von Ok iiber Z, so teilt A(a1,as,...,ay,) alle A(by,ba, ...,
bn) mit b17b2»---1bn € OK

(d) Sind a4, as, ..., a, und by, b, ..., b, zwei Basen von Ok iiber Z, so gilt A(a1,az,. .., an)
= A(b1,b2,. .., by).

Nach (d) nimmt A(aq,as,...,a,) fir alle Basen von Ok iiber Z denselben Wert an; man

nennt diese Zahl die Kdrperdiskriminante von K und bezeichnet sie mit dy .

Sei d € Z eine quadratfreie ganze Zahl ungleich 1. Bestimme die Korperdiskriminante des
quadratischen Zahlkorpers Q(v/d).

Seien K ein algebraischer Zahlkorper. Zeige: Gilt K = Q(a) fiir ein a € K, so folgt
AL a,a,...,a™ ) = (=1 200 (m, o (a)):

(Hinweis: Aufgaben VI.36.a und VI.17.a, Vandermondesche Determinante)

§ 3 Primidealzerlegung

14.

15.

16.

17.

18.

Sei A ein Integritatsbereich mit der folgenden Eigenschaft: Sind a,b,c¢ Ideale von A mit
a# 0 und ab = ac, so gilt b = c. Zeige: Ist M ein gebrochenes Ideal ungleich 0 von A mit
M-M =M, sogilt M = A. Zeige, dalt A ganz abgeschlossen ist.

Seien A ein Integrititsbereich und a ein invertierbares Ideal von A. Zeige:

(a) a ist endlich erzeugbar.

(b) Sind b und ¢ Ideale von A mit ab = ac, so gilt b =c.

(c) Ist b ein Ideal von A mit b C a, so gibt es ein Ideal ¢ von A mit b=ac.

Sei A ein Integrititsbereich. Zeige: Sind alle Ideale ungleich 0 von A invertierbar, so ist A
ein Dedekindring. (Hinweis: Aufgaben 14 und 15)

Sei A ein Integritdtsbereich. Zeige:

(a) Ist ein Produkt pips...p, von Primidealen p; # 0 von A ein Hauptideal, so ist jedes p;,
1 <i < r, invertierbar.

(b) Sind p4,...pr,q1,...,qs invertierbare Primideale von A mit pips...pr = qi1q2...qs,
so gilt 7 = s und, nach Umnumerierung, p; = q; fiir alle ¢. (Hinweis: Wahle j, so daf p;
minimal in der Menge {p1,pa2,...p,} ist.)

Sei A ein Integritétsbereich, in dem jedes Ideal ungleich 0 ein Produkt von Primidealen ist.
Zeige:

(a) Jedes Primideal ungleich 0 von A umfafit ein invertierbares Primideal von A.

(b) Jedes invertierbare Primideal p von A ist maximal.

(c) Jedes Ideal ungleich 0 von A ist invertierbar.

(d) A ist ein Dedekindring.

Hinweis zu (b): Sei a € A, a ¢ p. Schreibe p+(a) und p+ (a?) als Produkt von Primidealen.
Zeige durch Ubergang zu A/p, dak p + (a®) = (p + (a))?. Zeige dann, da p = p (p + (a)).
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19.

20.

Zeige: In einem Dedekindring A kann jedes Ideal durch zwei (oder weniger) Elemente erzeugt
werden.

Sei A ein Dedekindring. Zeige: Ein endlich erzeugbarer A-Modul ist genau dann projektiv,
wenn er zu einer direkten Summe von Idealen in A isomorph ist. (Hinweis: Aufgabe E.4)

§ 4 Zerlegungsgesetze

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Sei p ein Primideal ungleich Null in einem Dedekindring A. Zeige fiir jedes Ideal a # 0 in A,
dak a/ap als A-Modul zu A/p isomorph ist.

Ist a ein Ideal ungleich Null in einem Dedekindring A, so daf der Restklassenring A/a endlich
ist, so setzt man N (a) := |A/a|, genannt die Norm von a. Zeige: Ist fiir jedes Primideal p # 0
von A der Ring A/p endlich, so ist A/a endlich fiir jedes Ideal a # 0 von A; fiir zwei Ideale
a,b#0 in A gilt dann N(ab) = N(a) N(b). (Hinweis: Aufgabe 21)

Sei p ein Primideal ungleich Null in einem Dedekindring A, so dak A/p endlich ist; es gibt
dann eine Primzahl p mit p = char A/p. Dann ist N(p) = p/ mit f = [A/p : F,]. Seien
K ein Quotientenkorper von K und L/K eine endliche separable Korpererweiterung. Seien
B die ganze Hiille von A in L und q ein Primideal von B mit ANgq = p. Zeige: Es ist
B/q D A/p eine endliche Kérpererweiterung, und N(q) ist eine Potenz von N(p). Ist fiir
jedes Ideal a # 0 in A der Restklassenring A/a endlich, so ist auch fiir jedes Ideal b # 0
in B der Restklassenring B/b endlich.

Seien K ein algebraischer Zahlkorper und Ok der Ring der ganzen Zahlen in K. Zeige: In
O gibt es fiir jedes p > 0 nur endlich viele Ideale a mit N(a) < p.

Seien p > 2 eine Primzahl und ¢ € C eine primitive p—te Einheitswurzel. Setze K := Q(()
gleich dem p-ten Kreisteilungskorper und O gleich dem Ring der ganzen Zahlen in K. Zeige:
(a) Fiir 1<k <p-—1ist (1-¢*)/(1—-¢) eine Einheit in O.

(b) Es gilt p = [}~ ¢) wd 0 = (1 - 0)"

(c) Esist (1 —¢)O ein Primideal in O mit ZN (1 —¢)O =pZ und O/(1 - ()0 = Fp,.
Seien p, ¢, K und O wie in Aufgabe 25. Setze (a,b) := trg/g(ab) fiir alle a,b € K. Zeige:
(a) Aus z € O folgt (2,1 -¢) €ZN(1 -0 =pZ.

(b) Ist 2 € K, © = Zi;gakd" mit allen ar € Q, so gilt (z,1 — ) = pag. (Was ist
tric/o(C*)?)

(¢c)Ist z € O, z = z;g arCFmit allen aj, € Q, so gilt ax € Z fiir alle k. (Hinweis: Ist
ap € Z, so gilt auch (z —ag)(™t € 0.)

(d) BEsist 1,¢,¢2,...,¢P~2 eine Basis von O iiber Z. Es gilt
di = A1,¢, 2, (P7) = (- D22
in der Notation von Aufgabe 21.

Seien p, ¢, K und O wie in Aufgabe 25. Sei ¢ eine Primzahl ungleich p. Zeige:
(a) Bs ist O/qO zu Fy[X]/®,F,[X] isomorph, wobei ®, die Reduktion modulo g des p—ten
Kreisteilungspolynoms ist.

(b) Jedes Primideal q von O mit q N Z = ¢Z hat Verzweigungsindex 1 iiber ¢Z; sein
Trégheitsgrad {iber ¢Z ist gleich der Ordnung von ¢ in der multiplikativen Gruppe von F,.
Wieviele Primideale q von O mitqNZ = gZ gibt es?
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28.

29.
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Seien p eine ungerade Primzahl und a € Z eine ganze Zahl mit p { a. Zeige:

(a) Es gilt (%) =aP=Y/2  (mod p).

(b) Esist (%) genau dann gleich 1, wenn die Ordnung von a in der multiplikativen Gruppe

von F,, ein Teiler von (p —1)/2 ist.

(c) Ist auch b € Z eine ganze Zahl mit p 1 b, so gilt (%b> = (%) (%)
(d) Es gilt (‘Tl) = (~1)=b/2,

Seien p, ¢, K und O wie in Aufgabe 25. Setze p* = (—1)P~1/2p und F = Q(,/p*). Nach
Aufgabe VI.17.b ist F' ein Teilkorper von K. Sei g eine Primzahl ungleich p. Zeige:

(a) Ist g zerlegt in F', so ist die Anzahl der Primideale  in O mit QNZ = ¢Z gerade.
(b) Aus (%) =1 folgt (%) = 1. (Hinweis: Aufgaben 27 und 28)
(¢) Gilt p=¢g=1 (mod4), so ist (%) =1zu (%) =1 dquivalent.

(d) Ist g trdge in F, so hat jedes Primideal 9 in O mit Q NZ = ¢Z einen geraden
Trégheitsgrad.

(e) Aus (%—*) =—1und p=3 (mod 4) folgt (%) =-1.
(f) Ist ¢ ungerade, so gilt (*%*) (%) =1.
(g) Ist g ungerade, so gilt

DIOREEE

(Dieses Ergebnis nennt man das quadratische Reziprozitéitsgesetz. Es wurde erstmals von Carl
Friedrich Gauss bewiesen. Das hier vorgelegte Argument, in dem der quadratische Korper
F = Q(v/p¥) als Teilkorper von Q((,) aufgefaft wird, beruht letztlich auf dem Zerlegungs-
gesetz und damit auf der Arithmetik in Kreisteilungskérpern. Der Satz von Kronecker und
Weber besagt nun allgemein, daf jede Galoiserweiterung von Q mit abelscher Galoisgrup-
pe in einem geeigneten Kreisteilungskorper enthalten ist. Dieses Ergebnis wies den Weg zu
hoheren Reziprozitatsgesetzen bis hin zum allgemeinen Reziprozititsgesetz von Emil Artin,
in dem die strukturellen Gesetzméfigkeiten von abelschen Erweiterungen von algebraischen
Zahlkérpern eingeschlossen sind.)
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K Die allgemeine lineare Gruppe iiber Ringen

In diesem Abschnitt seien R ein Ring und n eine ganze Zahl mit n > 1.

Die allgemeine lineare Gruppe GL,(R) kann fiir beliebiges R definiert werden. Wie
im Fall eines Kérpers (sieche B.1) enthélt diese Gruppe Elementarmatrizen z;;(a); es sei
E,(R) die davon erzeugte Untergruppe. Ist K ein Korper, so ist E,(K) die abgeleitete
Gruppe von GL,(K), auer wenn n = 2 und |K| = 2, sieche B.2 und B.3. So einfach
ist der Zusammenhang zwischen diesen Gruppen im allgemeinen nicht. Geht man jedoch
zu den ,stabilen Gruppen® GL(R) = U,;»; GLn(R) und E(R) = J,;»; En(R) iiber, so
gilt B(R) = D(GL(R)). Diese Vereinigungen werden dadurch konstruiert, daf man jedes
GLy,(R) in natiirlicher Weise mit einer Untergruppe von GL,,+1(R) identifiziert.

Fiir einen Kérper K gilt genauer FE,(K) = SL,(K). Die entsprechende Aussage macht
fiir beliebiges R keinen Sinn, weil die {iblichen Determinanten und damit SL,(R) nur fiir
kommutative Ringe R definiert werden. Im kommutativen Fall gilt die Gleichheit E,(R) =
SL,(R) nur unter bestimmten Voraussetzungen an R, zum Beispiel, wenn der ,stabile
Rang* von R (siehe Definition K.7) gleich 1 ist. Als Anwendung erhilt man fir jeden
Dedekindring A und jedes Ideal q # 0 von A, daR die natiirliche Abbildung SL,(A) —
SLn(A/q) surjektiv ist.

Uber einem Kérper K sind die Gruppen E,(K) ,fast einfach: Mit zwei Ausnahmen
fir n = 2 sind alle echten Normalteiler von E,(K) = SL,(K) in dem endlichen Zen-
trum von FE,(K) enthalten. Uber einem beliecbigen Ring R erhélt man dagegen in der
Regel normale Untergruppen von einem ganz anderen Typ: Fiir jedes zweiseitige Ideal g
ungleich 0 in R induziert die natiirliche Abbildung R — R/q einen Gruppenhomomorphis-
mus GL,(R) — GL,(R/q), dessen Kern GL,(R,q) eine normale Untergruppe in GL,(R)
ist. Eine Elementarmatrix x;;(a) gehort genau dann zu GL,(R,q), wenn @ € q. Man de-
finiert E,(R,q) als die normale Hiille in E, (R) dieser z;j(a). Fiir den Zusammenhang
zwischen den Gruppen GL,(R,q) und E,(R,q) gelten dann &hnliche Ergebnisse wie fiir
die Gruppen GL,(R) und E,(R).

Man nennt GL, (R, q) die Hauptkongruenzuntergruppe zur Stufe q. Ist R kommutativ,
so beniitzt man diese Bezeichnung auch fiir SL,(R,q) := SL,(R) N GL,(R,q). Die am
meisten studierten Beispiele sind die Gruppen I'(q) = SL,(Z,qZ) mit q € Z, ¢ > 2. Wir
zeigen hier, daff T'(¢) fiir ¢ > 3 keine nicht-trivialen Elemente endlicher Ordnung besitzt.
Die Gruppe GL,(Z) dagegen enthélt solche Elemente. Die Ordnung einer endlichen Unter-
gruppe von GL,(Z) ist jedoch durch eine nur von n abhingende Konstante beschrinkt.

Ist R der Ring der ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkorpers, so wurden die Grup-
pen GL,(R) und ihre Untergruppen schon im ausgehenden 19. Jahrhundert studiert. Dabei
handelte es sich um Fragen zur Bestimmung von Aquivalenzklassen quadratischer For-
men mit Koeffizenten in R, d.h. von homogenen Polynomen vom Grad 2 von der Form
f= Zigj a;jz;x; mit a;; € R. Die Gruppe GLy(R) operiert durch Substitution der Varia-
blen auf der Menge der quadratischen Formen in n Variablen, und man nennt zwei solche
Formen #quivalent, wenn sie zu derselben Bahn von GL,(R) gehéren. Aquivalente Formen
stellen dieselben Zahlen dar. Die genannten Ergebnisse zu GL,(Z) und den Gruppen I'(q)
stammen von Hermann Minkowski aus dem Jahre 1886.

K.1. Wir bezeichnen mit GL,(R) die Gruppe aller invertierbaren (n x n)-Matrizen
iber R, die allgemeine lineare Gruppe vom Grad n iiber R. Wie in B.1 schreiben wir
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I fiir die Einheitsmatrix und E;; fiir die Matrix mit (¢, j)-Eintrag 1 und allen anderen
Eintrdgen 0. Fiir alle 4,5 mit 4 # j und 1 < 4,5 < n und fiir alle a € R sei 2;(a) :=
I + aE;j. Eine Matrix dieser Form heifit Elementarmatriz. Zu gegebenem Paar (i,7) gilt
zij(a)zi;(b) = xi5(a + b) fiir alle a,b € R; daher bilden die z;j(a) bei festem i, eine zur
additiven Gruppe von R isomorphe Untergruppe von GL,(R). Sei E,(R) die von allen
zij(a) mit a € R und i # j, 1 <i,j < n erzeugte Untergruppe von GL,(R). Ist n =1,
so gilt E,(R) = {1}.

Ist a = (a;;) eine obere Dreiecksmatrix in GL,(R) mit Einsen auf der Diagonalen, gilt
also a;; =1 fiir alle ¢ und a;; = 0 fiir alle 4 und j mit ¢ > j, so ist a € E,(R). Dies folgt
zum Beispiel aus der Gleichung

n—1 n—2 2
a= H Tin(@in) - H Tin-1(@in—1) ... - Hl‘i3(ai3) “z12(a12).- (1)
i=1 i=1 i=1

Ebenso zeigt man, daR eine untere Dreiecksmatrix in GL,,(R) mit Einsen auf der Diagona-
len zu E,(R) gehort. Dies folgt nun auch daraus, daf E,(R) stabil unter dem Transponieren
von Matrizen ist.

Jeder Ringhomomorphismus ¢ : R — R’ induziert einen Gruppenhomomorphismus
GL,(p) : GLy(R) — GL,(R'), indem man ¢ auf alle Eintridge einer Matrix anwendet.
Ist g ein zweiseitiges Ideal in R, so konnen wir als ¢ die kanonische Abbildung R — R/q
nehmen und setzen dann

GLn(R,q) := ker (GLn(R) - GLn(R/q)>.

Diese normale Untergruppe von GLy(R) heift Hauptkongruenzuntergruppe zur Stufe q.

Eine Elementarmatrix, die in GL,(R,q) liegt, also ein x;;(a) mit a € g, nennt man
eine q-FElementarmatriz. Die normale Hiille (siehe 1.2.3) in E,(R) der Menge aller q—
Elementarmatrizen werde mit E, (R, q) bezeichnet. Diese ist also das Erzeugnis aller oyo ™!
mit v eine q-Elementarmatrix und ¢ € E,(R). Eine obere Dreiecksmatrix a = (a;;) in
GLy,(R) mit Einsen auf der Diagonalen gehort genau dann zu E,(R,q), wenn a;; € q fiir
alle ¢ < j; dies folgt aus (1). Ein analoges Resultat gilt fiir untere Dreiecksmatrizen mit
Einsen auf der Diagonalen.

Die Zuordnung z ~— (g?) definiert einen injektiven Gruppenhomomorphismus von
GL,(R) nach GL,11(R). Man sieht leicht, daf dabei E,(R) in E,1(R) abgebildet wird;
fiir jedes (zweiseitige) Ideal q in R gehen GL,(R,q) nach GL,4+1(R,q) und E,(R,q)
nach E,11(R,q). Wir benutzen diese Einbettung, um GL,(R) mit einer Untergruppe
von GL,11(R) identifizieren. Dies geschieht fiir alle n, und damit erhalten wir eine Kette
von Inklusionen

GL(R) € GLy(R) € GL3(R) C - C GLn(R) € GLp41(R) C -+

und entsprechende Ketten fiir die F,,(R), GL,(R,q) und E,(R,q). Fiir jedes m > 0 wird

nun ein € GL,(R) mit (3 I(:n) € GLyym(R) identifiziert.

Nach unseren Identifikationen kénnen wir nun die Vereinigung GL(R) = U,,>; GLx(R)
bilden. Diese Vereinigung ist wieder eine Gruppe: Sind g, h € GL(R) gegeben, so gibt es ein
n > 1 mit g,h € GL,(R). Dann setzen wir gh gleich dem Produkt von g mit h in GL,(R);
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dadurch ist gh wohldefiniert, weil alle Identifikationsabbildungen GL,(R) — GLyt1(R)

Gruppenhomomorphismen sind. Die Gruppenaxiome folgen nun aus den Gruppenaxiomen

fiir die Gruppen GL, (R). Man nennt GL(R) die stabile allgemeine lineare Gruppe tiber R.
Fiir jedes zweiseitige Ideal q in R setzt man nun

GL(R,q) := | GL.(R,9),  E(R,q) := | En(R,q).

n>1 n>1

Dies sind Untergruppen von GL(R). Es gilt GL(R) = GL(R, R); man schreibt E(R) :=
E(R,R).

Lemma K.2. FElementarmatrizen haben die folgenden Eigenschaften (fir alle a,b €
R und alle 1 <i,5,k,1 <n):

(a) zij(a)zr (D) =1+ aEyj + bEy + abdjEy, wenn @ # j und k #1.

(b) wij(a)® = xij(sa) fir alle s € Z, wenn i # j.

(c) [zij(a),z;r(b)] = xir(ab), wenn 1,5,k paarweise verschieden sind.
Beweis: Die Aussage (a) ist elementar. Die Aussage (b) folgt, weil a — x;;(a) ein Homo-
morphismus von der additiven Gruppe (R, +) nach GL,(R) ist.

(¢) Zur Erinnerung: Der Kommutator zweier Elemente g und h in einer Gruppe wurde
in 11.3.6 durch [g, h] = ghg~'h~" definiert. Nun erhélt man mit (a)

[CL’U((L), I]k(b)] (I + aEij + bE]'k + abElk)(I — (LEZ‘J' — bEjk + abEZk)
(I+ ali; +bEj, + abE;) — al;; — bEj, — abEyy, + abEy,

z;(ab).

Lemma K.3. Scien q und q zweiseitige Ideale in R. Ist n > 3, so gilt

(a) En(R,d'q) C [En(R,q), En(R,q)],

(b) En(R.q) = [En(R), En(R,q)].
Beweis: (a) Nach Definition sind E,, (R, q) und E,(R,q’) normale Untergruppen in FE, (R);
daher ist auch die gegenseitige Kommutatorgruppe [E,(R,q), E,(R,q’)] normal in E, (R),

siche I1.3.6. Aus Lemma K.2.c folgt, daf [E,(R,q), E,(R,q')] alle qq'~Elementarmatrizen
enthélt, also auch deren normale Hiille E,(R,qq’).

(b) Setzt man g’ = R in (a), so erhdlt man die Inklusion ,,C“. Weil E,(R,q) normal
in E,(R) ist, folgt die umgekehrte Inklusion aus der Definition des Kommutators: [g, h| =
(ghg=")h~1. n

Satz K.4. Gegeben seien Matrizen a € GLy(R) und b € GLn(R,q). Setzt man

in GLan(R)
__[ba O ; _(ab O (a0
=5 7). =0 = (00)

so stimmen die Linksnebenklassen von o, o' und 8 modulo Eo,(R,q) tiberein; ebenso
haben diese drei Matrizen dieselbe Rechtsnebenklasse modulo Eapn (R, q).
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Beweis: Setze q := b— I; dies ist eine n x n—Matrix, deren Eintrige Elemente des Ideals q
sind. Dann haben auch (ba)~'q, —a~'q und —b~!qa alle Eintriige in q. Daher gehoren die
folgenden (2n x 2n)-Matrizen alle zu Es, (R, q):

(1 (ba)"lq (1 —a"lq . I 0
’)‘*(0 1) T No 1 ) TT\-blqa 1)

Durch Konjugation mit « := ( fa ?) € Es,(R) erhilt man aus o

_ -1 -1
o = kor ! = (I Za 9@ ab q) € Ern(R,q).

(Man benutzt b = I + q.) Es ergibt sich nun

_(ba ¢ ;, _(a 0O
ozpf(o I) und ap07<qa b)’

wobei in die zweiten Rechnung qb = bq eingeht. SchlieRlich erhilt man apo’t = (3. Die
Matrix v = po’r ist nach Konstruktion ein Element in Es,(R,q).

Offenbar gilt o (bgl 2) = (3, wobei die Matrix <b(_)l 2) in Ey,(R,q) liegt. Also folgt

die Behauptung iiber die Linksnebenklassen.

Durch Transposition geht man zur analogen Aussage fiir Rechtsnebenklassen iiber. Dies
ist moglich, da die Gruppen GL,(R), GL,(R,q) und E,(R,q) stabil unter der Transpo-

sition sind. |
Korollar K.5. Es gilt [GL,(R),GL,(R,q)] C Ea(R,q) fir jedes zweiseitige Ideal q
in R.

Beweis: Seien a € GL,(R) und b € GL,(R,q). Setzen wir o« und ' wie in Satz K.4, so
ist o’a~! gerade der Kommutator [a,b] identifiziert mit einem Element von GLa,(R). Es
gilt o/a™! € Fy,(R,q), weil beide Matrizen dieselbe Rechtsnebenklasse modulo Es, (R, q)
haben. ]

Bemerkung: Fiir n > 3 gilt nach K.3.b
En(R,q) = [En(R), En(R,q)] C [GLn(R),GLn(R,q)].
Damit folgt die Gleichheit
E(R,q) = [E(R), E(R,q)] = [GL(R), GL(R, q)]
fiir die stabile lineare Gruppe. Insbesondere gilt E(R) = D(GL(R)).

Definition K.6. Sei k € Z, k > 1. Ein Element x = (z1,22,..., ;) € R* heifit unimo-
dular in R*, falls Zle Rz; = R.

Bemerkungen: (1) Ist R =7, so ist ein k-Tupel (21,...,2;) € Z¥ genau dann unimo-
dular, wenn die Zahlen z1, ...,z relativ prim zueinander sind.
(2) Seien x = (21,29, ...,7) € R¥ und g € GLi(R). Dann ist # genau dann unimodular,

wenn g(z) dies ist. Fiir beliebiges z gilt ndmlich Zle Rzx; = Zle Rzl wenn g(z) =
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(«, x5, ..., a)). Hier folgt die Inklusion ,, D%, weil g Eintrége in R hat; fiir die umgekehrte
Inklusion benutzt man = = g~'(g(z)).

(3) Ist a = (aij) € GLi(R), so ist jeder Spaltenvektor (air,as,...,axr), 1 <17 < k,
unimodular: Ist niimlich a=! = (b;;), so gilt 1 = Zle byiair. Weil mit einer Matrix auch
ihre Transponierte invertierbar ist, sind auch alle Zeilenvektoren von a unimodular.

(4) Man betrachte R* und R als Rechtsmoduln iber R. Dann ist ein = € R¥ genau dann
unimodular, wenn es ein f € Homg(RF, R) mit f(z) =1 gibt.

Definition K.7. Sei k € Z, k > 1. Man sagt, dall R der stabilen Rang-Bedingung (B)y,
gendigt, falls fiir alle m > k und fiir jedes unimodulare m-Tupel = = (z1,z2,...,Z;y) € R™
Elemente tq,t2,...,t;_1 € R existieren, so daf

(fL'l + tlxrm T + t25L'ma e Tm—1 + tmflxm)

unimodular in R™~! ist. Der stabile Rang von R, kurz: s-Rang(R), ist die kleinste positive
ganze Zahl k, so dal R der stabilen Rang-Bedingung (B); geniigt; gibt es kein solches k,
so setzt man s-Rang(R) = co.

Beispiel: Ist R ein lokaler Ring, so geniigt R der stabilen Rang-Bedingung (B); und
hat daher den stabilen Rang 1. Dies sieht man leicht: In R bilden die Nichteinheiten ein
maximales Ideal. Ein m—Tupel = = (z1,22,...,2,) € R™ ist genau dann unimodular,
wenn es ein ¢ gibt, so dafs x; eine Einheit ist. Gibt es ein ¢ < m mit z; eine Einheit, so
ist (z1,®2,...,Zm—1) unimodular. Andernfalls ist z,, eine Einheit; dann ist auch x1 +
eine Einheit, da x; keine ist, und (21 + Zm, z2,...,Tm—1) ist unimodular.

Hat R den stabilen Rang n < oo, so kann man fiir alle m > n mit einem gewissen Re-
duktionsprozeff von einem unimodularen Element in R™ zu einem solchen in R™~! iiber-
gehen. Diese Moglichkeit schafft in der stabilen linearen Gruppe eine Verbindung zwischen
GLp(R,q) und GL,(R,q). Genauer gilt:

Satz K.8. Sei R ein Ring mit stabilem Rang n. Dann gilt fir alle m > n und alle
zweiseitigen Ideale q in R:

(a) Die Bahnen der Operation der Gruppe En,(R,q) auf der Menge der unimodularen
Elemente in R™ sind genau die Kongruenzklassen modulo q. Insbesondere operiert
E,.(R) transitiv auf dieser Menge.

(b) Es gilt GLn(R,q) = GLy(R,q) Enm(R,q).

Beweis: (a) Wir haben gleich nach der Definition K.6 angemerkt, daf GL,,(R) die un-
imodularen m—Tupel in R™ permutiert. Nun zeigen wir zunéchst: Hat ein unimodulares
x € R™ die Form z = (1 + q1,¢2,...,¢m) mit allen ¢; € q, 1 < i < m, so gibt es ein
v € En(R,q) mit v(z) = (1,0,...,0). Im Spezialfall ¢ = R zeigt dies bereits, dak E,,(R)
transitiv auf der Menge der unimodularen Elemente in R™ operiert.

Sei also © = (z1,22,...,Zm) = (1 + q1,42,...,¢n) unimodular. Es gibt also f; € R,
1<i<m,mit 1= Z:’;l fiz;. Dies ergibt durch Multiplikation mit x,, = g, die Identitét

Tm = Zmeimi' (1)
i=1

Mit g, gehort auch ¢ := gmfm zu dem zweiseitigen Ideal q. Die Identitdt (1) impli-
ziert T, — qu, € Z,’-T;l Rax;, also Z:’;lei + Rqz, = Y ;o) Rx; = R. Damit ist

3
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auch (21,...,%m-1,q%m,) unimodular. Da R den stabilen Rang n < m hat, gibt es
t1,ta, ..., tm—1 € R, so dak
(x/h I/Zv L) CE/m,—l) = (Il + thl"lru T2 + t2qu7 ey Im—1 + trnfqum)

unimodular ist. Aus ¢ € q folgt t;qx,, € q fiir alle 9. Daher hat das neue m—Tupel die
Form

(:L'llvx/Q""va'm 1) = (1+‘I1a(I27 -~:(I;n,—1)
mit ¢} € q fiir 1 <4 <m — 1. Die Matrix

m—1

p:=T+> tiqEm € En(R,q)
i=1

transformiert dann wie folgt:

p(l‘) = (1 +q£7qév = -7q;n—17Qm) = (xllvx,27- : -ﬂx;n—lan)'

Wegen der Unimodularitdt von (xf,z%,...,2,,_;) gibt es ¢1,92,...,9m—1 € R mit 1 =
> glsc . Dies ergibt durch Multiplikation mit ¢} — g, die Identitét

_qm_Z(ql_Qm 97} —Zcz

mit ¢; := (¢ — gm)gi € q fir 1 <4 <m — 1. Die Matrix

m—1

o:=1+ Z cibmi € En(R,q)

i=1
transformiert dann
op(@) = (1+d1,q5 - dm_1,491)-

Wendet man o := I — Ey,, auf o p(x) an, so erhélt man (1,¢5,...,4¢),_;1,4}). Setzt man
nun
m—1
7:=1- () ¢Ein+d,Em) € En(R,0),
i=2
so folgt

Taop(z)=(1,0,...,0).
Es gilt nun noch zu berticksichtigen, daf « nicht unbedingt in E,,(R,q) liegt. Aber man
hat o~ '7a € En(R,q), da a € E,(R) und da E,,(R,q) normal in E,,(R) ist. Wegen
a~1(1,0,...,0) = (1,0,...,0) liefert nun die Matrix v := (e ' 7a)op € En(R,q) das
gewiinschte Ergebnis.

Im allgemeinen Fall geht man von zwei unimodularen Elementen z und y in R™ mit
z —y € gR™ aus. Dann findet man wegen der (schon gezeigten) Transitivitit von E,,(R)
ein 6 € Ep(R) mit 6(y) = (1,0,...,0). Nun gilt auch 6(z) —d(y) = d(z —y) € qR™. Also
hat 6(z) € (1,0,...,0) + gR™ die im ersten Teil des Beweises betrachtete Form. Deshalb
gibt es ein v € Ep, (R, q) mit

~vé(z) = (1,0,...,0) = d(y).
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Dies zieht 671y d(z) =y mit 671§ € E,,(R, q) mit sich.
Andererseits gilt 7(z) € x + qR™ fiir alle 7 € Ei,(R,q) und alle z € R™.

(b) Ist M eine Matrix in GL,,(R,q), so ist der letzte Spaltenvektor von M modulo q zu
(0,...,0,1) kongruent. Also gibt es nach (a) ein v € E,,(R,q) mit

0
M,y :

M =
K 0
z 1

mit My € GLy—1(R,q) und z € qR™ L. Multipliziert man diese Matrix mit

0
I :
7] = 0 € Em(Raq)7
—M7t 1
so erhéalt man
0
My :
nyM = € GLy—1(R,q) C GLy(R, q).
0 --- 01
Mit Induktion iiber m — n erhilt man die Behauptung. |

Ist R ein kommutativer Ring, so nennen wir die Gruppe SL,(R) aller g € GL,(R) mit
det g = 1 die spezielle lineare Gruppe vom Grad n iiber R. Wir setzen dann SL, (R, q) :=
GL,(R,q) N SL,(R) fiir alle Ideale q in R.

Korollar K.9. Ist R ein kommutativer Ring mit stabilem Rang s-Rang(R) =1, so
qilt fiir alle m > 1 und alle Ideale g

En(R,q) = SLin(R, q).

Insbesondere gilt E,,(R) = SLy,(R).

Beweis: Der Fall m = 1 ist trivial, weil dann beide Gruppen nur aus dem neutralen
Element bestehen. Sei also m > 2. Die Inklusion E,,(R,q) C SLy(R,q) folgt aus der
Definition von Ep,(R,q). Andererseits kann ein Element M in GL,,(R,q) nach Satz K.8.b
durch Multiplikation mit einem Element in E,,(R,q) in ein Element v in GL(R) = R*
ibergefiithrt werden. Dann gilt det M = w; daraus folgt die Behauptung. |

K.10. Es ist schwierig, fiir einen beliebigen Ring den stabilen Rang zu bestimmen. Die
hierfiir anzuwendenden Methoden gehen iiber den hier gesteckten Rahmen hinaus. Wir
beschrianken uns deshalb im folgenden auf spezielle kommutative Ringe.

Von besonderem zahlentheoretischem Interesse sind dabei die Dedekindringe. Ist A ein
Dedekindring und ist a ein Ideal ungleich 0 in A, so hat der Restklassenring A/a nur
endlich viele maximale Ideale. Das sieht man so: Die maximalen Ideale von A/a sind gerade
alle p/a, wobel p ein maximales Ideal von A mit p D a ist; ein maximales Ideal von A
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umfafit a genau dann, wenn es einer der endlich vielen Faktoren in einer Zerlegung von a
als Produkt von Primidealen ist.

Allgemeiner heiftt ein kommutativer Ring S semilokal, wenn S nur endlich viele maxi-
male Ideale enthélt. Natiirlich ist ein kommutativer lokaler Ring (zum Beispiel ein Koérper)
semilokal. Wir haben oben gesehen, daf ein lokaler Ring den stabilen Rang 1 hat. Dies gilt
auch fiir semilokale Ringe. Das folgende Lemma ist ein technisches Hilfsmittel zum Beweis:

Lemma K.11. Seien S ein kommutativer semilokaler Ring und © = (z1,%2,...,Tm)
ein unimodulares Element in S™. Dann gibt es s, ...,8m € S, so daff x1 +Z}":2 55T
eine Finheit in S ist.

Beweis: Setze Y := {z1 + 3Ty s52; | s2,...,85 € S}. Wir sollen zeigen, dak Y eine
Einheit von S enthélt. Man wihle y € Y, so daf die Anzahl der maximalen Ideale m in S
mit y € m so klein wie moglich ist, und numeriere die endlich vielen maximalen Ideale
my,mg,...m, in S, so dak fiir ein geeignetes £

y¢m; fir 1<i</( und yem; fir £+1<i<n.

Ist £ =n, so gehort y zu keinem maximalen Ideal von S und ist deshalb eine Einheit in S;
also folgt dann die Behauptung.

Sei nun ¢ < n. Weil z unimodular ist, gibt es ein j > 2 mit z; ¢ myyq. Wahle
¢j € myma...my mit ¢; ¢ mpyq und setze

y = y+cjxr;eY.

Fiir alle ¢ < ¢ gilt dann ' ¢ m;, da y ¢ m; und cja; € m;. Aus ¢; € mpqq und x; & mpyq
folgt cjxz; ¢ myyy, weil das maximale Ideal mgy; ein Primideal ist. Wegen y € mgyy
erhalten wir nun ' ¢ mp;.

Es ist also die Anzahl der ¢ mit ¥’ € m; echt kleiner als die Anzahl der 7 mit y € m;,
im Widerspruch zur Wahl von y. Also ist { =n. |

Satz K.12. FEin semilokaler Ring S hat den stabilen Rang 1.

Beweis: Wir miissen zeigen, dafl S der stabilen Rang-Bedingung (B); geniigt. Sei = =
(x1,22,...,2m) € S™ ein unimodulares m—Tupel fiir ein m > 1. Nach Lemma K.11 gibt
€s S$2,...,8m € 5,80 dafl u:=x1 + 27:2 sjr; eine Einheit ist. Es gilt also

u € S(z1 + $mTm) + Sxo + -+ + Sy

und damit S = S(z1 + SmTm) + Sza + -+ + Sxy,. Also ist (1 + SmTm, T2, ..., Tm—1)
unimodular in S™1. ]

Satz K.13. Ist A ein Dedekindring, so gilt s-Rang(A) < 2.

Beweis: Wir miissen zeigen, daf A der stabilen Rang-Bedingung (B)s geniigt.
Sei m > 2 und sei @ = (a1,as,...,amy1) € A™F! ein unimodulares (m + 1)-Tupel.
Ist a3 = 0, so ist (@my1,09,...,a4,) € A™ unimodular und erfiillt die Bedingung in der
Definition.

Es gelte also a; # 0. Dann ist auch das Ideal a := Zzz_ll Ra; ungleich Null. Es seien
p1,Pp2,...,p, die endlich vielen maximalen Ideale in A, die a enthalten, vergleiche X.3.6.
Wir kénnen annehmen, dafs fiir ein geeignetes s, 0 < s < r gilt

A1 € p; fir 1 <i<s und Amy1 €P; fir s+1<i<r.
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Es gibt nach dem Chinesischen Restklassensatz t € A, so dak fiir alle ¢, 1 <1i < s, gilt
t = 0 (modp;) fallsan ¢ p;,
t

1 (mod p;) falls ay, € p;.

Ist am, ¢ pi, so folgt am, +tami1 = am  (mod p;). Ist ap, € pi, so folgt am +tamir = ams1
(mod p;). Daher gilt a,, + tam+1 ¢ pi fir alle i < s.

Wir behaupten nun, daf (ai,...,am—1,am + tam+1) unimodular in A™ ist. Gilt dies
nicht, so gibt es ein maximales Ideal m in R mit m D Z:Y:ll Ra; + R(am + tam+1). Wegen
m D Z:’;l Ra; gibt es ein j mit m = p;. Aus ap + tapmg1 € m folgt dann j > s, also
@m+1 € pj = m. Nun erhalten wir einen Widerspruch, némlich

m—1 m+1
m D Z Ra; + R(am + tams1) + Ramyr = Z Ra; = R,
i=1 =1
wobei wir am Schluf die Unimodularitit von (a1,as,...,am+1) benutzen. [ ]

Kombiniert man Satz K.12 mit Korollar K.9, so erhdlt man:

Satz K.14. Sei q ein Ideal in einem Dedekindring A. Dann ist der durch die kano-
nische Abbildung m: A — A/q induzierte Homomorphismus

T : 8Ly (A) — SLy(A/q)
fir alle m > 1 surjektiv.
Beweis: Die Fall m =1 oder q = 0 sind trivial. Wir kénnen also annehmen, daff m > 2
und daf q # 0. Dann ist der Faktorring A/q semilokal; also gilt SL,,(A/q) = En,(A/q).
Weil 7 surjektiv ist, ist jede Elementarmatrix x;;(a) in E,,(A/q) Bild einer Elementarma-

trix x;;(b) in Ey(A): Man wéhle b mit 7(b) = a. Also wird schon E,,(A) surjektiv auf
SL,(A/q) abgebildet. ]

K.15. Seien K ein algebraischer Zahlkérper und o der Ring der ganzen Zahlen in K.
Fiir jedes Ideal q # 0 in dem Dedekindring ox ist die Gruppe I'(q) := SL,(0ox,q) eine
Untergruppe von endlichem Index in SL,(0k), und zwar ist der Index nach K.14 gleich
der Ordnung der endlichen Gruppe SL;,(0x/q). Man nennt eine Untergruppe von SL;,(0k)
eine Kongruenzuntergruppe, wenn sie eine Hauptkongruenzuntergruppe I'(q) fiir irgendein
Ideal q # 0 enthélt. Offensichtlich hat jede Kongruenzuntergruppe von SLy(0x) endlichen
Index in SLy(ox). Das Kongruenzuntergruppenproblem fiir die spezielle lineare Gruppe
iiber K ist die Frage, ob jede Untergruppe von endlichem Index in SL,(0x) eine Kongru-
enzuntergruppe ist.

Schon im Falle des Korpers K = Q war es im 19. Jahrhundert bekannt, dafs es unendliche
Familien von Untergruppen von endlichem Index in SLy(Z) gibt, die keine Hauptkongru-
enzuntergruppe enthalten. Fiir die Gruppen SL,(Z) mit n > 3 hat das Kongruenzunter-
gruppenproblem jedoch eine positive Losung. Dies trifft auch fiir beliebige Zahlkorper K
(und n > 3) zu, wenn es eine Einbettung von K nach R gibt. In den iibrigen Féllen
kann man die mogliche ,Abweichung* von einer positiven Losung des Problems sehr genau
kontrollieren.

Im Fall n = 2 existieren zum Beispiel solche ,Nichtkongruenzuntergruppen“ genau dann,
wenn K = Q oder wenn K cin Zahlkérper Q(v/d) mit quadratfreiem d € Z, d < 0 ist.
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Im folgenden betrachten wir den Fall R = 7Z. Fiir jede natiirliche Zahl ¢ hat man fiir
n > 2 die Hauptkongruenzuntergruppe I'(q) := GL,(Z,(q)). Unser Interesse gilt jetzt den
Elementen endlicher Ordnung in diesen Gruppen.

Satz K.16. Sei g ein Element der Ordnung m < oo in I'(q). Ist ¢ > 2, so gilt
g=1.1Ist =2, so gilt m <2.

Beweis: Als Element von I'(q) hat g die Form g = I + ¢H' mit einer ganzzahligen Matrix
H' € M, (Z). Wir kénnen annehmen, daft H’ # 0. Ist d der grofte gemeinsame Teiler der
Eintrége von H’, so gilt g = I + qdH mit H = (h;;) € M,(Z), wobei die Eintrige von H
jetzt den groften gemeinsamen Teiler 1 haben.

Aus dem Binomialsatz ergibt sich

I=g™=1+mqdH + (’;) CLH? + -+ (:Z) gndmH™. (1)

Deshalb gilt mgdh;; = 0 (mod ¢?d?) und damit qd | mh;; fiir alle 4 und j. Aus der
Teilerfremdheit der h;; folgt gd | m.

Betrachten wir zunéichst den Fall dafs m = p eine Primzahl ist. Dann folgt ¢ =m =p
und d =1.Ist p > 2, s0¢gilt ¢ =p | (T;), und (1) impliziert ¢?H = 0 (mod ¢3) Dann
teilt ¢ alle h;; im Widerspruch zur Teilerfremdheit der hy;.

Dies zeigt: Ist ¢ > 3, so enthélt I'(q) kein Element von Primzahlordnung. Ist m > 1,
so gibt es einen Primteiler p von m, und ¢"™/P ist ein Element der Ordnung p in T(q) —
Widerspruch. Also folgt m = 1, wie behauptet.

Sei nun ¢ = 2. Dann impliziert das Argument von oben, daf m eine Potenz von 2 ist.
Es reicht nun zu zeigen, daf m = 4 nicht auftreten kann. Ist m = 4, so gilt 0 = ¢* — I =
(g—D(g+I)(g>+1). Wegen g € T'(2) ist g+ 1 =g—IT=0 (mod2), also ¢>—T=0
(mod 4) und ¢?> 4+ I = 2I (mod 4). Die Matrix h := (1/2)(¢g? + I) ist daher ganzzahlig
und erfilllt h =1 (mod 2). Es folgt deth =1 (mod 2) und damit auch det(g?>+1) # 0.
Dies impliziert 0 = (g — I)(g + I) = g> — I, und die Ordnung von ¢ kann nicht gleich 4
sein. [ ]

Wie im kommutativen Fall (siehe 11.5.10) nennen wir eine beliebige Gruppe torsionsfrei,
wenn sie keine Elemente endlicher Ordnung aufter dem neutralen Element enthélt.

Korollar K.17. Die Hauptkongruenzuntergruppen I'(q) mit g > 3 sind torsionsfrei.
(Dies ist eine offensichtliche Umformulierung der Behauptung im Satz fiir ¢ > 3.)

Satz K.18. FEs gibt fiir jedes n eine Zahl m,,, so daff die Ordnung jeder endlichen

Untergruppe von GLy(Z) ein Teiler von m,, ist.

Beweis: Sei F' eine endliche Untergruppe von GLy(Z). Sei g eine Primzahl, ¢ # 2. Nach
Korollar K.17 hat F' trivialen Durchschnitt mit dem Kern I'(q) des Homomorphismus
GL,(Z) — GLy(Z/qZ). Also ist F' zu einer Untergruppe der endlichen Gruppe GLy(Z/qZ)
isomorph, und |F| teilt |GL,(Z/qZ)|. [

Korollar K.19. FEs gibt nur endlich viele Isomorphieklassen von endlichen Unter-
gruppen von GL,(Z).

Dies ist nun klar, weil es zu jeder ganzen Zahl m nur endlich viele Isomorphieklassen von
Gruppen der Ordnung m gibt.



Die allgemeine lineare Gruppe tiber Ringen 325

Satz K.20. Jede endliche Untergruppe von GL,(Q) ist zu einer Untergruppe von
GL,(Z) konjugiert.

Beweis: Sei H < GL,(Q) eine endliche Untergruppe. Setze A := >, h(Z"). Jedes
h(Z™) ist eine zu Z" isomorphe Untergruppe von (Q",+). Jedes h(Z") ist endlich erzeug-
bar; wegen |H| < oo ist daher auch A eine endlich erzeugbare Untergruppe von (Q",+).
Offensichtlich gilt h(A) = A fiir alle h € H.

Es gibt d € Z,d # 0 mit dh € M, (Z) fiir alle h € H. Das impliziert h(Z") C d~'Z"
fiir alle h, also A C d™'Z". Andererseits gilt A D 1(Z") = Z". Aus Z" C A C d~'Z"
folgt nun nach Satz I1.5.8, daf A eine freie abelsche Gruppe vom Rang n ist, weil Z" und
d~1Z™ dies sind.

Sei fi, f2,..., fn ecine Basis von A iiber Z. Dann erzeugen die f; auch Q" iiber Q
und bilden deshalb eine Basis von Q™ tiiber Q. Ist eq,es,...,e, die Standardbasis von Q"
iiber Q, so gibt es deshalb ein « € GL,,(Q) mit a(e;) = f; fiir alle ¢. Fiir jedes g € GL,(Q)
ist a~!ga die Matrix von g beziiglich der Basis fi, fo,..., f. Fiir alle h € H gilt h(A) =
A, also liegen alle Eintriige von o 'ga in Z. Es folgt, dak a™'Ha C GL,(Z). [

Korollar K.21. Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen von endlichen Unter-
gruppen von GL,(Q).

Bemerkungen: (1) Fir jede positive ganze Zahl m liefert die folgende Konstruktion
ein Element der Ordnung m in G L) (Z). Hier ist ¢ die Eulersche ¢-Funktion; also ist
©(m) der Grad des m-ten Kreisteilungspolynoms ®,,.

Sei ¢ € C eine primitive m—te Einheitswurzel. Dann ist ®,,, gleich dem Minimalpolynom
me¢,g von ¢ iiber Q. Daher ist 1,¢, ... ,¢#M=1 eine Basis von Q(¢) iiber Q.

Die Multiplikation mit ¢ ist eine Q-lineare Abbildung 4¢ : Q(¢) — Q(¢). Fiir jedes
r € Zist ({¢)" die Multiplikation mit ¢"; daher hat ¢; die Ordnung m. Dann hat auch die
Matrix M¢ von £; beziiglich der Basis 1,(,... ,¢?M=1 die Ordnung m.

Nun ist @, normiert und hat Koeffizienten in Z. Daher gilt ¢#(™) e Zf:(gl)_l Z¢'. Es
folgt, dafs

pm)-1 plm)-1
ég( ZO Z(”) c ZO Z¢h

Also hat M; ganzzahlige Eintrige und ist damit ein Element von GLyq,(Z), das die
Ordnung m hat. Diese Matrix ist dann die in Lemma VII.9.1 beschriebene Begleitmatrix
von ®,,.

(2) Hermann Minkowski hat 1887 fiir jede natiirliche Zahl n > 1 gezeigt*: Ist H eine
endliche Untergruppe von GL,(Z), so ist |H| ein Teiler von

M, = H peem)

p Primzahl

) = 7]+ o)+ rem)

wenn unter der Bezeichnung [a] die grofite in a enthaltene ganze Zahl verstanden wird und
wenn p die Reihe der Primzahlen soweit durchlauft, bis das Produkt von selbst abbricht,
d. i. bis zur groften Primzahl, welche noch <n + 1 ist.

4Zur Theorie der positiven quadratische Formen, J. reine angew. Math. 101 (1887), 196202
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